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Mémoire  sur  les  mouvements  des  corps  électrisés.  {Métnoires  de  la  Société  de  phy- 
sique de  Genève^  t.  XXX),  1888.  ^ 


Note  sur  les  principes  fondamentaux  de  l'analyse.  {Bulletin  des  scietices  mathéma- 
tiques, publié  par  MM.  Gaston  Darboux  et  J.  Tanneryi,  Paris,  1890. 

Ménoire  sur  les  variations  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  (Mémoires  des 
savmts  étrangers,  publiés  par  TÂcadémie  des  sciences  de  Flnstitut  de  France), 
Paris,  1890. 

Note  sur  une  question  <!e  mécanique.  {Bulletin  des  sciences  mathématiques),  Paris, 
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Loi  des  chocs  moléculaires  (Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé 
par  Liouvilie,  public  par  M.  Camille  Jordan,  t.  VII).  Paris,  1891. 

Note  sur  la  détermination  d'un  minimuin  géométrique  remarquable.  {Bulletin  des 
sciences  mathématiques),  1 89 1 . 

Sur  rimpossibilité  de  faire  passer  de  la  chaleur  d'un  corps  plus  froid  dans  un  corps 
plus  chaud  sous  forme  rayonnante.  {Mémoires  de  la  Société  de  physique  de 
Genève),  1891. 

Sur  quelques  eflets  des  tremblements  de  terre.  {Journal  de  mathématiques  pures 
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Le  Cours  de  mécanique  que  nous  publions  est  le  dernier  ouvrage  de 
M.  Cellérier,  qui  occupait  la  chaire  de  mécanique  à  l'Uuivei'sité  de 
Genève.  L'auteur  l'a  terminé  et  entièrement  recopié  peu  de  mois  avant 
sa  mort,  en  1889.  Son  intention  étant  de  faire  un  ouvrage  pour  l'ensei- 
gnement de  la  mécanique  selon  sa  méthode  pei*sonnelle,  il  ne  s'est  pas 
borné  à  une  simple  reproduction  de  son  coure  tel  qu'il  le  professait, 
mais  il  lui  a  donné,  en  le  rédigeant,  une  plus  grande  extension.  Il  a  sim- 
plifié les  démonstrations  tout  en  augmentant  leur  rigueur;  et,  ce  qui 
semble  être  un  caractère  propre  à  ses  écrits  et  en  particulier  à  ce  coure, 
c'est  que,  pour  des  sujets  traités  comme  exemples  ou  applications,  il  ne 
s'en  tient  pas  seulement  aux  résultats  analytiques,  mais  les  complète 
souvent  par  une  discussion  serrée,  à  l'aide  d'un  système  d'inégalités 
conformes  à  la  nature  du  problème. 

Outre  ce  manuscrit,  que  nous  livrons  aujourd'hui  à  la  publicité  sans 
aucun  changement,  M.  Cellérier  a  laissé  un  grand  nombre  de  travaux 


VIII 

I 

inédits,  dont  plusieurs  sont  très  importants,  sur  la  mécanique  céleste,  la 

* 

théorie  des  nombres,  l'électricité,  l'analyse,  etc.  L'Académie  des  Scien- 
ces de  Paris  a  jugé  son  travail  sur  les  Variations  de^i  excentricités  et  des 
inclinaisons  digne  d'être  inséré  dans  les  Mémoires  des  savants  étran- 
gers. Nous  lui  exprimons  ici  notre  profonde  gratitude  pour  cet  honneur 
rendu  à  la  mémoire  de  M.  Cellérier.  Nous  conservons  aussi  une  vive 
reconnaissance  à  M.  Bertrand,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  ainsi  qu'à  M.  Camille  Jordan  et  M.  Gaston  Darboux  pour  le 
bienveillant  empressement  avec  lequel  ils  se  sont  occupés  de  l'examen 
et  de  la  publication  de  plusieurs  de  ses  manuscrits. 

Genève,  Février  1892. 
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INTRODUCTION 


Avant  d'aborder  l'étude  de  la  mécanique,  il  convient  de  passer 
en  revue  quelques  principes  de  géométrie  dans  l'espace  dont  il 
sera  fait  un  fréquent  usage. 

1.  Propriétés  des  résn  liantes.  —  On  nomme  résultante 
de  deux  droites  OA,  OB,  menées  par  un  même 
point  0,  la  diagonale  OC  du  parallélogramme 


construit  sur  ces  droites.  Ce  mot  s'emploiera  plus     qI^ — 'A 
tard  pour  des  forces,  des  vitesses,  et  d'autres 
grandeurs  représentables  par  des  droites,  et  il  convient  de  démon- 
trer pour  les  droites  elles-mêmes  les  propriétés  générales  des 
résultantes. 

Les  droites  OA,  OB  sont  dites  les  composantes  de  OC.  La 
résultante  de  plusieurs  droites  s'obtient  en  cherchant  celle  de  la 
première  et  de  la  seconde,  ou  en  les  composant,  puis  en  composant 
de  même  la  résultante  trouvée  avec  la  troisième  droite,  leur 
résultante  avec  la  quatrième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière 

droite. 
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^ Entre  autres,  la  résultante  de  trois  droites 

/Ll — ^^,ff^     OA,  OB,  OC  est  la  diagonale  OM  du  paral- 
/^^'''^:""/y^^     lélipipède  construit  sur  ces  droites  comme 
^  '  ^^  arêtes,  car  elle  est  résultante  de  OD  et  OC, 

et  OD  est  celle  de  OA  et  OB. 

Théorème  I.  —  Toute  droite  OM  est  décomposable  suivant 
trois  directions  données  OA,  OB^  OC,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas 
situées  dans  un  même  plan. 

En  effet,  on  déterminera  les  points  A,  B,  C,  en  menant  par  M 
des  plans  parallèles  aux  plans  AOB,  AOC,  BOC  ;  ceux-ci  forme- 
ront avec  les  autres  un  parallélipipède  ayant  OM  pour  diagonale, 
et  ses  composantes  seront  les  arêtes  OA,  OB,  OC  ;  il  est  clair  que 
le  point  A  pourra  tomber  sur  la  droite  donnée  OA  d'un  côté  ou 
de  l'autre  du  point  0,  et  cette  remarque  s'applique  aussi  aux 
points  B  et  C. 

Si  la  droite  donnée  OM  était  dans  le  plan  AOB,  la  compo- 
sante OC  serait  nulle   et  le  tracé  se  réduirait  à 
mener  par  M  des  parallèles  aux  deux  autres  direc- 
tions;  ainsi  totUe  droite  0 M  peut  être  décomposée 
suivait  deux  directions  données  OA,  OB,  situées  avec  elle  dans 
mi  même  plan,  pourvu  que  ces  directions  soient  distinctes  ou  ne 
tombent  pas  stir  une  même  droite, 

La  résultante  OC  de  deux  droites  OA,  OB  se 
.p  construit  également  en  menant  par  le  point  A 
la  droite  AC  égale  et  parallèle  à  OB  et  de  même 
sens;  pour  trouver  sa  résultante  OD  avec  une 
troisième  droite  on  lui  mènerait  de  même  CD  égale  et  parallèle, 
et  ainsi  de  suite. 

2.  Frojectioiifi.  —   Abstraction 

faite    du  signe,    la   projection   d'une 

droite  limitée  AB  sur  une  droite  in- 

^'  ^  définie   OX   signifie   la  distance   des 


,^, 


3 

pieds  A',  B'  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  A,  B  sur 
OX;  ces  points  A'^B'  sont  les  projections  de  A  et  B  sur  OX. 

Ce  qui  précède  n'est  que  la  définition  géométrique  de  la  projec- 
tion. Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  la  considérerons  comme  une 
quantité  algébrique  ayant  un  signe.  Cela  exige  qu'on  assigne  un 
sens  aux  diverses  droites.  Pour  OX  ce  sera  de  0  vers  X  ;  ensuite, 
en  supposant  que  ce  soit  de  même  de  A  vers  B,  cela  détermine  le 
sens  de  la  projection  qui  sera  de  A'  vers  B'  ;  quant  à  sa  valeur, 
elle  sera  +  A'  B'  si  son  sens  coïncide  avec  celui  de  OX,  et  —  A  B' 
dans  le  cas  contraire. 

Si  Ton  déplace  OX  parallèlement,  la  projection  ne  change  pas, 
car  A'B'  est  la  distance  des  plans  perpendiculaires  à  OX  menés 
par  A  et  B,  et  ces  deux  plans  parallèles  restent  les  mêmes.  Elle 
ne  change  pas  non  plus  quand  c'est  AB  qu'on  déplace  parallè- 
lement, car  la  figure  est  alors  pareille  à  celle  qui,  dans  le  pre- 
mier cas,  résultait  du  déplacement  de  la  droite  OX. 

Quand  on  a  assigné  un  sens  à  deux  droites,  leur  angle  sup- 
posé compris  entre  o  et  tt  est  entièrement  déterminé,  lors  même 
qu'elles  ne  se  rencontrent  pas;  c'est  celui  de  deux  parallèles  à  ces 
droites,  menées  dans  le  sens  de  chacune  par  un  point  quelconque 
de  l'espace. 

L'angle  droit  est  ici  désigné  par  ^ ,  et  en  général  dans  l'ana- 

lyse  on  doit  supposer  tout  angle  ainsi  exprimé  en  arcs  ayant  pour 
rayon  l'unité.  C'est  à  cette  condition  qu'un  arc  quelconque  est  le 
produit  de  l'angle  par  le  rayon,  que  le  rapport  d'un  petit  angle  à 
son  sinus  ou  à  sa  tangente  est  sensiblement  l'unité,  etc.  Toutes  les 
formules  du  calcul  différentiel  le  supposent  également. 

Cette  mesure  se  transforme  en  secondes  en  la  multipliant  par 
le  nombre 

180.60.60 


qu'on  désigne  par  R". 
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La  projection  de  AB  sur  OX  est  égale 
à  AB  cos  î"  pour  la  valeur  et  pour  le  signe, 
i  étant  l'angle  des  deux  droites.  Cela  devient 
^v  évident  si  l'on  déplace  AB  parallèlement  de 

J     X    \  façon  que  le  point  A  vienne  en  0  ;  la  pro- 

jection et  l'angle  i  restent  alors  les  mêmes. 
Dans  la  première  figure,  B'  tombant  du  côté  de  X,  la  projec- 
tion est 

OB'  =  OB  ros  BOB'  =  OB  cos  i  ; 

dans  la  seconde,  B'  tombant  du  côté  opposé,  elle  est 

—  0B'  =  — OBcosBOB'  =  — OBco8(;t  — i)  =  OBcosi  : 

sa  valeur  est  donc  OB  cos  i  dans  les  deux  cas. 

Théorème  II.  —  Si  Von  projette  plusieurs  composantes  OA^ 
OB,  OC,  etc.,  et  leur  résultante  sur  une  même  droite,  la  projection 
de  la  résultante  est  la  somme  algébrique,  de  celles  des  composantes. 

On  peut  supposer  dans  la  démonstration  que  les  projections  se 
fassent  sur  une  droite  OX  passant  au  point  0;  en  effet,  si  elle 
était  autrement  placée  on  pourrait  l'y  transporter  parallèlement, 
ce  qui  ne  changerait  ni  la  projection  de  la  résultante,  ni  celles  des 
composantes. 

Cela  posé,  soient  OA,  OB  les  deux  premières  droites,  OH  leur 

A  -^  ^  résultante,  et  prenons  pour  OA  celle  des  deux  droi- 
tes dont  la  projection  est  la  plus  grande,  abstrac- 
tion faite  du  signe.  Nous  pouvons  remplacer  celle 
de  OB  par  celle  de  AH  prise  dans  le  sens  de  la  flèche;  soient 
A',  H',  les  projections  de  A  et  H. 

Si  celles  de  OA  et  AH  ont  le  même  signe, 
w 
^i^       A' H'   est   le  prolongement  de  OA',  et   l'on  a 


OH'  =  OA'-(-A'H',  c'est-à-dire  la  projection  de 
la  résultante  est  numériquement  la  somme  de  celles  des  compo- 
santes ;  elle  a  le  même  sens  et,  par  suite,  le  signe  commun. 


♦v^- 


Si  les  projections  de  OA^  AH  sont  de  signe 
contraire,  H'  tombe  entre  0  et  A',  et  l'on  a 
OH'  =  OA'  —  A'H,  c'est-à-dire  la  projection  de 
la  résultante  est  nnmériqnement  la  différence  de  celles  des  com- 
posantes ;  elle  a  le  sens  et  par  suite  le  signe  de  la  pins  grande  OA'. 

Le  théorème  est  donc  démontré  s'il  n'y  a  que  deux  composantes. 
S'il  y  en  a  d'autres,  OC,  OD,  etc.,  soient  OH'  la  résultante  de 
OH  et  OC,  OH'  celle  de  OH'  et  OD,  et  ainsi  de  suite.  On  aura 
d'après  ce  qui  précède 


ou 


proj.  OH'  =  prqj.  OH  -h  proj.  OC  =  proj.  OA  +  proj.  OB  +  proj.  OC, 

proj.  OH"  =  proj.  OH'  +  proj.  OD,  etc. 

proj.  OH"  =  proj.  OA  +  proj.  OB  +  proj.  OC  +  proj.  OD, 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  projection  de  la  résultante  finale,  qui 
sera  la  somme  de  celles  des  composantes  OA^  OB,  etc. 

Conséquence.  —  Le  cas  où  les  composantes  OA,  OB,  OC,  etc., 
sont  toutes  placées  sur  une  même  droite  OX,  peut  se  ramener  au 
cas  général  en  admettant  que  leurs  angles  avec  OX  diffèrent  très 
peu  de  0  ou  de  TT  ;  alors  on  en  peut  dire  autant  des  angles  des 
parallélogrammes  employés  dans  leur  composition  et  de  celui  que 
fait  la  résultante  avec  OX.  Les  projections  de  la  résultante  et  des 
composantes  sur  OX  ne  diffèrent  donc  de  ces  droites  que  par  le 
signe  dont  elles  sont  affectées.  En  attribuant  alors  ce  signe  aux 
droites  elles-mêmes,  c'est-à-dire  en  les  supposant  positives  ou 
négatives,  suivant  qu'elles  ont  ou  non  le  sens  OX,  on  pourra  dire, 
d'après  le  théorème  H,  que  la  résultante  est  la  somme  algébrique 
des  composantes. 

Théorème  HI.  —  Si  dans  le  triangle  g 

OAB,  OA  et  OB  ont  des  valewrs  finies  et      o 
que  AB  soit  infiniment  petit,  sa  projection 
sur  AO,  en  lui  donnant  le  sens  de  A  vers  0,  est  la  différence 
OA  —  OB,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 


'H 


•(*i 


•r 


-i    .  ■ 


JiS 


Soit,  en  effet,  i  l'angle  infiniment  petit  AOB;  en  projetant  les 
droites  sur  AO,  résultante  de  AB  et  BO,  on  a 

proj.  AB  +  proj,  BO  =  proj.  AO, 
on 

■ 

proj,  AB  =  AO  —  BO  cos  i  =  AO  —  BO  +  2B0  sin«  ^ 

et  le  dernier  terme  de  cette  valeur  est  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

On  voit  aussi  que  la  différence  de  la  droite  BO  et  de  sa  projec- 
tion est  du  second  ordre  si  leur  angle  est  du  premier. 

3.  Propriétés  des  projeetionii  snr  trois  axes  rec- 
tangulaires. —  Le  mot  â*aoi^,  en  géométrie,  signifie  une  droite 
indéfinie  ayant  un  sens  déterminé.  Un  système  d'axes  dans  l'espace 
se  compose  de  trois  axes  dont  le  sens  est  en  général  indiqué  par 
OX,  OY,  OZ  ;  ils  sont  menés  par  une  même  origine  0,  et  nous 
admettrons  constamment  qu'ils  sont  perpendiculaires  entre  eux 
deux  à  deux.  Les  plans  XOY,  XOZ,  YOZ  se  nomment  lesplcms 
coordonnés j  nous  verrons  bientôt  pourquoi  ;  on  les  appelle  aussi 
les  plans  des  an/y  des  xjs  et  des  yjsf. 

Théorème  IV.  —  Si  Von  décompose  une  droite  suivant  trois 
directions  pa/rallUes  aux  axes,  les  projections  de  la  droite  sur 
les  axes  sont  égales  aux  trois  composantes^  prises  chacune  avec  le 
signe  -j-  ou  —  suivant  qu'elle  est  ou  non  dirigée  dans  le  sens  de 
Vaxe  correspondant. 

Pour  le  vérifier  on  peut  supposer  les  axes  transportés  parallè- 
lement de  façon  que  leur  origine  0  soit  aussi  celle  de  la  droite. 
^  Désignons  par  OM  celle-ci,  et  par  OA,  OB, 

yT^^^^^^^ZT/^  OC  ses  composantes  suivant  les  axes.  Le 
!  ,^'"1  parallélipipède  qu'elles  forment  étant  rec- 

|/  ^"^-^^[/  tangle,  l'angle  MCO  est  droit,  et  OC  est, 

^  ^  sauf  le  signe,  la  projection  de  OM  sur  OZ; 

en  outre,  cette  projection  est  positive  ou  négative  suivant  que  OC 
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ou  la  composante  a  on  non  le  sens  de  OZ.  La  même  remarque 
s'appliqne  anx  antres  projections. 

Théorème  V.  —  Le  carré  d'une  droite  est  la  somme  des  carrés 
de  ses  projections  sur  les  trois  axes. 

En  effet,  dans  le  parallélipipède  précédent  on  a 


OD  -=  OA  +  OB  , 

OM   -  OD  +  OC  . 

— i      — t 

— a       — t 

on 

OM  =  OA  +  OB  +  OC  , 

et  OA,  OB,  OC  sont,  au  signe  près,  les  trois  projections  de  OM. 

Conséquence.  A  l'aide  des  propriétés  précédentes,  la  composition 
d'un  nombre  quelconque  de  droites  peut  s'opérer  par  un  calcul  au 
lieu  d'un  tracé  dans  l'espace.  Les  droites  étant  données  de  même 
que  leurs  angles  avec  les  axes,  on  connaîtra  leurs  projections 
sur  OX  ;  la  somme  X  de  celles-ci  sera,  d'après  le  théorème  II, 
la  projection  de  la  résultante  ;  on  trouvera  de  même  ses  projec- 
tions Y,  Z  sur  OY,  OZ  ;  en  désignant  par  R  la  résultante,  par  a, 
J3,  y  ses  angles* avec  les  axes,  on  aura,  d'après  le  théorème  Y, 

R  =  /x»  +  Y»  +  Z«~ 

et  en  outre,  par  la  définition  des  projections,  X  =  Rcosa,  etc., 
d'où 

X  ^        Y  Z 

cos  a  =  -^,        cos  p  =  -^,        cos  Y  =  -^  . 

On  peut  conclure  de  cette  règle  que  la  résultante  de  plusieurs 
droites  est  indépendante  de  V ordre  de  leur  composition.  En  effet,  si 
on  change  cet  ordre,  les  sommes  X,  Y,  Z,  et  par  suite  les  valeurs 
de  R,  a,  (3,  y  restent  les  mêmes. 

La  résultante  ne  change  donc  pas  non  plus  si  l'on  remplace 
quelques-unes  des  composantes  par  leur  résultante  prise  à  part, 
car  en  employant  le  tracé  dans  Tespace,  cela  revient  à  commencer 
la  composition  par  celles-là. 

Il  est  donc  aussi  indifférent  de  remplacer  une  des  composantes 
par  plusieurs  droites  dont  elle  est  résultante. 
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Théorème  VI.  —  Soient  x,  y,  z  les  projections  d'une  droite 
limitée  sur  OX,  0  F,  OZ,  et  p  sa  projection  sur  une  droite  indé- 
finie U  Ly  faisant  Us  angles  ol^  ^^  y  avec  les  axes. 

On  a 

p  =  ;r  cos  a  4-  y  cos  p  +  î  cos  Y  . 

On  pent^  comme  ci-dessus,  supposer  pour  la  démonstration  que 
l'origine  0  tombe  sur  celle  de  la  droite  limitée,  qui  sera  OM; 
désignons  par  a,  b,  c  ses  composantes  parallèles  aux  axes  ;  d'après 
le  théorème  II  leurs  projections  sur  L' L  ont  pour  somme  celle  de 
leur  résultante  OM  ;  ainsi 

p  ==  proj.  a  +  proj.  b  +  proj.  c  , 

ces  trois  projections  étant  faites  sur  L'L,  Or,  d'après  le  théo- 
rème IV,  si  c  tombe  dans  le  sens  OZ,  cette  droite  c  fait,  comme  OZ, 
l'angle  y  avec  L'L,  et  en  même  temps  ^  =  c  ;  il  en  résulte 

proj.  c  =  c  cos  Y  =  2  cos  Y  ; 

si  c  tombe  dans  le  sens  opposé  à  OZ,  cette  droite  fait  avec  L'L 
l'angle  tt — 7,  et  en  même  temps  on  a  ^  =  —  c,  d'où  résulte 

proj.  c  =  c  cos  (ir  —  t)  ==  —  c  cos  y  =  +  2  cos  y  , 

comme  dans  le  premier  cas.  On  vérifierait  de  même  qu'on  a  dans 
tous  les  cas 

proj.  a  =  a:  cos  a,  proj.  6  =  y  cos  p , 

et  la  valeur  de  p^  ou 

P  =  proj.  0  +  proj.  b  -{-  proj.  c 

prend  ainsi  la  forme  indiquée. 

4.  Coordoniiées  dans  l'espace.  —  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  signifient  les  projections  de  OM  sur 
OX,  OY,  OZ,  le  sens  de  OM  étant  de  0  vers  M.  (Pour  éviter 
des  répétitions,  nous  conviendrons  dans  ce  qui  suivra  que  l'ordre 
dans  lequel  sont  écrites  les  deux  extrémités  d'une  droite  indique 
son  sens,  qui  va  de  la  première  à  la  seconde). 


Lqs  propriétés  les  plus  asaeiles  des  coordonnées,  détaillées  plus 
loin,  sont  la  traduction  en  formules  des  principes  que  nous  avons 
démontrés. 

Supposons  que  OM  soit  la  résultante  de  OM',  OM",  et  désignons 
par  oi^  y',  ^',  rc",  y",  /'les  coordonnées  de  M',  M''  ; 
on  aura  entre  les  projections  de  ces  trois  droi- 
tes sur  OX,  d'après  le  théorème  H,  la  relation 
a;  =  0/  -f-  oi'\  or  oi'  ^mx  —  od,  projection  de  OM", 
est  aussi  celle  de  la  droite  M'M  qui  lui  est  égale 
et  parallèle  et  a  le  même  sens  ;  ses  projections  sur  OY,  OZ  sont 
de  même  y^y\  z — /.  On  pourra  donc  énoncer  les  propriétés 
suivantes  : 

FremUéTe  propriété.  —  Soient  Xy  y,  ^,  x^,  y,  /,  les  coordonnées 
de  deux  points  quelconques  M,  M'  ;  «,  jS,  7,  les  angles  de  M'Mavec 
les  axes,  et  r  sa  longueur  ;  on  aura 

X  —  x  =  r  cos  a,  y  —  t/'  =^  r  cos  p ,  z  —  2'  =  r  cos  y  , 

puisque  le  rapport  de  la  projection  d'une  droite  à  cette  droite  est 
le  cosinus  de  leur  angle  ;  et  en  outre,  à  cause  du  théorème  V, 

Seconde  propriété.  —  Les  données  étant  les  mêmes,  x—x\y — y\ 
z — /  sorA  les  coordonnées  de  M  pour  r  origine  M\  ou  par  rapport 
à  des  axes  menés  par  M' parallèles  aux  anciens  et  de  même  sens. 

En  effet,  ^— /,  par  exemple,  est  la  projection  de  M'M  sur  OZ 
et  aussi  sur  le  nouvel  axe  des  z  ;  c'est  donc  la  nouvelle  ordonnée 
de  M. 

Troisième  propriété.  —  En  supposant  dans  la  première  que  M' 
coïncide  avec  0,  on  aura  a;'=y=/=o,  d'où 


cosa  = 


X  r.       y  ^ 


cos  p  =  —,         cos  Y  =  — ,        r  =  ^x*  -\-  y^  +  **, 


X,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  quelconque  M,  a,  |3,  y  les 
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angles  de  OM  avec  les  axes,  et  r  la  distance  OM.  On  en  déduit 
aussi 

X'  +  V*  +  2*  ^* 

cos*  a  +  cos'  p  4-  cos*  y  =  —     \     —  =  -r  =  ^  ; 

cette  relation  est  toujours  satisfaite  par  les  cosînws  d*une  droite, 
en  désignant  de  la  sorte  ceux  de  ses  angles  avec  les  axes. 

Quatrième  propriété.  —  Soient  x^y^js  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M,  et  p  la  pro- 
jection de  OM  sur  une  droite  indéfinie  OL,  fai- 
sant avec  les  axes  des  angles  a,  |3,  y  ;  on  aura, 
d'après  le  théorème  VI, 

p  =  a:  cos  a  +  y  cos  p  -j-  2  cos  Y  » 

puisque  x^y^  z  sont  les  projections  de  OM  sur  les  axes. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  cette  relation  :  soient  a,  ^', y 
les  angles  de  OM  avec  les  axes,  et  v  son  angle  avec  OL  ;  supposons 
la  distance  OM  =  1  ;  on  aura  d'une  part 

p  =  OM  cos  v  =  cos  v , 
et  d'autre  part 

j;  =  OM  cos  a'  =  cos  a,  y  =  cos  p',  2  =  cos  y'  ; 

en  faisant  ces  substitutions,  la  formule  ci- dessus  deviendra 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  +  cos  p  cos  p'  +  cos  y  cos  y'. 

Elle  donne  l'angle  v  de  deux  droites  lors  même  que  celles-ci  ne 
passeraient  pas  par  l'origine,  puisqu'en  les  déplaçant  parallèle- 
ment, tous  les  angles  restent  les  mêmes. 

Si  les  deux  droites  sont  perpendiculaires,  on  a  cos  1;  =  0  ;  par 
suite,  si  les  cosinus  de  la  première  droite  sont  proportionnels 
h.  a^h^c  et  ceux  de  la  seconde  à  a\  b\  cfy  la  condition  de  perpen- 
dicularité  est  exprimée  par 

aa!  +  66'  -f-  ce'  =  0  . 
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Angles  polaires.  —  Cette  expression  suppose  qu'on  donne  dans 
un  plan  une  origine  0,  un  axe  polaire  OL,  et  un 
sens  direct  de  rotation  indiqué  par  la  flèche. 
On  nomme  alors  angle  polaire  d'une  droite  OM 
tout  angle  tel  qu'étant  compté  à  partir  de  OL,  dans  le  sens  direct 
s'il  est  positif,  en  sens  contraire  s'il  est  négatif,  il  aboutisse 
à  OM.  Ce  n'est  donc  pas  l'angle  ordinaire  LOM  compris  entre 
0  et  tr,  mais  une  quantité  algébrique  de  grandeur  et  de  signe  quel- 
conques. L'angle  polaire  de  la  droite  OM  a  ainsi  une  infinité  de 
valeurs,  qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  en  lui  ajoutant  des  mul- 
tiples positifs  ou  négatifs  de  2n  ou  de  quatre  droits.  Voici  un  cas 
particulier  où  l'emploi  de  ces  angles  est  nécessaire. 

La  direction  d'une  droite  OM  dans  l'espace  est  définie  par  ses 
angles  a,  (3,  y  avec  les  axes,  compris  entre  o  et  -nr.  Quand  elle  se 
trouve  dans  le  plan  des  o?^,  on  a 

cos  7  =  0,         cos*  a  -H  cos*  p  =  i . 

A  cause  de  cette  relation  entre  a  et  ^,  il  est  préférable  de 
n'employer  alors  qu'un  angle  polaire  cp.  Communément,  on  prend 
pour  axe  polaire  OX  et  pour  sens  direct  celui  qui  va  de  OX 
vers  OY.  On  définit  les  signes  cos  cp,  sin  <p  de  façon  que  dans  ce 
cas,  pour  tout  point  M  de  la  droite,  rr  et  ^  étant  ses  coordonnées 
et  r  la  distance  OM,  on  ait 

j;  =  r  cos  ^,  y=rs\n(p. 

Comme  en  général  x  =  rcos  a^  y  =  r  cos  /3,  on  voit  que  pour 
passer  des  angles  dans  l'espace  à  l'angle  polaire,  on  a  simplement 
à  remplacer  cos  y  par  o,  cos  a  par  cos  cp  et  cos  (3  par  sin  cp. 

Il  suffirait,  pour  déterminer  une  droite,  de  compter  son  angle 
polaire  de  o  à  2-77,  mais  pour  de  nombreuses  applications  de  ces 
angles,  il  est  nécessaire  de  leur  laisser  leur  généralité. 

A  toute  droite  AB  du  plan  correspond  un  angle  polaire  ;  c'est 
celui  d'une  parallèle  OM  qui  lui  serait  menée  par  l'origine  dans 
le  même  sens. 
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Soient  OA,  OA'  deux  droites  déterminées  par 
des  angles  polaires  quelconques  ^y  cp'  ;  soit  aussi  (p*" 
nn  angle  polaire  de  OA'  compté  à  partir  de  OA 
dans  le  sens  direct.  Il  est  clair  qne  si  cp  et  cp"  sont 
positifs,  cp  -f-  <p*  est  un  angle  polaire  de  OA  compté  de  OX,  d'où 

,p'  =  y  4-  f  4-  mult.  (27c) . 

C'est  encore  exact  si  cp  ou  cp"  est  négatif,  l'équation  conservant 
la  même  forme  quand  on  augmente  ces  angles  d'un  multiple  de  2i:. 
On  a  donc,  dans  tous  les  cas 

(p"  =  ^'  —  (p  4-  mult.  (27c). 

relation  qui  sera  employée  plus  loin  et  dans  laquelle  on  peut  sup- 
poser tp"  compris  entre  o  et  2-17  ;  si  i;  est  l'angle  ordinaire  AOA,  il 
est  clair  que  cp"  =  t;  ou  27r  —  v,  cos  v  =  cos  cp"  =  cos  (cp'  —  cp).  On 
a  d'ailleurs 

cos  v  =  cos  a  cos  a  +  cos  p  cos  p'  +  ^^  T  ^^^  T- 

En  y  remplaçant  cos  y  par  o  et  cos  œ,  cos  |3 ,  cos  a',  cos  /3'  par 
coscp,  sin  cp,  cos  cp',  sin  (p',  on  trouve  la  formule  connue 

cos  (y'  —  ç)  =  cos  y  cos  y'  4"  sin  ^  sin  y'  ; 

elle  coïncide  ainsi  avec  celle  qui  donne  cos  v. 

Coordonnées  polaires.  —  S'il  s'agit  d'un  point  M  dans  le  plan 
des  xy,  on  nomme  coordonnées  polaires  de  ce  point  le  rayon  vec- 
teur OM  =  r  et  l'angle  polaire  cp  de  la  droite  OM. 
La  position  d'un  point  M  dans  l'espace  peut  être  déterminée  au 

moyen  d'une  origine  0,  d'un  aa^  principal 
quelconque  OL,  d'un  axe  polaire  OL'  placé 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  OL,  puis  d'un 
sens  de  rotation  direct  qui  sera  par  exemple 
de  OL'  vers  OL"  perpendiculaire  à  OL'. 
Les  coordonnées  polaires  du  point  M  sont  alors  le  rayon  vec- 
teur OM  =  p,  l'angle  LOM  =  9  variable  de  o  à  tt,  et  l'angle 
polaire  (p  de  la  projection  OM'  de  OM  sur  le  plan  L'OL". 
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Il  est  clair  que  p,  6  et  9  déterminent  entièrement  la  position  da 
point  M. 

Le  plus  souvent  on  prend  pour  OL,  OL'  des  axes  ordinaires  : 
plaçons  par  exemple  OZ  sur  OL,  OX  sur  OL',  OY  sur  OL"  et 
soient  x^  y,  z  les  coordonnées  ordinaires  du  point  M,  dites  coor- 
données linéaires;  z  est  la  projection  de  OM  sur  OZ  ou  pcosô. 
Suivant  que  6  est  aigu  ou  obtus,  le  triangle  OMM'  donne 

OM'  =  pcos(-^ e)        ou        p  cos  (e |-j, 

c'est-à-dire  OM'  =  p  sin6.  Ensuite,  dans  le  plan  des  xy^  OM'  et  (p 
sont  les  coordonnées  polaires  du  point  M';  ses  coordonnées  rc,  y 
sont  d'ailleurs  celles  de  M,  d'où  résulte 

X  =  OM'  cos  y,     y  =  OM'  sin  ^p. 

En  substituant  la  valeur  de  OM'  on  trouve  les  formules  usuelles 

x  =  p  sin  6  cos'^,    y  =  p  sin  6  sin  ç,    2  =  p  cos  6. 

Les  cosinus  de  la  droite  OM  par  rapport  aux  axes  ont  pour 

valeur—,  —,    -,  c'est-à-dire 
P      f      P 

sin  6  cos  f ,     sin  6  sin  (p,     cos  6. 

Aussi  les  angles  6,  cp  qui  déterminent  la  direction  de  OM  se 
nomment  quelquefois  ses  coordonnées  angulaires. 

Transformation  des  coordonnées.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  M  par  rapport  à  un  premier  système  d'axes  et  ^',  y',  z 
ce  qu'elles  deviennent  par  rapport  à  un  autre  OX',  OY',  OZ'  de 
même  origine.  Désignons  par  a,  b^  c  les  cosinus  de  OX'  par  rapport 
aux  anciens  axes  ;  par  a'^  h\  d  ceux  de  OY'  et  par  a\  h",  c"  ceux 
de  OZ';  x'  est  la  projection  de  OM  sur  OX'  ou  la  valeur  de  j9 
tirée  de  la  quatrième  propriété  ci-dessus  en  remplaçant  cosa, 
cos  (3,  cos 7  par  a,  ft,  c;  on  trouverait  de  même  y'  et  /. 

En  outre,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  a,  a',  a"  sont  les 
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cosinus  de  OX;  ft,  6',  b'  ceux  de  OY  et  c,  c\  c"  ceux  de  OZ.  Il  en 
résulte  les  deux  groupes  de  formules  suivants  : 

.r'  =  flx  -|-  6y  -}-  «,  X  =^  ax  '-\-  a  y'  +  a"  z, 

y'  ==  a'x  +  b'y  +  c'a.  y  z=z  bx  +  h' y  +  b"z\ 

z'  =  o"x  -t-  6'V  +  c\  z  =  cx'  +  c'y'  +  c"2', 

Les  carrés  des  cosinus  d'une  droite  ayant  pour  somme  Tunité^ 
les  coefficients  satisfont  six  relations  telles  que  : 

0*  +  6«  +  <7»  =  i ,      a»  -f-  a'»  +  a"'  =  1,    etc. 

La  condition  de  perpendicularité  en  fournit  six  autres  telles  que  : 

aa'  +  bb'  +  ce  =  o,       ab  +  ab'  +  a"b"  =  o,     etc. 

Un  cas  particulier  que  nous  aurons  plus  souvent  à  employer 

est  celui  où  le  nouveau  système  se  déduit  de  l'ancien  en  le  faisant 

tourner  d'un  angle  w  autour  de  l'un  des  axes,  par  exemple  de  OZ. 

y'     y  De  la  sorte  z  ne  change  pas  ;  w  est  l'angle 

polaire  de  OX'  compté  à  partir  de  OX  ;  x,  y, 
x\  y'  sont  les  mêmes  pour  le  point  M  et  pour 
sa  projection  M'  sur  le  plan  des  xy.  Soient  r  la 
distance  OM'  ;  (p  et  <p'  ses  angles  polaires  par  rapport  à  OX  et  OX'. 
Il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

çp  =  cp'  =  0)  +  rault(!27r), 

d'où 

a;  =  r  cos  ^  =  r  cos  (y'  +  <«)),     J/  =  r  sin  (ç?'  ■\-  co)  ; 

en  développant  ces  valeurs  et  remplaçant  r  cos  9',  r  sin  <p'  par  a/,  y', 
on  trouve  les  formules  de  transformation 

a;  =  x'  cos  (u  —  y  sin  co,     y  =  x'  sin  o)  +  y'  cos  (d,     z  =  z 

L'ancien  système  se  déduirait  du  nouveau  en  le  faisant  tourner 
de  l'angle  — w;  en  remplaçant  w  par  — o)  on  aura  donc 

x'  =:  j;  cos  0)  +  y  sin  (d,     y'  =  —  ^  sin  (d  +  ^  cos  o),     ;&'  =  î, 

formules  qu'on  déduirait  également  des  précédentes. 
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5.  Dtsttiicttoii  des  sens  de  rotattoii.  Projeettoiis 
des  aires.  —  Le  moavement  d'une  droite  autour  d'une  origine  0 
est  bien  déterminé  si  l'on  dit  qu'elle  tourne  de  OM  vers  OM', 
M  et  M'  étant  deux  points  donnés;  la  droite 
mobile  est  alors  OR,  R  cheminant  sur  la 
droite  MM'  de  M  vers  M'.  C'est  ainsi  que  pour 
une  figure  contenue  dans  le  plan  des  ocy  nous 
avons  défini,  comme  le  sens  direct  de  rotation  dans  lequel  on 
compte  les  angles  polaires,  celui  qui  va  de  OX  vers  OY. 

Mais  dans  l'espace,  cette  notion  est  insuffisante  pour  distinguer 
le  sens  direct  et  rétrograde,  car  la  droite  allant  de  OM  vers  OM', 
le  sens  absolu  de  sa  rotation  change  suivant  que  l'observateur  est 
placé  d'un  côté  ou  de  l'antre  du  plan  OMM';  tantôt  la  droite  lui 
paraîtra  tourner  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre^  tantôt 
ce  sera  en  sens  contraire.  On  dit  aussi  quelquefois  qu'elle  tourne 
soit  de  droite  à  gauche  soit  de  gauche  à  droite,  en  supposant 
l'observateur  ayant  les  pieds  sur  le  point  0. 

En  général,  il  est  donc  nécessaire,  quand  une  figure  tourne 
autour  d'un  axe,  de  mentionner  par  rapport  à  laquelle  des  deux 
directions  opposées  de  l'axe  le  sens  de  rotation  est  défini. 

Dans  toute  question  où  il  est  fait  usage  de  coordonnées  dans 
r  espace,  le  sens  de  rotation  considéré  comme  direct  est,  par 
rapport  à  Taxe  des  z  positifs,  celui  qui  va  de  OX  vers  OY;  on 
le  nomme  simplement  le  sens  xy\  alors,  en 
conservant  ce  même  sens,  il  devient,  par  rap- 
port à  l'axe  des  x  positifs  le  sens  yz  allant 
de  OY  vers  OZ;  par  rapport  à  OY,  c'est  de 
même  le  sens  zx  allant  de  OZ  vers  OX  ;  dans 
ces  trois  cas,  les  lettres  ^,  y,  z  se  succèdent  dans  l'ordre  alpha- 
bétique, z  étant  suivi  de  x. 

Nous  emploierons  constamment  pour  les  axes  la  disposition 
ci-dessus,  qui  a  quelques  avantages,  entre  autres  en  astronomie. 
Fréquemment  on  la  remplace  par  sa  symétrique,  qui  s'en  déduit 
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en  échangeant  OX  et  OY;  le  sens  des  rotations  directes  se  trouve 
alors  inversé. 

Projections  d'une  aire,  —  Dans  ce  qui  suit,  MM'  sont  deux  points 
quelconques  de  coordonnées  x^  y,  z^  x\  y\  z  ;  l'aire  \i.  est  celle  du 
parallélogramme  construit  sur  OM,  OM';  en  outre,  en  prenant 
l'une  de  ces  droites  OM  pour  la  première,  l'autre  OM'  étant  la 
seconde^  nous  attribuerons  à  l'aire  le  sens  de  rotation  allant  de  la 
première  à  la  seconde. 

L'axe  de  l'aire  signifiera  une  perpendiculaire  ON  à  son  plan, 
ayant  pour  longueur  ON  =  |ul  et  menée  d'un  côté  tel  (jue  le  sens  de 
rotation  de  Taire,  par  rapport  à  elle,  soit  direct. 

On  sait  que  la  projection  de  l'aire  sur  un  plan  quelconque, 
abstraction  faite  du  signe,  est  ^cosi,  i  étant  l'angle  aigu  des  deux 
plans;  mais  nous  attribuerons  à  ses  projections  sur  chaque  plan 
coordonné  le  signe  -f-  ou  —  suivant  que  le  sens  de  rotation  allant 
de  la  projection  de  OM  à  celle  de  OM'  est  ou  non  le  sens  direct 
qui  correspond  à  ce  plan. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

Première  propriété,  —  Les  projections  de  l'aire  sur  les  plans 
coordonnés,  avec  leurs  signes,  sont  égales  aux  projections  de  ON, 
axe  de  l'aire,  sur  OX,  OY,  OZ. 

Seconde  propriété.  —  Les  mêmes  projections  ont  pour  valeurs 

yz'  —  zy  sur  le  pian  des  yz , 
zx  —  xz  sur  le  plan  des  zx, 
xy  —  yx  sur  le  plan  des  xy. 

Défnonstration  de  la  première  propriété.  —  Nous  désignerons 

rM'  par  R  un  point  mobile  sur  la  droite  MM', 
et  par  A,  A',  S  les  projections  de  M,  M',  R 
sur  le  plan  des  x//. 

Supposons  d'abord  que  l'angle  NOZ 
soit  aigu,   comme   dans   la  figure.  La 
rotation  de  OR  allant  de  OM  à  OM'  est 
directe  pour  l'observateur  placé  en  N  ;  il  en  est  par  suite  de  même 
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s'il  est  en  Z  ou  du  même  côté  du  plan  de  Taire.  Or,  ce  sens  se 
confond  pour  lui  avec  le  sens  dans  lequel  il  voit  tourner  OS,  pro- 
jection de  OR  ;  celui-là  est  donc  aussi  direct  ou  de  OX  vers  OY  ; 
d'ailleurs,  S  va  de  A  en  A'  et  OS  de  la  première  droite  OA  vers 
la  seconde  OA.  Par  suite,  le  signe  de  la  projection  de  l'aire, 
défini  comme  ci-dessus,  est  positif.  Si  Fangle  NOZ=-/,  c'est  aussi 
l'angle  aigu  des  plans  de  l'aire  et  de  sa  projection,  de  sorte  que 
celle-ci  est  ^  cos  y. 

Si  l'angle  NOZ  ou  y  est  obtus,  le  sens  de  rotation  de  OM 
vers  OM'  est  rétrograde  par  rapport  au  prolongement  de  ON,  qui 
fait  avec  OZ  l'angle  aigu  71  —  7.  La  projection  de  OR  sur  le  plan 
des  xy  tourne  donc  dans  le  sens  rétrograde  et  celle  de  l'aire  est 
négative.  Sa  valeur  absolue  est  d'ailleurs  fxCos(7r— y);  par  suite, 
avec  son  signe,  elle  devient  f^cosy  comme  dans  le  premier  cas, 
c'est-à-dire  la  projection  de  ON  sur  OZ.  Tout  ce  qui  précède 
s'applique  de  même  aux  projections  de  ON  sur  OX  et  OY. 

Démonstration  de  la  seconde  propriété,  —  Soient  r,  cp  les  coor- 
données polaires  du  point  A  dans  le  plan  des  xf/,  /,  <f'  celles  de  A' 
et  V  l'angle  ordinaire  AOA  compris  entre  0  etr..  La  projection  de 
l'aire  sur  le  plan  des  xy  est  r/sint?,  abstraction  faite  du  signe. 
Elle  est  positive  ou  négative  suivant  que  la  rotation  de  OA 
vers  OA  est  ou  non  directe,  ou  suivant  qu'en  tournant  dans  le 
sens  direct  de  OA  jusqu'à  OA',  l'angle  cp"  parcouru  est  inférieur  ou 
supérieur  à  tt.  Or,  on  a  évidemment  v  =  9"  dans  le  premier  cas, 
i?  =  27r— cp"  dans  le  second.  La  projection  de  l'aire  est  donc,  avec 
son  signe,  dans  le  premier  cas  r/  sin  cp"  et  dans  le  second 

—  rr'  sin  (2;:  —  'f  ")  =  rr'  sin  (p° 

comme  dans  le  premier.  On  a  vu,  au  numéro  précédent,  que 

ff"  =  ff'  —  'f  +  miilt.  (27c). 

La  projection  est  ainsi  rr' sin  (9 — cp). 
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D'ailleurs  x^  y  coordonnées  da  point  M  sont  aussi  celles  de  A 
et  od^  y'  celles  de  A'.  Les  relations 

a;  =  r  cos  (p,     î/  =  y  sin  çp,    x  =  r'  cos  (p',    y  =  r'  sin  y' 

donnent 

xy'  —  yx'  =  rr'  (cos  ©  sin  ç>'  —  sin  y  cos  y')  =  rr'  sin  (y'  —  y). 

La  projection  de  Faire  sur  le  plan  des  xy  est  donc  xy'  — y  si  pour 
la  valeur  et  pour  le  signe. 

La  disposition  des  accents  provient  de  ce  que  le  sens  de  la 
rotation  directe  est  xy;  par  suite,  sur  les  autres  plans  coordonnés? 
où  ce  sens  est  yz  ou  zx^  les  projections  auront  bien  la  valeur  indi- 
quée dans  l'énoncé. 

Comme  application,  considérons  un  nouveau  système  d'axes,  en 
supposant  sa  disposition  pareille  à  celle  de  l'ancien  et  désignons 
comme  précédemment  par  a,  h,  c  les  cosinus  de  OX',  par  a',  b',  c, 
ceux  de  OY'  et  par  a%  b%  c"  ceux  de  OZ'.  Prenons  M  sur  OX" 
M'  sur  OY',  de  sorte  qu'on  ait  OM  =  OM'=  1.  L'aire  ^i  du  rec- 
tangle construit  sur  ces  lignes  est  l'unité,  de  sorte  que  l'axe  de 
Taire  ON  =  1 .  Le  sens  de  rotation  de  OX'  vers  0 Y'  devant  être 
direct  par  rapport  à  ON,  cette  droite  est  sur  OZ'.  Ses  projections 
sur  les  anciens  axes  sont  ainsi  a^xON,  etc.  ou  a\  h\  d\  Elles  sont 
égales  aux  expressions  y/ — z^^  etc.,  dans  lesquelles  on  doit  rem- 
placer x^  y,  z,  coordonnées  de  M,  par  a,  &,  c  et  x',  y\  /  par  a',  &',  d. 
Il  en  résulte 

a"  ^bc'"-  ch\     h"  =  ca  —  ac\     c  =  ah'  —  ba'. 

En  plaçant  M,  M'  sur  OY'  et  OZ'  ou  sur  OZ'  et  OX',  on  trou- 
verait six  relations  analogues,  qui  se  déduiraient  des  précédentes 
en  augmentant  d'une  unité  chacun  des  accents  et  remplaçant 
l'accent  triple  par  l'accent  nul. 
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CHAPITRE  PREMIER 

STATIQUE     THÉORIQUE 

6.  ]!f  otions  préltmlnalres.  —  On  nomme  force  toute  cause 
tendant  à  produire  ou  à  modifier  le  mouvement  d'un  corps.  On  dit 
que  des  forces  sont  en  équilibre  lorsqu'elles  se  détruisent  mutuel- 
lement ou  que  leur  ensemble  a  un  effet  nul.  On  dit  aussi  quel- 
quefois qu'un  corps  est  en  équilibre  si  les  forces  qui  agissent  sur 
lui  se  détruisent. 

La  mécanique  est  la  science  qui  traite  des  propriétés  du  mou- 
vement et  des  effets  des  forces. 

Ses  applications  ont  formé,  en  se  développant,  des  branches 
spéciales  qu'il  ne  faut  point  confondre  avec  elle.  Celles  qui  con- 
cernent l'astronomie  et  la  physique  rentrent  dans  la  mécanique 
céleste  et  la  physique  mathématique. 

De  même,  s'il  s'agit  d'une  machine,  la  mécanique  fournit  les 
propriétés  essentielles  de  son  mouvement;  la  machine  contient 
toujours  un  appareil  approprié  à  un  travail  industriel  ;  la  des- 
cription des  formes  infiniment  variées  de  ces  appareils  se  nomme 
la  technologie;  l'étude  des  dispositions  les  plus  avantageuses  pour 
l'emploi  du  moteur  forme  la  mécanique  appliquée.  On  y  fait  ren- 
trer également  la  recherche  des  forces  mises  en  jeu  dans  les 
constructions,  tandis  que  les  autres  détails  les  concernant  forment 
Vart  des  constrîtdions. 

Quant  à  la  mécanique  théorique,  nommée  aussi  mécanique 
rationnelle,  ou  mécanique  analytique,  elle  contient  trois  divisions 
principales  : 

La  cinématique,  théorie  du  mouvement,  abstraction  faite  des 
forces  qui  le  produisent  ; 
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La  statique,  théorie  de  l'équilibre  des  forces  ; 

La  dynamique,  théorie  du  mouvement  produit  par  des  forces. 

La  mécanique  des  fluides  fait  en  général  un  objet  d'étude 
distinct. 

A  un  autre  point  de  vue,  la  mécanique  se  compose  de  principes 
généraux  et  de  nombreuses  applications  qu'on  ne  doit  pas  consi- 
dérer comme  de  simples  exercices,  mais  comme  un  complément 
indispensable  de  la  théorie.  Celle-ci,  en  eifet,  a  pour  résultat  de 
réduire  toutes  les  questions  de  mécanique  à  des  questions  de 
calcul,  qui  doivent  ensuite  être  classées  et  la  méthode  propre  à 
les  résoudre,  quand  elle  existe,  doit  être  indiquée  pour  tous  les 
cas  par  des  exemples  qui  ont  souvent,  d'ailleurs,  de  l'importance 
en  eux-mêmes. 

Forces.  —  On  doit  distinguer  cette  notion  de  quelques  autres  où 
le  mot  de  force  est  aussi  employé.  Par  exemple,  on  nomme  force  tnve 
une  quantité  mathématique  d'une  autre  nature  qu'une  force  pro- 
prement dite.  De  même  on  emploie  quelquefois  le  mot  de  force 
pour  désigner  la  cause  inconnue  d'une  classe  de  phénomènes. 

Une  force  n'agit  jamais  d'une  façon  tout  à  fait  instantanée, 
mais  d'une  manière  continue,  et  l'on  peut  toujours  se  figurer  son 
action  en  l'assimilant  à  un  fil  qui  tire  un  point  d'un  corps,  nommé 
le  point  d'application  de  la  force.  La  direction  et  le  sens  de  la 
force  sont  ceux  du  mouvement  qu'elle  tend  à  comprimer  au  point 
et  qui  sont  figurés  par  ceux  du  fil  ;  enfin,  son  intensité  est  l'énergie 
avec  laquelle  elle  agit.  Xous  allons  voir  que  celle-ci  est  expri- 
mable en  nombres  : 

Si  un  point  matériel  isolé  0,  c'est-à-dire  un  corps  de  dimen- 

sions  insensibles,  est  soumis  à  des  forces 
o  agissant  suivant  OX,  OX'  sur  une  même 

droite  et  qu'on  le  suppose  en  repos,  il  ne  pourra  se  mouvoir  que 
sur  cette  droite,  car  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  s'en  écarte 
d'un  côté  plutôt  que  de  l'autre.  Il  sera  en  équilibre  s'il  n'y  a  que 
deux  forces,  9  suivant  OX,  9  suivant  OX'  et  que  9  soit  identique 
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à  (p  ou  la  même,  due  aux  mêmes  causes  dans  une  autre  position; 
en  effet,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  le  point  se  déplace 
dans  un  sens  plutôt  que  dans  l'autre. 

n  y  aura  aussi  équilibre  si  l'on  fait  agir  plusieurs  forces  cp,  par 
exemple,  cinq  suivant  OX,  et  cinq  forces  ç'  identiques  aux  pre- 
mières suivant  OX'.  Supprimons  les  forces  cp  et  remplaçons-les 
par  une  force  unique  f\  on  pourra  évidemment  lui  attribuer  une 
intensité  telle  que  le  point  ne  bouge  pas. 

Supposons  maintenant  que  le  point  0  fasse  partie  d'un  corps 
qui,  sans  l'existence  de  ces  forces,  resterait  immobile;  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  que,  dans  les  deux  positions  d'équilibre  pré- 
cédentes, où  le  point  0  était  en  repos,  sa  liaison  avec  le  reste  du 
corps  mette  celui-ci  en  mouvement.  Les  forces  seront  donc  encore 
en  équilibre  et,  soit  que  l'on  fasse  agir  suivant  OX  la  seule  force  f 
ou  le  groupe  G  des  forces  (p,  celui  des  forces  cp'  sera  également 
détruit.  Par  conséquent,  dans  ce  cas  particulier,  la  force  /"  a  la 
même  intensité  que  le  groupe  G.  Or,  nous  admettons  que  Veifet 
^une  force  dépend  uniquement  de  son  point  d' application,  de  sa 
direction  et  de  son  intensité.  Par  conséquent,  si  on  substitue  à  la 
force  f  le  groupe  G  appliqué  au  même  point  et  dans  la  même 
direction,  l'effet  en  sera  identiquement  le  même  soit  pour  le  repos 
soit  pour  le  mouvement. 

On  pourrait  trouver  de  même  des  forces  équivalentes  à  des 
multiples  quelconques  de  <p  ;  plusieurs  d'entre  elles,  agissant  dans 
le  même  sens,  peuvent  alors  être  remplacées  par  les  unités  qui  les 
composent,  de  sorte  que  leurs  mesures  numériques  s'ajoutent;  de 
même  elles  se  retranchent  si  les  forces  agissent  en  sens  contraire. 

Il  est  clair  qu'en  prenant  la  commune  mesure  cp  assez  petite, 
on  pourrait  représenter  ainsi  toutes  les  forces  avec  une  grande 
approximation  par  des  entiers,  mais  qu'il  revient  au  même  de  les 
exprimer  par  des  nombres  fractionnaires  en  employant  une  unité 
quelconque. 

Quand  on  veut  lui  attribuer  une  valeur  déterminée,  on  choisit 
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an  général  pour  celle-là  l'unité  de  poids.  Si  une  grande  précision 
est  nécessaire,  on  convient  que  c'est  le  kilogramme  mesuré  au 
niveau  de  la  mer  à  la  latitude  de  45"",  parce  que  sa  valeur  comme 
force  varie  légèrement  avec  l'altitude  et  la  latitude. 

Travail  des  forces.  —  Lorsqu'un  point  A,  soumis  à  l'action  d'une 
force  /^  suivant  AO,  parcours  un  petit  espace  AB,  faisant 
avec  la  force  l'angle  0 AB  =  i,  le  produit  AB  x  /*cos  i  se 
nomme  le  travail  de  la  force  correspondant  au  dépla- 
cement AB,  Nous  verrons  plus  tard  d'où  vient  le  nom 
de  travail  et  quel  sens  on  lui  donne  pour  un  déplace- 
ment quelconque  du  point  ;  actuellement  nous  supposons 
°       ce  déplacement  infiniment  petit.  En  outre,  on  ne  doit 
pas  le  considérer  comme  l'effet  de  la  force,  le  point  pouvant  être 
entraîné  par  le  mouvement  du  corps  auquel  il  appartient. 

Le  travail  est  positif,  négatif  ou  nul,  suivant  que  l'angle  i  est 
aigu,  obtus  ou  droit  ;  on  peut  remarquer,  en  outre,  que  si  le  même 
déplacement  AB  s'effectue  en  sens  opposé,  i  se  change  en  tt — i  et 
le  travail  prend  la  même  valeur  en  signe  contraire. 

Dans  tous  les  cas,  AB  cos  i  est  la  projection  de  AB  sur  la  direc- 
tion AO  de  la  force,  où  le  point  0  peut  être  pris  à  volonté.  D'après 

« 

le  théorème  III,  AB  étant  infiniment  petit,  sa  projection  est  égale 
à  OA — OB  et  par  suite,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
secoue  ordre,  le  travail  est  aussi  exprimé  par 

/•(OA  — OB). 

7.  IVatnre  de»  corps  dont  ou  considère  l'équili- 
bre. —  Dans  ce  chapitre  et  le  suivant,  nous  admettrons  constam- 
ment que  les  corps  sur  lesquels  agissent  les  forces  partent  de  l'état 
de  repos  et,  par  suite,  restent  en  repos  s'ils  sont  en  équilibre. 

Solides.  —  Nous  nommerons  ainsi  tout  corps  considéré  comme 
rigoureusement  indéformable  ;  on  l'appelle  également  un  système 
de  points  de  forme  invariable.  Bien  que  dans  la  nature  tout  corps 
soit  plus  ou  moins  déformable  par  élasticité  ou  par  rupture,  on 
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peut  concevoir  la  possibilité  de  déformation  comme  assez  faible 
pour  pouvoir  être  négligée,  et  c'est  pour  les  corps  réalisant  cet 
idéal  qu'on  doit  d'abord  chercher  l'effet  des  forces.  Ce  sont  les 
seuls  que  nous  considérerons  dans  ce  chapitre. 

On  peut  toujours  supposer  une  force  appliquée  à  un  solide  en 
un  point  qui  lui  est  extérieur  ;  cela  signifie  que  ce  point  lui  est  lié 
d'une  manière  invariable. 

Le  mouvement  d'un  solide  peut  être  gêné  par  des  obstacles;  s'il 
n'y  en  a  pas,  nous  dirons  que  le  solide  est  libre. 

Cas  particulier  d'équilibre.  —  Soil  qiCun  solide  sait  libre  ou  nmi, 
U  reste  en  équilibre  s'il  n'agit  sur  lui  que  deux  forces  égales  f,  f\ 
appliquées  en  deux  points  quelconques  A,  B  et  dirigées  suivant  les 
prolongements  AL.  BL  de  la  droite  AB.  . . 

LA  B        L* 

En  effet,  supposons  d'abord  le  solide  réduit 
à  une  tige  rigide  AB  en  repos.  Il  n'y  a  aucune  raison  pour  que 
les  points  A,  B  s'écartent  de  la  droite  LL'  d'un  côté  plutôt  que 
de  l'autre. 

Si  les  forces  f  f  étaient  inégales,  il  est  clair  qu'elles  ne  se 
détruiraient  pas;  mais  si  elles  sont  égales,  il  n'y  a  point  de  raison 
pour  que  les  points  A  et  B  se  déplacent  sur  LL'  dans  un  sens 
plutôt  que  dans  l'autre. 

Quel  que  soit  le  solide  auquel  sont  appliquées  les  forces  f\  f\  on 
peut  imaginer  une  tige  telle  que  la  précédente  qui  en  fasse  partie. 
Puisqu'en  étant  isolée  elle  reste  en  repos,  sa  liaison  avec  le  reste 
du  solide  ne  peut  avoir  pour  effet  de  mettre  celui-ci  en  mouve- 
ment. Les  forces  /*,  f  se  font  donc  encore  équilibre. 

Tension  d^un  fil.  —  Si  A  est  un  point  quelconque  d'un  fil  tendu, 

on  peut  regarder  chacune  des  portions 

AL,  AL'  comme  exerçant  sur  Tautre  une     ^         ^       s         ^ 
force  appliquée  à  ce  point. 

Or,  le  caractère  de  la  flexibilité  supposée  parfaite  est  tel,  que 
toute  force  appliquée  à  une  de  ces  portions,  sans  être  dirigée  sui- 
vant la  longueur  du  fil,  produirait  la  flexion  ;  puisqu'elle  n'a  pas 
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lieu,  nous  devons  supposer  chacune  des  deux  forces  placées  sur  la 
droite  LL'. 

Si  B  est  un  autre  point  du  fil,  tout  ce  que  nous  avons  dit  ci-des- 
sus d'une  tige  est  applicable  à  la  portion  AB  du  fil,  aux  deux 
extrémités  de  laquelle  les  portions  AL,  BL'  exercent  des  forces 
suivant  la  direction  LL';  elles  doivent,  comme  on  Ta  vu,  être 
égales  et  de  sens  contraire  pour  que  AB  reste  en  équilibre.  Si  B 
est  infiniment  près  de  A  ou  que  ces  points  coïncident,  l'égalité 
subsiste. 

Cela  nous  indique  la  loi  suivie  par  cette  force  nommée  la  tension 
du  fil.  En  un  point  A  elle  est  exercée  avec  une  même  intensité  en 
sens  contraire  par  la  portion  AL  sur  AL'  et  par  AL'  sur  AL  ;  de 
plus,  elle  est  la  même  en  B,  ou  constante  le  long  d'un  fil  tendu.  Il 
est  clair  que  si  le  fil  est  fixé  en  un  point  d'un  solide,  sa  tension 
devient  une  force  appliquée  à  ce  point. 

Système  théorique.  —  Bien  que  dans  ce  chapitre  nous  nous  occu- 
pions principalement  de  l'équilibre  d'urf  seul  solide,  nous  commen- 
cerons par  une  proposition  fondamentale  concernant  l'équilibre 
d'un  système,  c'est-à-dire  d'un  ensemble  de  solides,  en  admettant 
que  leurs  mouvements  puissent  être  gênés  par  leurs  contacts,  soit 
entre  eux,  soit  avec  des  appuis  extérieurs  fixes.  C'est  là  ce  que 
nous  nommerons  un  système  théorique. 

Tel  est  le  cas  de  la  plupart  des  machines  quand  les  corps  dont 
elles  se  composent  peuvent  être  regardés  comme  indéformables  ; 
ce  sont  des  solides  liés  entre  eux  par  des  tiges  articulées,  des 
engrenages  ou  d'autres  modes  de  transmission  du  mouvement. 

Les  appuis  et  les  contacts  se  nomment  les  liaisons  du  système. 
Ce  sont  des  obstacles  au  mouvement,  mais  ils  ne  doivent  point  être 
regardés  comme  des  forces,  ni  confondus  avec  celles  qui  sont  direc- 
tement appliquées  aux  corps  du  système  et  dont  nous  cherchons 
les  conditions  d'équilibre. 

Frottement.  —  On  nomme  ainsi  une  force  qui,  dans  les  corps  natu- 
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relSj  s'oppose  au  glissement  de  deux  surfaces 
Tune  sur  l'autre,  dans  quelque  sens  qu'il  se  pro- 
duise. Une  roue  frotte  de  même  sur  son  axe,  de      ^^ 
sorte  que  si  celui-ci  est  fixe,  deux  forces  agissant 
tangentiellement  suivant  AF,  A'F  se  font  équilibre,  non  seule- 
ment si  elles  sont  égales,  mais  aussi  quand  leur  différence  n'est 
pas  trop  grande. 

Nous  examinerons,  dans  le  chapitre  suivant,  ce  cas  où,  par 
suite  du  frottement,  les  conditions  d'équilibre  sont  des  inégalités 
et  non  des  équations.  Mais  comme  le  frottement  peut  être  atténué 
soit  par  le  poli  des  surfaces,  soit  par  d'autres  moyens,  on  peut 
concevoir  des  surfaces  réalisant  le  cas  idéal  où  le  frottement  serait 
entièrement  supprimé. 

Nous  admettrons,  dans  tout  ce  chapitre,  qu'il  en  est  ainsi.  Fré- 
quemment, c'est  le  cas  réel;  par  exemple,  dans  l'équilibre  de 
forces  agissant  sur  un  solide  libre  ou  sur  une  particule  isolée,  le 
frottement  ne  joue  aucun  rôle.  En  outre,  dans  le  cas  général,  les 
principes  trouvés,  en  admettant  cette  hypothèse,  serviront  plus 
tard  de  base  rationnelle  pour  obtenir  les  conditions  d'équilibre 
sans  négliger  le  frottement. 

De  la  sorte,  la  roue  considérée  ci-dessus  ne  sera  en  équilibre 
que  si  les  forces  sont  égales.  De  même  si  AHA' 

H 

est  un  fil  tendu,  traversant  en  H  un  anneau  *  /\  *. 


infiniment  petit  sur  lequel  il  glisse  sans  frotte-  y /  \^r 
ment,  deux  forces  qui  lui  sont  appliquées  suivant 
ses  prolongements  AF,  AT'  doivent  être  égales  pour  l'équilibre. 
Cela  revient  à  dire  qu'à  l'état  de  repos  la  tension  du  fil  est  la 
même  des  deux  côtés  de  l'anneau. 

Axwme.  —  Si  une  force  unique  est  appliquée  à  un  système  théori- 
que, et  s'il  peut  se  mouvoir  de  façon  que  le  point  cVapjdication  de  la 
force  se  déplace  suivant  sa  direction,  le  système  ne  restera  pas  en 
équilibre.  —  Ce  principe,  quand  on  néglige  le  frottement,  est  assez 
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évident  pour  qu'on  l'emploie  constamment  sans  le  formuler,  comme 
nous  venons  de  le  faire. 

Par  exemple,  si  une  roue  peut  tourner  autour  d'un  axe  fixe  et 
qu'une  seule  force  lui  soit  appliquée  tangentiellement,  elle  tourne  ; 
l'évidence  est  la  même  toutes  les  fois  que  le  système  se  réduit  à 
un  solide. 

Dans  les  raisonnements  élémentaires  où  l'on  considère  l'équi- 
libre d'une  machine  simple,  on  suppose  communément  l'action 
d'une  puissance  et  d'une  résistance  et  l'on  cherche  leur  rapport 
dans  l'état  d'équilibre,  mais  on  admet  toujours  implicitement  que 
si  la  puissance  agissait  seule  la  machine  se  mettrait  en  mouvement 
et,  en  général,  aucune  machine  ne  peut  rester  en  équilibre  si  elle 
n'éprouve  pas  de  résistance  et  qu'en  même  temps  la  descente  d'un 
poids  ou  tout  autre  moteur  tende  à  la  déplacer. 

Voici  une  exception  apparente  à  l'axiome  ci-dessus  :  Considé- 
rons une  roue  verticale  pouvant  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  ;  un  poids  p  est  suspendu  à  un  fil  passant 
dans  un  anneau  fixe  A  placé  sur  la  verticale  du 
centre  0  ;  le  fil  est  attaché  en  un  point  de  la  cir- 
conférence de  la  roue.  Si  ce  point  est  le  plus  élevé  B, 
il  y  a  évidemment  équilibre  et  cependant,  en  regar- 
dant le  poids  p  comme  le  point  d'application  de  la 
force,  ce  poids  descendrait,  c'est-à-dire  se  déplacerait  suivant  la 
force  si  la  roue  tournait. 

Mais  il  faut  remarquer  que  si  elle  tourne  très  peu,  B  venant 
en  C,  la  hauteur  dont  descend  le  poids  ou  le  point  d'application 
de  la  force  est  la  différence  des  distances  AB,  AC,  laquelle  est 
moindre  que  la  projection  BD  de  BC  sur  AB.  Or,  si  l'espace  BC 
est  regardé  comme  infiniment  petit,  BD  est  infiniment  petit  par 
rapport  à  BC  ou  infiniment  petit  du  second  ordre  ;  aussi  peut-on 
dire  dans  ce  cas  que  le  poids  ne  descend  pas.  Le  même  fait  se  pré- 
sente sous  des  formes  analogues  dans  les  positions  d'équilibre 
instable  des  corps  pesants. 


^r^ 
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8.  Prineipe  des  vitesses  virtuelles.  —  Voici  Ténoncé 
de  ce  principe  : 

Pour  que  des  forces  appliquées  à  un  système  théoriqtie  en  repos 
se  fassent  équilibre  il  fatU^  et  il  suffit,  que  pour  tout  déplacement 
infiniment  petit  du  système,  compatible  avec  ses  liaisons  ou  avec  les 
obstacles  à  son  mouvement^  la  somme  des  travaux  des  forces  soit 
mille  ou  négative. 

Quant  à  cette  somme,  il  faut  remarquer  qu'elle  est  infiniment 
petite,  mais  nous  verrons  que  dans  chaque  cas  elle  se  trouve  le 
produit  d'un  facteur  commun  infiniment  petit  par  une  expression 
finie,  de  sorte  qu'on  peut  discerner  sans  ambiguïté  si  elle  est  posi- 
tive, négative  ou  nulle. 

On  peut,  dans  la  démonstration,  supposer  que  les  forces  ont 
une  commune  mesure,  du  reste  aussi  petite  qu'on  voudra,  car  le 
résultat  s'étendra  alors  évidemment  au  cas  où  elles  seraient 
incommensurables  entre  elles. 

Soient  f  f,  f\  etc.,  les 
forces  appliquées  aux  points 
A,  A',  A",  etc.,  du  système 
suivant  AO,  A'O',  etc.;  les 
points  fixes  0,  0',  etc.,  sont 
choisis  à  volonté  sur  leurs 
directions.  Soit  aussi  p  \^  ' 
moitié  de  la  commune  mesure,  de  sorte  qu'en  désignant  par 
n,  n',  etc.,  des  nombres  entiers,  on  ait 

f  =  inp,    f  =  ân>,     f  =  âfi>,     etc. 

Voici  la  forme  que  nous  attribuerons  à  l'action  des  forces  : 
Plaçons  une  rangée  de  n  anneaux  sur  une  même  cha2)ej  lame 
solide  à  laquelle  les  anneaux  sont  fixés;  cette  chape  elle-même 
sera  liée  invariablement  au  point  mobile  A  du  système. 

Fixons  au  point  0  une  autre  chape  portant  n  -\-\  anneaux. 
Imaginons  en  outre  qu'un  fil  infiniment  fin,  parfaitement  flexible 
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et  inextensible,  venant  suivant  une  direction  quelconque  QO.  tra- 
verse le  premier  anneau  en  0,  aille  de  là  au  premier  en  A,  puis 
au  second  en  0,  au  second  en  A  et  ainsi  de  suite  alternativement  ; 
après  le  dernier  en  A  il  traversera  le  dernier  en  0,  de  rang  w  -j- 1 
et  s'éloignera  suivant  OQ'  après  avoir  ainsi  circulé  2/^  fois  entre 
Aet  0. 

Nous  supposerons  de  même  une  chape  de  n'  anneaux  fixée  en  A', 
une  de  7î'  -|-  1  anneaux  en  0'  et  un  fil  venant  suivant  Q'O',  circu- 
lant 2n'  fois  entre  A'  et  0',  puis  s'éloignant  suivant  O'Q''  et  ainsi 
de  suite  pour  0",  etc. 

Nous  admettrons  en  outre  qu'un  même  fil  effectue  tous  ces 
trajets,  en  passant  successivement  en  0,  0',  0",  etc.,  après 
quoi  il  va  s'attacher  en  un  point  fixe  I.  A  l'autre  extrémité  il 
lui  est  appliqué  une  force  p,  figurée  par  un  poids.  Des  an- 
neaux fixes  Q,  Q',  etc.,  servent  à  modifier  convenablement  sa 
direction. 

Les  chapes  0,  0',  etc.,  sont  fixes  et  tant  que  le  système  est 
maintenu  en  repos,  le  fil,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent, 
a  d'une  extrémité  à  l'autre  une  même  tension  p. 

Supposons  maintenant  les  chapes  infiniment  petites,  de  même 
que  les  anneaux  et  ceux-ci  infiniment  rapprochés  sur  chacune 
d'elles.  Les  tensions  des  2n  cordons  circulant  entre  A  et  0  devien- 
dront 2;?  forces  2^  appliquées  en  A  suivant  AO,  c'est-à-dire  une 
seule  force  2np  ou  f;  la  force  /"primitive  peut  donc  être  remplacée 
par  cette  force  égale  qu'exerce  le  fil  en  A  et  celui-ci  remplacera 
de  même  f  en  A\  f"  en  A",  etc. 

Pour  que  les  forces  /*,  f,  f",  etc.,  se  fassent  équilibre,  il  faut,  et 
il  suffit  donc  que  le  système  reste  en  repos  quand  il  n'existe  pas 
d'autre  force  que  la  tension  du  fil.  Celle-ci  est  d'ailleurs  due  à  une 
force  unique,  savoir  la  pesanteur  agissant  sur  le  poids  jr;.  De  là 
résultent  les  deux  conséquences  suivantes  : 

1^  D'après  l'axiome  du  numéro  précédent,  le  système  ne  sera 
pas  en  équilibre  s'il  est  susceptible  dun  déplacement  entraînant  la 
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descente  du  poids,  car  le  point  d'application  de  la  force  unique  se 
mouvrait  ainsi  sur  sa  direction. 

2^  n  est  d'ailleurs  évident  que  le  système  ne  peut  prendre  de 
lui-même  un  mouvement  entraînant  la  montée  du  poids. 

Nous  devons  donc  chercher  dans  quelles  circonstances  un 
déplacement  purement  hypothétique  ferait  descendre  ou  monter 
le  poids. 

Supposons  pour  cela  que  le  point  A  vienne  en  B,  le  déplace- 
ment AB  étant  infiniment  petit.  La  tension  du  fil  ne 
peut  varier  que  d'une  manière  continue  et,  par  suite, 
ne  deviendra  pas  brusquement  nulle  ;  le  fil  restera  donc 
tendu  et  les  cordons  entre  0  et  A  prendront  la  lon- 
gueur OB  ;  puisqu'ils  sont  en  nombre  2n,  leur  diminu- 
tion totale  sera  2n  (OA  —  OB),  longueur  du  fil  qui  se 
dégagera  de  l'appareil  en  0  ;  ce  sera,  si  elle  est  négative,  une 
longueur  absorbée.  On  peut  l'écrire 

-lnp{0\  —  OR) 
P 

or,  2np  =  f;  de  plus,  au  numéro  6,  en  employant  les  mêmes  let- 
tres, nous  avons  vu  que  f{OA — OB)  exprimait  le  travail  T  de  la 

T 
force  /'pour  le  déplacement  AB;  le  fil  dégagé  sera  donc       .   Il 

s'agit  ici  du  travail  de  la  force  f  telle  qu'elle  agissait  avant  le 
déplacement,  et  il  est  indifférent  qu'après  celui-ci  le  fil  ne  l'exerce 
plus  de  la  même  manière.  Le  déplacement,  s'il  y  a  équilibre,  est 
d'ailleurs  virtuel^  c'est-à-dire  hypothétique  et  ne  se  produit  pas. 

La  longueur  de  fil  dégagée  sera  de  même       ,  -    ,  etc.,  aux 

points  0',  0",  etc.,  en  désignant  par  T',  T",  etc.,  les  travaux  des 
forces  f^  f\  etc.  Soit  aussi  S  la  somme  des  travaux,  de  sorte  que 

S  =  T  4-r  +r  4-etc,; 

la  totalité  du  fil  dégagé  sera 

T     .    T'    .    r  S 

H felo.  =        ; 

V  V  P  P 
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c'est  aussi  ce  dont  le  poids  descendra,  puisque  les  longueurs  QO, 
^Q'j  Q'O',  etc.,  n'ont  pas  changé.  Si  S  est  négatif  ou  le  fil  absorbé, 
S/p  mesure  de  même  la  montée  du  poids. 

Les  deux  principes  énoncés  ci-dessus  prennent  ainsi  la  forme 
suivante  : 

P  Le  système  n'est  pas  en  équilibre  s'il  est  susceptible  d'un 
déplacement  pour  lequel  S  ou  le  travail  total  des  forces  soit  positif, 
le  poids  pouvant  alors  descendre. 

2^  n  ne  peut  prendre  de  lui-même  un  mouvement  pour  lequel 
S  serait  négatif,  puisque  le  poids  monterait. 

Le  premier  de  ces  énoncés  montre  que  la  condition  indi- 
quée dans  le  principe  des  vitesses  virtuelles  est  nécessaire  pour 
l'équilibre. 

Nous  devons  maintenant  supposer  cette  condition  satisfaite,  de 
sorte  que  S  soit  nul  ou  négatif  pour  tout  déplacement  et  vérifier 
que  l'équilibre  existe  ou  que  tout  mouvement  est  impossible. 

En  effet,  s'il  s'en  produisait  un,  soit  CD  l'espace  infiniment 
petit  parcouru  dans  un  premier  instant  par  un  point  C  qui  peut 
différer  de  A,  A',  A",  etc.  Imaginons  qu'outre  les  forces  /*,  /"',  etc., 

on  en  fasse  agir  une  9  sur  le  point  C  sui- 
vant CL,  en  sens  opposé  à  CD.  Le  mouvement 
sera  modifié,  mais  en  prenant  ç  très  faible, 
il  le  sera  aussi  peu  qu'on  voudra,  de  sorte  que  le  nouveau  dépla- 
cement CD'  du  point  C,  effectué  dans  le  même  instant,  fera  un 
angle  aigu  avec  l'ancien  CD  et  un  angle  obtus  avec  la  force  cp, 
dont  le  travail  sera  par  suite  négatif.  La  somme  S  des  travaux  de 
ff  f^  f'y  6tCj  sera  nulle  ou  négative  pour  ce  nouveau  déplacement, 
puisqu'elle  l'est  pour  tous  par  hjrpothèse  ;  elle  serait  donc  non  pas 
nulle,  mais  négative,  si  l'on  comprenait  9  parmi  les  forces.  Ainsi 
le  système  aurait  pris  de  lui-même  un  mouvement  pour  lequel  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  serait  négative,  ce  qu'on  a 
vu  être  impossible. 

La  démonstration  est  ainsi  complétée.  Nous  verrons  plus  tard 
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pourquoi  on  emploie  le  terme  de  nitesses  nirUMes  au  lieu  de  tra- 
vaux virttids.  Le  mot  de  virtuel,  comme  nous  l'avons  dit,  signifie 
hypothétique;  il  s'applique  à  un  déplacement  géométriquement 
possible,  abstraction  faite  de  toute  cause  capable  de  le  produire. 

9.  Seconde  forme  du  principe  des  Titesses  Tir- 
tuelles.  Transformation  des  forces  appliquées  à  un 
solide.  —  Dans  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  système, 
le  chemin  décrit  par  chacun  des  points  d'application  des  forces 
peut  être  considéré  comme  rectiligne;  nous  dirons  qu'un  autre 
déplacement  de  ces  points  est  opposé  au  premier  si  le  chemin 
décrit  est  pour  chacun  le  même  en  sens  directement  contraire. 
Nous  avons  vu  au  numéro  6  que  le  travail  de  la  force  pour  deux 
déplacements  opposés  d'un  point  est  le  même  en  signe  contraire. 

Par  conséquent,  si  les  liaisons  du  système  permettent'  deux 
déplacements  opposés  des  points  d^appUcation  A,  A',  etc.,  des  forces, 
la  samme  S  des  travaux  des  forces  correspondant  à  ceux-là  doit 
être  nulle  pour  Véquilibre,  En  effet,  si  elle  était  négative  pour 
l'un  d'eux,  elle  serait  positive  pour  l'autre  ou  incompatible  avec 
l'équilibre. 

Plus  généralement  nous  nommerons  opposée  deux  déplacements 
du  système,  si  pour  chacun  de  ses  points,  et  non  plus  seulement 
pour  ceux  auxquels  les  forces  sont  appliquées,  les  chemins  décrits 
sont  opposés. 

Nous  nommerons  normal  un  déplacement  du  système,  quand 
son  opposé  est  également  possible  ou  compatible  avec  les  liaisons. 
Si  cela  n'a  pas  lieu,  le  déplacement  sera  dit  anormal. 

Le  système  lui-même  sera  appelé  normal  si  tous  les  déplace- 
ments dont  il  est  susceptible  jouissent  de  la  propriété  précédente 
ou  sont  normaux. 

Pour  un  système  normal,  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
prend  la  forme  suivante  : 

Il  faut  et  il  suffit  pour  Véquilibre  que,  pour  tous  les  déplace- 
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ments  infiniment  petits  du  systhne  compatibles  avec  ses  liaisons^ 
la  somme  des  travaux  des  forces  soit  nulle. 

En  effet,  pour  tout  déplacement  des  points  d'application  des 
forces,  l'opposé  est  également  possible. 

De  la  sorte,  pourvu  que  le  système  soit  normal,  les  conditions 
d'équilibre  deviennent  des  égalités  et  non  des  inégalités,  ce  qui 
est  avantageux  pour  les  applications. 

Équivaleme  des  systèmes  de  forces  appliqués  à  un  solide,  —  Un 
système  signifie  ici  un  ensemble  quelconque  de  forces.  Quant  au 
solide,  nous  supposons  qu'il  puisse  être  gêné  dans  son  mouve- 
ment d'une  manière  quelconque  pouvant  former  ou  non  un  sys- 
tème normal. 

L'effet  des  forces  qui  agissent  sur  un  ensemble  de  solides  ne 
présente  en  statique  que  deux  alternatives,  savoir  :  l'équilibre  ou 
le  mouvement,  et  toute  question  de  statique  se  réduit  à  chercher 
laquelle  des  deux  se  produit. 

Or,  soit  que  le  système  des  solides  soit  normal  ou  non,  les 
conditions  d'équilibre  et,  par  suite,  l'effet  des  forces  défini  comme 
nous  venons  de  le  faire,  ne  dépendent  que  de  la  somme  de  leurs 
travaux  pour  les  divers  déplacements.  Cet  effet  restera  donc  le 
même  si  nous  remplaçons  plusieurs  des  forces  formant  un  sys- 
tème U  par  un  autre  V  tel  que,  pour  tous  les  déplacements  pos- 
sibles, la  somme  des  travaux  des  forces  V  soit  la  même  que  pour 
les  forces  U.  Toutefois  nous  n'aurons  à  employer  cette  substitution 
que  pour  les  forces  agissant  sur  un  même  solide. 

Si,  au  lieu  d'un  ensemble  de  solides  on  n'en  considère  qu'un 
seul  gêné  dans  son  mouvement  d'une  façon  quelconque,  nous 
dirons  que  deux  systèmes  de  forces  U,V  sont  équivalents  relati- 
vement à  ce  mode  de  liaison,  si  pour  tous  les  déplacements  qu'elles 
permettent,  la  somme  des  travaux  des  forces  est  la  même  pour  U 
et  pour  V.  Alors,  les  liaisons  restant  les  mêmes,  l'eftet  des  forces 
ne  changera  pas  en  substituant  V  à  U. 

Nous  dirons  que  deux  systèmes  U,  V  appliqués  à  un  même  solide 
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sont  équwalents  (Tune  manière  absolue  ou  simplement  qu'ils  sont 
équivalents  si  la  somme  de  leurs  travaux  est  la  même  pour  tout 
déplacement  du  solide  supposé  libre.  Elle  sera  alors  aussi  la  même 
pour  tous  les  déplacements  du  solide  s'il  y  a  des  liaisons,  ceux-là 
étant  compris  parmi  ceux  du  solide  libre.  De  la  sorte  U,  V  auront 
aussi  l'équivalence  relative. 

En  outre,  V effet  des  forces  sur  un  ensemble  de  solides  ne  sera  pas 
changé  en  remplaçant  les  forces  U  appliquées  à  Vun  d^eux  par  les 
forces  F. 

n  est  clair  que  si  U  est  équivalent  à  V  et  V  à  un  autre  sys- 
tème T,  U  l'est  aussi  à  T.  L'opération  par  laquelle  on  remplace 
un  système  par  un  autre  équivalent  se  nomme  la  transformation 
des  forces.  C'est  en  la  répétant  plusieurs  fois  qu'on  arrive,  en 
général,  à  simplifier  les  conditions  d'équilibre. 

Cas  où  un  système  Q  est  équivalent  à  une  force  nulle.  C'est  évi- 
demment celui  où,  pour  tout  déplacement,  la  somme  des  travaux 
des  forces  est  nulle.  Soit  que  l'équivalence  soit  relative  ou  absolue, 
il  est  alors  indifférent  de  joindre  aux  forces  qui  agissent  sur  le 
solide  le  système  Q,  et  aussi  de  le  supprimer,  c'est-à-dire  V effet 
(Vun  système  quelconque  Test  le  même  que  cehti  de  T  et  Q  réunis. 

H  faut  remarquer  que  les  forces  Q  agissant  seules  sont  en  équi- 
libre, mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte,  c'est-à-dire,  si  un  sys- 
tème Q  agissant  seul  sur  un  solide  est  en  équi- 
libre, l'effet  de  T  et  Q  réunis  n'est  pas  toujours  t^ 
le  même  que  celui  de  T  seul.  Soit,  par  exemple,  — ^i2pi 
M  un  solide  posé  sur  un  plan  horizontal  ;  en  fai- 
sant abstraction  de  la  pesanteur,  prenons  pour  Q 
une  force  verticale  dirigée  vers  le  bas  et  appliquée  en  un  point 
quelconque  A,  tandis  que  T  sera  une  force  verticale  plus  faible 
dirigée  vers  le  haut  et  appliquée  au  même  point.  Dans  tout  dépla- 
cement, le  point  A  ne  peut  descendre;  le  travail  de  Q  est  par 
suite  nul  ou  négatif  et  la  force  Q  agissant  seule  est  en  équilibre, 
n  en  est  de  même  de  Q  et  T  réunies,  qui  se  réduisent  à  une 


^Q. 
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force  Q-T  dirigée  vers  le  bas.  Mais  le  travail  de  T  est  positif  si  le 
point  A  monte  et,  par  suite,  l'effet  de  T  seul  est  le  mouve- 
ment. 

Cas  particulier.  Nous  avons  vu,  au  numéro  7,  que  deux  forces 
égales  /*,  f  sont  en  équilibre  quand  elles  sont  appliquées  à  deux 

points  A,  B  d'un  solide  suivant 
B  '  les  prolongements  AL,  BL'  de 

*^-^, ^^"^  ^„  ^  la  droite  AB.  La  méthode  em- 
ployée pour  le  vérifier  était  ce 
qu'on  nomme  la  raison  cPindifférence,  Mais  il  est  aisé  de  le 
démontrer  directement. 

Supposons  que  dans  un  déplacement.  A,  B  viennent  en  A',  B', 
ayant  A'^,  B"  pour  projections  sur  LL'.  Leur  distance  n'étant  pas 
changée,  on  a  A'B'  =  AB.  En  outre,  d'après  le  numéro  2,  A'B, 
faisant  avec  sa  projection  A"  B"  un  angle  infiniment  petit,  on  a, 
en  négligeant  le  second  ordre  de  petitesse,  A"B"  =  A'B' =  AB' 
d'où  AA"  =  BB".  Par  conséquent,  les  projections  des  déplace- 
ments AA',  BB'  sur  les  directions  des  forces  /*,  f  sont  égales, 
Tune  tombant  dans  le  sens  de  la  force,  l'autre  dans  le  sens  opposé. 
Les  travaux  sont  donc  égaux  et  de  signe  contraire;  leur  somme 
étant  nulle,  le  système  de  f,  f  est  équivalent  à  une  force  nulle. 
Soit  f  une  force  égale  à  /*  ou  f ,  agissant  sur  B  suivant  BA  ;  le 
système  des  deux  forces  directement  opposées  f,  f"  est  aussi  équi- 
valent à  une  force  nulle.  Par  conséquent,  la  force  f  seule  est  équi- 
valente à  f,  fj  f  réunies,  et  en  supprimant  fet  f  elle  l'est  aussi 
à  f".  De  là  résulte  qu'on  ne  change  pas  r  effet  de  la  force  f  en  dépla- 
çant son  point  d'application  A  sur  sa  direction^  ou  le  transportant 
en  B.  Cette  équivalence  de  f  et  f  est  exacte  pour  un  solide  libre,  et 
par  suite  absolue. 

10.  Équilibre  et  transformation  des  forées  appli- 
quées à  un  même  point.  —  Dès  à  présent,  nous  supposerons 
toute  force  représentée  par  une  droite  ayant  sa  direction,  son 
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sens  et  en  outre,  lui  étant  égale,  ou  ayant  autant  d'unités  de 
longueur  que  la  force  a  d'unités  de  force. 

La  projection  de  la  force  sur  une  droite  ou  un  plan  signifiera 
celle  de  la  droite. 

La  résultante  de  plusieurs  forces  appliquées  au  même  point  sera 
celle  des  droites  correspondantes,  en  la  considérant  elle-même 
comme  une  force. 

La  démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  n'exclut 
point  le  cas  où  plusieurs  forces  seraient  appliquées  à  un  même 
point  A.  Si  f  est  l'une  d'elles,  figurée  par  AF,  son  travail  ^ 
quand  le  point  A  décrit  AB  est  /"  X  AB  cos  FAB,  ou  le  g^ 
produit  de  l'espace  AB  par  la  projection  de  la  force  sur 
cet  espace.  Si  plusieurs  forces  sont  appliquées  en  A,  la 
projection  de  leur  résultante  est,  d'après  le  théorème  H,  la  somme 
de  celle  des  composantes.  En  multipliant  cette  égalité  par  AB  on 
voit  que  le  travail  de  la  résultante  est  la  somme  de  ceux  des  compo- 
santes, 

D  en  est  ainsi  pour  tout  déplacement  du  point  ;  par  conséquent 
tout  système  de  forces  appliquées  à  un  même  point  est  équivalent 
d\me  manière  absolue  à  leur  réstdtante  seule. 

Si  les  forces  appliquées  en  A  sont  les  seules  qui  agissent,  la  con- 
dition d'équilibre  revient  à  ce  que  le  travail  de  la  résultante  soit 
négatif  ou  nul. 

Le  cas  principal  est  celui  où  le  point  peut  se  déplacer  en  tous 
sens,  comme  cela  a  lieu  s'il  appartient  à  un  solide  libre.  L'opposé 
de  chaque  déplacement  du  point  A  étant  alors  possible,  le  travail 
de  la  résultante  doit  être  nul  pour  chacun  ;  pour  cela  sa  projection 
sur  une  direction  quelconque  doit  être  nulle,  et  par  suite  la  résul- 
tante doit  l'être  elle-même. 

Parmi  les  autres  cas,  bornons-nous  à  mentionner  ceux  où  le 
point  A  est  contraint  à  rester  sur  une  surface  ou  une  courbe 
donnée,  sur  laquelle  il  peut  se  déplacer  librement.  Nous  admettons 
que  la  surface  ne  présente  pas  en  A  d'angle  ou  d'arête,  de  sorte 
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qu'elle  a  on  plan  tangent  déterminé^  contenant  les  tangentes  à  tontes 
les  courbes  tracées  sur  elle.  L'opposé  de  chaque  déplacement  du 
point  A  étant  possible,  il  faut  pour  l'équilibre  que  le  travail  de  la 
résultante  des  forces  soit  nul  pour  chacun,  et  par  suite  qu'elle  ait 
sur  chacun  une  projection  nulle  ou  lui  soit  perpendiculaire. 

Si  le  point  reste  sur  une  surface  la  résultante  est  perpendieu* 
laire  à  toute  droite  tangente  à  la  surface  ;  elle  est  donc  normale 
ou  perpendiculaire  au  plan  tangent. 

Si  le  point  reste  sur  une  courbe,  la  résultante  doit  aussi  lui  être 
normale  ou  perpendiculaire  à  sa  tangente. 

Transformation  des  forces  appliquées  à  un  même  point.  —  Cette 
question  se  réduit  à  la  recherche  de  la  résultante^  et  on  la  trouve 
comme  celle  des  droites  qui  représentent  les  forces,  soit  en  traçant 
une  suite  de  parallélogrammes,  soit  par  le  oalcuL  Ce  calcul  consiste 
dans  le  cas  général,  comme  on  l'a  vu  précédemment,  à  ajouter  les 
projections  des  forces  sur  trois  axes;  en  désignant  leurs  sommes 
par  X,  Y,  Z,  ce  sont  les  projections  de  la  résultante.  Soient  r 
celle-ci,  et  a,  /3,  y,  ses  angles  avec  les  axes  ;  on  aura 

.-      X  ^        Y  z 

^  =  l/X*  +  Y*  +  Z* ,      cos  a  =       ,     cos  j3  =       ,      cos  y  =  -^ 

S'il  n'y  a  que  deux  farces  p  =  OA,  q  =  OB, 
leur  résultante  étant  r  =  OM,  les  trois  forces 
sont  les  côtés  du  triangle  OAM,  et  en  remar- 
quant qu'on  a 

OMA  =  BOM,      OAM  =  îr  —  AOB, 

il  en  résulte 

De  la  sorte  les  trois  forces  p,  g,  r  sont  proportionnelles  chacune 
au  sinus  de  Tangle  des  deux  autres. 

Si  l'angle  AOB  est  droit,  en  désignant  par  i  l'angle  AOM,  les 
relations  se  réduisent  évidemment  à 

p  =  r  cos  f,  g  =  r  sin  t, 


'-V/ 
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ou  à  leurs  réciproques 


r  =  i/p*  +  q\  taDgi=  J 


11.  Équilibre  et  tramiformatioii  des  forées  appli- 
quées A  un  solide  ne  pouvant  que  glisser  le  long 
d'un  axe  fixe  sans  tourner,  ou  que  tourner  autour 
de  lui  sans  glisser.  —  Dans  les  deux  cas,  le  solide  pouvant 
indijfféremment  glisser  ou  tourner  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  il 
est  clair  qu'à  tout  déplacement  en  correspond  un  opposé  également 
possible.  Le  système  est  donc  normal,  et  pour  l'équilibre  la 
somme  àes  travaux  des  forces  doit  être  nulle. 

Premier  cas.  — Si  le  solide  ne  peut  que  glisser,  il  est  clair  que 
dans  tout  déplacement  ses  points  décrivent  dans  le  même  sens  des 
droites  égales  «,  parallèles  à  l'axe.  Le  travail  d'une  force  est  le 
produit  de  a  par  la  projection  de  la  force  sur  le  chemin  parcouru 
ou  sur  l'axe.  En  supprimant  le  facteur  commun  a,  on  trouve  ainsi 
pour  la  condition  nécessaire  et  suffisante  d'équilibre  que  la  somme 
des  projections  des  forces  sur  Taxe  soit  nidle,  en  attribuant  à  celui- 
ci  un  sens  déterminé. 

En  outre,  deux  systèmes  de  forces  sont  relativement  équiva- 
lents si  la  somme  des  projections  des  forces  sur  l'axe  est  la  même 
pour  chacun,  car  celle  de  leurs  travaux  le  sera  aussi. 

Second  ca$,  —  Le  solide  ne  \peut  que  tourner  sans    i 
glisser  atriûur  d'un  axe  fixe  OL. 

Supposons  choisi  un  sens  fde  rotation  considéré 
comme  direct.  Si  le  'corps  tourne  dans  ce  sens,  le 
point  d^application  A  de  la  force  f  décrit  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  un  petit  arc  de  cercle  ayant  ^ 
pour  rayon  sa  distance  AC  à  l'axe  et  pour  centre  C;  cet  arc 
a  pour  longueur  rô,  r  étant  son  rayon  AC,  et  6  l'angle  dont  il 
a  tourné  ;  le  travail  est  ainsi  rOfcos  i,  i  étant  l'angle  de  la  force  et 
de  la  tangente  AT  à  l'arc,  menée  dans  le  sens  de  la  rotation  directe. 
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Le  produit  rf  cos  i  se  nomme  le  ^irmnent  de  la  force  f  par  rap- 
port à  Taxe  ;  le  travail  est  donc  le  produit  de  ce  moment  par  l'an- 
gle de  rotation  :  cet  angle  est  d'ailleurs  évidemment  le  même  pour 
tous  les  points.  Par  conséquent,  la  somme  des  travaux  des  forces 
est  le  produit  de  V angle  de  rotation  infinhnent  petit  par  la  somme 
de  leurs  moments  relatifs  à  Vaxe;  il  en  serait  de  même  si  la  rota- 
tion avait  lieu  en  sens  contraire,  en  considérant  alors  Tangle 
comme  négatif,  car  les  moments  sont  définis  par  ce  qui  précède, 
et  on  y  suppose  toujours  que  cos  i  correspond  au  sens  AT  de  la 
rotation  directe. 

Nous  voyons  déjà  que  deux  systèmes  de  forces  sont  relativement 
équivalents  si  la  somms  de  leurs  moments  par  rapport  à  Vaxe  est 
la  même,  puisque  celle  de  leurs  travaux  Test  aussi. 

En  outre,  il  faut  et  il  suffit  pour  V équilibre  que  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rappoH  à  Vaxe  soit  nulle. 

L'emploi  des  règles  précédentes  exige  la  connaissance  de 
quelques  propriétés  des  moments,  qui  d'ailleurs  se  définissent 
d'ordinaire  sous  une  forme  difi^érente.  Il  faut  remarquer  que  la 
droite  AT  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  qui  le  coupe 
en  C,  et  qu'elle  est  en  outre  perpendiculaire  à  AC  ;  elle  l'est  donc 
aussi  au  plan  OCA. 

Première  propriété  des  moments  :  Four  qus  le  moment  dhme  force 
par  rapport  à  un  axe  soit  nul  sans  que  la  force  le  soit,  il  faut  et 
il  suffit  qu'ells  se  trouve  avec  Vaxe  dans  un  même  plan. 

En  effet,  si  r  =  o,  le  point  A  est  sur  l'axe  et  la  force  le  coupe  ; 
en  même  temps,  le  moment  r/'cos  i  est  nul. 

Si  r  n'est  pas  nul,  il  faut  et  il  suffit  pour  que  le  moment  le  soit 
qu'on  ait  /'  cos  t  =  o,  ou  que  la  projection  de  la  force  sur  AT  soit 
nulle,  ou  que  la  force  soit  perpendiculaire  à  AT,  c'est-à-dire  placée 
dans  le  plan  OCA  où  se  trouve  aussi  l'axe. 

Seconde  propriété  :  Si  plusieurs  forces  sont  appliquées  au  point  A 
le  moment  de  leur  résultante  est  la  somme  de  ceux  des  compo- 
santes. 
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En  effet,  le  moment  rf  cos  i  est  le  produit  de  r  par  la  pro- 
jection de  la  force  sur  AT  ;  si  /*  est  résultante  de  ç,  <p',  <p",  etc.,  on 
a,  en  les  projetant  sur  AT, 

proj.  f  =  proj.  fp  -|-  proj.  9'  +  etc. 
et  en  multipliant  cette  égalité  par  r, 

mom.  f  =  mom.  rp  +  mom.  rp'  +  etc. 

Définition  usuelle  du  moment  —  Le  moment  d'une  force  par 
rapport  à  un  axe,  abstraction  faite  du  signe^  est  le  produit  de  la 
projection  de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  par  son 
bras  de  levier^  en  nommant  ainsi  la  distance  de  cette  projection  à 
Vaxe.  Le  moment  est  pris  avec  le  signe  -{-ou  —  suivant  que  la 
force  tend  à  faire  tourner  autour  de  Vaxe  dans  le  sens  direct  ou 
rétrograde. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  la  force  tend  ou  non  à  faire  tourner 
dans  le  sens  direct  suivant  qu'elle  fait  avec  AT  un  angle  i  aigu  ou 
obtus,  et  qu'en  même  temps  le  moment  rf  cos  i  est  positif  ou  néga- 
tif. Il  ne  reste  donc  à  vérifier  que  l'exactitude  de  la  mesure  précé- 
dente en  faisant  abstraction  du  signe. 

On  nomme  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  point  le  pro- 
duit de  la  force  par  sa  distance  au  point  et  celle-ci  est  son  bras  de 
levier. 

Supposons  maintenant  qu'une  force  AF  appli- 
quée en  A  soit  comprise  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe,  lequel  le  coupe  en  C.  Prenons  ce 
plan  pour  celui  de  la  figure,  et  menons  CD  per- 
pendiculaire à  AF.  Le  moment,  pris  positif,  est 
rf  cos  i,  i  étant  l'angle  de  AF  avec  AT,  perpendiculaire  à  AC,  et 
menée  d'un  côté  tel  que  l'angle  i  soit  aigu. 

L'angle  aigu  ACD  est  le  même  que  ê,  ses  cotés  étant  perpendi- 
culaires à  ceux  de  l'autre.  Il  en  résulte 

CD  =  CA  cos  t  =  r  cos  t 
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et  le  moment  rfcoB  i  peut  s'écrire  f  x  CD;  le  moment  par  rap- 
port à  Vaooe  est  donc  celui  de  la  force  par  rapport  au  point  C, 
puisque  CD  est  le  bras  de  levier. 

Supposons  maintenant  quelconque  la  force  AF 
appliquée  en  A.  Soit  AB  sa  projection  sur  un 
plan  ACB  mené  par  A  perpendiculairement  à 
l'axe.  La  force  peut  être  décomposée  en  deux  au- 
tres AB,  AE,  celle-ci  complétant  le  rectangle 
ABFE  et  par  suite,  étant  parallèle  à  l'axe. 

Le  moment  de  AF  est  la  somme  de  ceux  de 
AB  et  AE,  dont  le  second  est  nul,  AE  étant  dans 
un  même  plan  avec  l'axe.  Le  moment  de  AF  se 
réduit  donc  à  celui  de  AB,  ou  comme  on  vient  de  le  voir,  à  celui 
de  AB  par  rapport  au  point  C,  c'est-à-dire  au  produit  AB  x  CD, 
CD  étant  perpendiculaire  à  AB. 

Or  la  projection  OA'D'B'  de  la  figure  CADB  sur  un  second 
plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  lui  est  identique,  de  sorte 
que  le  moment  est  encore  mesuré  par  AB'  X  OD',  produit  du 
bras  du  levier  OD'  par  la  projection  AB'  de  la  force  sur  le  se- 
cond plan,  conformément  à  l'énoncé  de  la  seconde  définition  du 
moment. 

Troisième  propriété.  —  Le  moment  d'une  force  par  rapport  à 
un  axe  ne  change  pas  si  Von  déplace  le  point  d'application  de  la 
force  sur  sa  direction.  En  effet,  la  projection  de  la  force  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  a  encore  la  même  longueur  et  tombe 
sur  la  même  droite,  de  sorte  que  le  bras  de  levier  ne  change  pas 
non  plus. 

La  seconde  et  la  troisième  propriété  auraient  aussi  pu  se  con- 
clure de  ce  qu'on  ne  faisait  que  remplacer  une  force  ou  un  système 
de  forces  par  une  force  équivalente. 


12.  Tranuformatioii   des    forées  agissant  sur    un 
solide  entièrement  libre. —  Au  lieu  d'appliquer  le  principe 


f!"  w  , 
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des  vitesses  virtuelles  aux  divers  déplacements,  il  est  plus  simple 
d'employer  ce  que  nous  nommerons  les  transformations  élémen- 
taires. 

La  première  consiste  à  déplacer  le  point  d'application  d'une 
force  sur  sa  direction. 

La  seconde  consiste  à  remplacer  plusieurs  forces  appliquées  au 
même  point  par  leur  résultante,  ou  celle-ci  par  ses  composantes. 

Nous  savons  déjà  que  tout  système  de  forces  se  change  de  cette 
manière  en  un  autre  équivalent.  Les  conditions  d'équilibre  doivent 
être  exprimées  par  des  équations  et  non  dépendre  de  construc- 
tions à  effectuer  dans  l'espace.  Or  ces  conditions  supposent,  comme 
on  le  verra,  qu'on  ait  fait  choix  d'un  système  d'axes.  En  outre,  six 
nombres,  que  nous  désignerons  constamment  par  L,  M,  N,  P,  Q,  R 
y  jouent  un  rôle  essentiel  :  L,  M,  N  sont  les  sommes  des  projec- 
tions des  forces  sur  OX,  OY,  OZ  ;  P,  Q,  R  sont  les  sommes  de 
leurs  moments  par  rapport  à  OX,  OY,  OZ. 

Vérifions  d'abord  que  ces  sommes  restent  invariables  si  l'on 
effectue  une  des  transformations  élémentaires. 

1<^  Si  Ton  déplace  le  point  d'application  d'une  force  sur  sa 
direction^  sa  projection  sur  un  axe  ne  change  pas,  non  plus  que 
son  moment  par  rapport  à  un  axe,  d'après  la  troisième  propriété 
du  numéro  précédent. 

2^  De  même  si  trois  forces  (p,  cp',  cp"  appliquées  au  même  pomt 
ont  pour  résultante  f,  les  moments  de  cp,  9',  ç"  par  rapport  à  un 
axe  ont  pour  somme  celui  de  /*  d'après  la  seconde  propriété.  On  ne 
changera  donc  pas  la  somme  totale  des  moments  des  forces  en  y 
supprimant  ceux  de  (p,  f,  9"  et  les  remplaçant  par  celui  de  f. 
Pour  une  raison  semblable,  la  somme  des  projections  des  forces 
restera  aussi  la  même  en  y  remplaçant  celles  de  (p,  (f\  <f"  par  celle 
de/". 

Voici  comment  Ton  peut,  par  une  suite  de  transformations  élé- 
mentaires, changer  un  système  de  forces  quelconque  donné  en 
un  autre  équivalent  dont  T  effet  soit  plus  aisé  à  apprécier. 
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Soient  A,  B  deux  points  pris  à  volonté 
sur  OX,  OY,  par  exemple  à  l'unité  de 
distance  de  l'origine. 

Toute  force  peut  être  remplacée  par 
trois  autres  appliquées  en  A,  B  et  0.  En 
effet,  si  elle  n'est  pas  dans  le  plan  des  xy  on  peut  lui  assigner  un 
point  d'application  D  hors  de  ce  plan,  et,  d'après  le  théorème  I, 
la  décomposer  en  trois  autres  suivant  DO,  DA,  DB,  ces  droites 
n'étant  pas  dans  un  même  plan.  Si  la  force  est  dans  le  plan  des  xy^ 
quel  que  soit  son  point  d'application  D,  on  peut  la  décomposer 
suivant  deux  des  directions  DA,  DB,  DO,  car  il  y  en  a  toujours 
au  moins  deux  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 

En  répétant  l'opération  précédente  pour  toutes  les  forces  du 
système,  elles  seront  remplacées  par  d'autres,  dirigées  vers  A,  B,0, 
qu'on  pourra  supposer  appliquées  en  ces  points  et  qui  se  réduiront 
pour  chacun  à  une  seule. 

Ensuite  la  force  appliquée  en  B  pourra  être  décomposée  en  trois 
autres  suivant  BA,  BO  et  B/;  parallèle  à  OZ  ;  de  même  la  force 
appliquée  en  A  se  décomposera  suivant  AB,  AO  et  kq  parallèle  à 
OZ.  Les  forces  dirigées  vers  0  étant  appliquées  à  ce  point  se 
composeront  avec  celle  qui  l'était  déjà.  Le  système  quelconque  est 
ainsi  ramené  à  un  autre^  formé  des  forces  p^  q,  dirigées  suivant 
B/>,  Aj,  d'une  force  r  placée  sur  AB,  et  d'une  quelconque  f  appli- 
quée en  0. 

Si  L,  M,  N,  P,  Q,  R  sont  les  sommes  de  projections  et  de  mo- 
ments du  système  de  forces  donné,  elles  sont  encore  les  mêmes 
après  les  transformations.  Or  le  moment  de  f  est  nul  par  rapport 
aux  trois  axes  ;  chacune  des  forces  p,  g,  r  est  dans  un  même  plan 
avec  deux  des  axes,  par  rapport  auxquels  son  moment  est  par 
suite  nul.  De  la  sorte  P  est  le  moment  de  la  seule  force  p  par 
rapport  à  OX  ;  Q  est  celui  de  q  par  rapport  à  OY,  et  R  celui  de  r 
par  rapport  à  OZ. 
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La  seule  utilité  de  cette  réduction  consiste  dans  les  consé- 
quences suivantes  : 

V  Si  un  système  de  forces  eM  tel  que  les  s&mmes  P,  Q  et  B 
soient  nulles,  il  est  réductible  à  une  force  unique  appliquée  à  Vori- 
gine. 

En  effet,  le  moment  P  de  la  force  j)  par  rapport  à  OX  étant 
nul,  cette  force  doit  Têtre  aussi,  son  bras  de  levier  OB  ne  l'étant 
pas.  Pour  la  même  raison,  q  et  r  sont  nulles. 

2^  Si  les  sommes  P,  Q,  B  sont  les  mêmes  pour  deux  systèmes  de 
forces  le  second  peut  se  former  du  premier  en  lui  joignant  une  force 
appliquée  à  Vorigine, 

En  effet,  si  on  les  réduit  à  la  forme  simple  ci-dessus,  P  étant  le 
même  dans  les  deux  cas,  la  force  ^j  aura  le  même  moment  par  rap- 
port à  OX,  le  même  bras  de  levier  OB,  et  par  suite  sera  aussi  la 
même  ;  on  peut  en  dire  autant  de  (/  et  r  ;  la  force  f  appliquée  en  0 
peut  donc  seule  différer. 

3^  Si  ks  six  sommes  i.  M,  N,  P,  ^,  B  sont  les  mêmes  pour 
deux  systèmes  de  forces  et  qu'on  les  ramène  à  la  forme  simple  ci- 
dessuSy  ils  deviennent  identiques. 

On  vient  de  voir,  en  effet,  que  />,  q,  r  sont  les  mêmes  pour  les 
deux  systèmes.  Leurs  projections  l'étant  aussi,  celles  de  la  force  f 
sur  les  trois  axes  sont  égales  dans  les  deux  cas  et,  par  suite,  cette 
force  est  aussi  la  même. 

13.  Conditions  d'équilibre  et  d'équivalence  des 
forées  agissant  sur  un  solide.  —  Voici  dans  les  cas 
principaux  ces  conditions,  déjà  démontrées  pour  les  deux  pre- 
miers : 

Premier  cas  :  Le  solide  ne  peut  que  glisser  le  long  d'un  axe  fixe 
sans  tourner.  —  Il  faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre  que  les  projec- 
tions des  forces  sur  l'axe  aient  une  somme  nulle. 

Second  cas  :  Le  solide  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe 
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satis  glisser.  —  Il  faut  et  il  suffit  que  les  moments  des  forces  par 
rapport  à  l'axe  aient  une  somme  nulle. 

Troisième  cas  :  Le  solide  ne  peut  que  tourner  en  tous  sens  autour 
d'un  point  fixe  0.  —  En  prenant  ce  point  pour  origine,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport  à  chaque 
axe  soient  nulles,  ou  qu'on  ait  à  la  fois 

p  =  0,  0  =  0,  R  =  0 

En  efi^et,  si  l'équilibre  existe,  on  ne  le  troublera  pas  en  rendant 
fixe  l'axe  OZ.  La  condition  R  =  o  propre  à  ce  cas  doit  donc  être 
satisfaite,  et  on  verrait  de  même  qu'on  doit  avoir  P  =  o,  Q  =  o; 
d'ailleurs  ces  conditions  sont  suffisantes,  car  on  a  vu  au  numéro  pré- 
cédent que,  dans  ce  cas,  les  forces  sont  équivalentes  à  une  seule 
appliquée  en  0  ;  or  le  travail  de  celle-ci  est  nul,  comme  le  dépla- 
cement de  son  point  d'application. 

On  voit  aussi  que  deux  systèmes  sont  relativement  équivalents 
si  pour  chacun  les  sommes  P,  Q,  R  sont  les  mêmes  ;  car  d'après 
le  numéro  précédent,  le  second  système  se  forme  alors  du  premier 
en  lui  joignant  une  force  appliquée  en  0,  dont  le  travail  est 
nul.  La  somme  des  travaux  est  ainsi  la  même  pour  les  deux  sys- 
tèmes. 

Quatrième  cas  :  Le  solide  est  entièrement  libre.  —  En  choi- 
sissant à  volonté  l'origine  0,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  à  la 
fois 

En  effet,  quelle  que  soit  l'origine  0,  si  l'équilibre  existe,  on  ne 
le  troublera  pas  en  fixant  ce  point  ;  le  solide  rentre  alors  dans  le 
troisième  cas  et  les  conditions  P  =  Q  =  R  =  o  doivent,  par  con- 
séquent, être  satisfaites. 

S'il  en  est  ainsi,  on  a  vu  que  les  forces  se  réduisent  à  une  seule 
appliquée  en  0.  Il  faut  et  il  suffit  donc  pour  l'équilibre  qu'elle  soit 
nulle,  ou  que  ses  projections  sur  les  trois  axes  le  soient.  Or  c'est 
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à  ces  projections  que  se  réduisent  les  sommes  L,  M,  N.  La  condi- 
tion précédente  signifie  donc  qu'on  a 

Cinquième  cas  :  Le  solide  est  entièrement  libre  et  les  forces  sont 
toutes  dans  un  même  plan.  — En  choisissant  à  volonté  dans  le  plan 
un  point  0  nommé  centre  dss  moments,  il  faut  que  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  ce  point  soit  nulle,  en  prenant 
en  signe  contraire  ceux  des  forces  tendant  à  faire  tourner  autour 
de  lui  en  sens  opposé.  Il  faut  et  il  suffit  qu'en  outre  les  sommes  des 
projections  des  forces  sur  deux  directions  rectangulaires  prises 
dans  le  plan  soient  séparément  nulles. 

En  effet,  prenons  le  plan  pour  celui  des  xy  et  le  point  0  pour 
origine.  Les  six  sommes  L,  M,  N,  P,  Q,  R  doivent  être  nulles  ;  mais 
les  forces  étant  dans  un  même  plan  avecOX  etOY,  leurs  moments 
par  rapport  à  ces  axes  sont  nuls  :  ainsi  on  a  déjà  P  =  o,  Q  =  o. 
Les  forces  étant  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OZ,  on  a  aussi 
N  =  0,  et  en  outre,  leurs  moments  par  rapport  à  OZ  se  rédui- 
sent à  leurs  moments  par  rapport  au  point  0.  La  première  des 
conditions  ci-dessus  signifie  donc  que  R  =  o  ;  les  deux  autres  sont 
évidemment  les  mêmes  que  L  =  o^  M  =  o. 

Équivalence  des  systèmes  de  force,  —  L'effet  de  tout  système 
agissant  sur  un  solide  libre  dépend  uniquement  des  six  nombres 
L,  M,  N,  P,  Q,  R,  car  nous  avons  vu  au  numéro  précédent  que 
s'ils  sont  les  mêmes  pour  deux  systèmes,  on  peut  changer  l'un 
dans  l'autre  en  répétant  les  deux  transformations  élémentaires, 
et  par  suite,  ils  sont  équivalents.  Réciproquement  deux  systèmes 
U,  V  ne  peuvent  être  équivalents  ou  produire  le  même  effet  qu'à 
cette  condition  ;  car  si  le  système  U  et  un  autre  système  T  se  font 
équilibre,  il  devra  en  être  de  même  pour  V  et  T.  Les  six  sommes 
étant  nulles  pour  U  et  T  réunis,  sont  égales  et  de  signe  contraire 
pour  U  seul  et  T  seul  ;  il  en  est  de  même  pour  V  et  T  ;  elles  sont 
donc  égales  et  de  même  signe  pour  U  et  V,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Il  en  résulte  aussi  que  deux  systèmes  faisant  chacun  équilibre 
à  un  troisième  sont  équivalents.  Ce  principe  s'applique  souvent 
sons  la  forme  suivante  : 

Un  si/stème  de  forces  étant  en  équilibre,  si  Von  y  remplace  une 
mi  plusieurs  forces  f  f\  ete.,  par  d'autres  y,y,  etc.,  qui  leur  soient 
égaies  et  directement  opposées,  celles-ci  seront  équivalentes  à  l'en- 
semble  des  autres  forces. 

En  effet,  en  désignant  par  T  cet  ensemble,  T  fait  par  hypo- 
thèse équilibre  à  f  f,  etc.,  réunies,  et  v,  ^J,  etc.,  leur  font  aussi 
équilibre  ;  donc  T  est  équivalent  à  '^,  y',  etc. 

Conditions  d'équilibre  de  deux  ou  de  trois  forces.  —  Quand  un 
solide  est  libre  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
une  droite  arbitraire  doit  être  nulle  pour  l'équilibre,  puisqu'on 
pourrait  la  prendre  pour  un  des  axes,  et  dans  certaines  ques- 
tions, il  est  avantageux  d'employer  cette  remarque  plutôt  que 
les  conditions  générales  rapportées  à  un  système  d'axes  déterminé. 

Cherchons,  par  exemple,  les  conditions  d'équilibre  de  deux 

forces  AF,  A'F.  Si  un  point  0  de  AF  n'était  pas  sur 

AT',  le  moment  de  AF  serait  nul  par  rapport  à  un  axe 

passant  par  0  et  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce 

point  et  A'  F  ;  en  même  temps,  le  moment  de  A'  F'  ne 

serait  pas  nul,  non  plus  que  la  somme  des  moments. 

Par  conséquent,  tout  point  0  de  AF  doit  être  sur  A'F;  les  deux 

forces  étant  sur  la  même  droite,  nous  savons  d'ailleurs  qu'elles 

doivent  être  égales  et  de  sens  contraire. 

Équilibre  de  trois  forces  f  f.  f\  —  Si  deux  d'entre  elles  se 
rencontrent,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  troisième  doit  être 
égale  et  directement  opposée  à  leur  résultante.  Il  reste  à  trouver 
les  dispositions  dans  lesquelles  elles  se  font  équilibre  sans  se  couper. 

Soient  0  un  point  de  f"  et  A,  B,  C  trois  points 
de  /'.  Les  moments  de  f\  f  par  rapport  à  OA  /\R 

étant  nuls,  celui  de  f  doit  l'être  aussi  ;  cette 
force  d'après  la  première  propriété  est  donc 


A' 
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dans  un  même  plan  avec  OA  ;  il  en  est  de  même  pour  OB  et  OC, 
et  comme  f  ne  peut  être  parallèle  à  plus  d'une  de  ces  droites,  il 
faut  qu'elle  en  coupe  deux,  par  exemple  OA  et  OB.  Les  points 
d'intersection  étant  différents  de  0  sont  distincts  entre  eux,  et, 
par  suite,  /"est  dans  le  plan  OAB  de  même  que  f.Or  on  démon- 
trerait de  même  que  f"  est  avec  /''  dans  un  même  plan  qui  ne  peut 
être  que  celui  de  OAB.  Les  trois  forces  doivent  donc  être  dans  un 
même  plan,  comme  cela  avait  déjà  lieu  quand  deux  d'entre  elles 
se  rencontraient.  En  outre,  dans  le  cas  actuel,  elles  sont  paral- 
lèles. 

La  condition  d'équilibre  rentre  alors  dans  le  cinquième  cas. 
Prenons  le  plan  des  forces  pour  celui  des  xy^        y   ., 
OY  étant  sur  la  force  placée  entre  les  deux 
autres  ;  soient  f,  f  celles-ci.  Le  moment  de  f" 
par  rapport  au  point  0  étant  nul,  ceux  de  f  f^ 
doivent  être  égaux  en  signe  contraire  ;  ainsi  , 
f,  f  sont  de  même  sens,  et  en  menant  la  per- 
pendiculaire commune  AOA,  on  a 

En  outre,  pour  que  la  somme  des  projections  sur  OY  soit  nulle, 
le  sens  de  f  doit  être  contraire  à  celui  de  fei  f  et  on  doit  avoir 

r  =  f+f^ 

Ces  conditions  sont  suffisantes,  les  projections  des  forces  sur 
OX  étant  nulles. 

14.  jffoments  d^ane  forée  par  rapport  aux  axes* 
Moment  prineipal  d'ane  forée  et  d'un  système  de 
forées.  ISomme  des  moments  des  forées  par  rapport 
il  une  droite  quelconque  menée  par  l'origine  et 
somme  de  leurs  projections  sur  cette  droite.  —  On 
suppose  données  pour  chaque  force  ses  projections  sur  les  axes 
et  les  coordonnées  de  son  point  d'application. 
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P  Moments  d'une  force  f  par  rapport  aux  axes.  —  Nous  ad- 
mettons, comme  on  Ta  vu  au  numéro  5,  que  le  sens  de  rotation 
considéré  comme  direct  soit  de  OX  vers  OY  ou  xy  par  rapport  à 
OZ,  zx  par  rapport  à  OY  et  y^  par  rapport  à  OX. 

Soient  M  le  point  d'application  ]  x,  y^  z  ses  coor- 
données; MF  la  force  f;  OH  égale  et  parallèle  à  MF 
N*  et  de  même  sens  ;  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force 
sur  les  axes,  qui  sont    ainsi  les  coordonnées    du 
o  point  H. 

En  désignant  par  a  l'aire  du  parallélogramme  OMFH,  les 
moments  de  la  force  pur  rapport  aux  axes  sont  les  projections 
de  cette  aire  sur  les  plans  coordonnés,  avec  leurs  signes,  tels  qu'ils 
ont  été  définis  au  numéro  5,  en  prenant  OM  pour  la  première 
droite. 
Soit  en  effet  OM'FH'  la  projection  de  OMFH  sur  le  plan  des 

xy;  M' F  est  celle  de  la  force  f;  son  moment 

\^^^ -- — \         par  rapport  à  OZ  est  le  produit  de  M' F  par 

^*  son  bras  de  levier,  ou  par  la  distance  de 
^  M' F  à  l'origine  ;  c'est  donc,  abstraction  faite 

du  signe,  l'aire  du  parallélogramme  OM'FH',  ou  la  projection  de 
de  l'aire  OMFH. 

La  force  tend  à  faire  tourner  OM'  du  côté  de  cette  droite  où  se 
trouve  M' F,  ou  de  OM'  vers  OH',  c'est-à-dire  de  la  projection  de 
la  première  droite  OM  vers  celle  de  la  seconde  ;  le  moment  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  ce  sens  de  rotation  est  ou  non  direct, 
c'est-à-dire  coïncide  ou  non  avec  le  sens  xy  ;  or  c'est  aussi  la  règle 
qui,  au  numéro  5,  déterminait  le  signe  de  la  projection  de  Taire. 
Celle-ci  est  donc  égale  au  moment  pour  la  valeur  et  pour  le  signe, 
ce  qu'il  fallait  démontrer, 

La  même  vérification  s'étendrait  évidemment  aux  projections 
sur  les  plans  des  zx  et  des  yz. 

Par  suite,  les  moments  par  rapport  aux  axes  ont  les  valeurs 
yzl  —  zy\  etc.,  indiquées  au  numéro  5,  sauf  que  x*,  yf  ^^  qui  cor- 
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respondent  à  la  seconde  droite  ou  au  point  H,  doivent  être  rempla- 
cées par  ses  coordonnées  X,  Y,  Z. 
Les  moments  de  la  force /"sont  ainsi  : 

I^Z  —  zY  par  rapport  à  OX 
z\  —  xZ  par  rapport  à  OY 
^Y  —  ^X  par  rapport  à  OZ 

2^  Moment  principal  <Vune  force  f.  —  Nous  avons  nommé 
axe  de  l'aire  au  numéro  5  une  droite  ON  perpendiculaire  à  son 
plan,  menée  d'un  côté  tel  que  par  rapport  à  elle  le  sens  de  rota- 
tion allant  de  la  première  droite  OM  à  la  seconde  OH  fût  direct  ; 
en  outre,  on  supposait  ON  =  p. 

Dans  le  cas  actuel^  cette  droite  se  nomme  le 
moment  principal  de  la  force  f.  Elle  est  donc 
menée  perpendiculairement  au  plan  passant  par 
r origine  et  la  force  MF,  d'un  côté  td  qus  la  force 
tende  à  faire  tourner  autour  d'elU  dans  le  sens  direct,  car  ce  sens 
est  celui  de  OM  vers  OH.  En  outre,  on  lui  donne  pou^  longtieur  le 
moment  de  la  force  par  rapport  à  OJV,  car  c'est  évidemment 
Faire  p  du  parallélogramme  OMFH. 

Cette  définition  est  indépendante  des  axes  et  suppose  seulement 
qu'on  ait  fait  choix  d'une  origine  0. 

Cela  posé,  on  a  vu  au  numéro  5  que  la  projection  de  ON  sur 
OZ  était  égale  à  la  projection  de  l'aire  sur  le  plan  des  xy,  avec 
son  signe,  c'est-à-dire  au  moment  de  la  force  par  rapport  à  OZ. 
Cet  axe  étant  quelconque,  il  en  résulte  la  propriété  essentielle  sui- 
vante :  La  projectixyn  du  moment  principal  sur  une  droite  quelcon- 
que passant  par  V origine  est  égale  au  moment  de  la  force  par  rap- 
port  à  cette  droite. 

3^  Moment  principal  d'un  système  de  forces.  —  Cette  expres- 
sion suppose  encore  qu'on  ait  fait  choix  d'une  origine.  On  nomme 
moment  principal  d'un  système  de  forces  f  f,  etc.,  la  résultante 
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OG  des  moments  principaux  ON,  ON',  etc.,  de 
chacune  d'elles.  Il  en  résulte  que  la  somme  des 
m^oments  des  forces  par  rapport  à  une  droite 
qtœkonqtœ  OD  passant  par  V origine  est  égale 
à  la  projection  du  mmnent  principal  OG  sur  cette  droite.  En  effet, 
OG  étant  la  résultante  de  ON,  ON',  etc.,  sa  projection  est  la 
somme  de  celles  de  ON,  ON,  etc.,  ou  des  moments  des  forces 

f,  f\  etc. 

4®  Valeurs  de  la  somme  8  des  projections  des  forces  sur  une 
droite  quelconque  OD  passant  à  Vmiginej  et  delà  som^ne  S'  de 
leurs  moments  par  rapport  à  cette  droite.  —  On  connaît  par  hypo- 
thèse pour  chaque  force  ses  projections  X,  Y,  Z  sur  les  axes,  et 
les  formules  trouvées  ci-dessus  donnent  ses  moments yZ — zY^  etc., 
par  rapport  aux  axes.  On  peut  en  tirer  les  sommes  P,  Q,  R  des 
moments  des  forces,  et  les  sommes  L,  M,  N  de  leurs  projections 
sur  les  axes.  On  connaît  aussi  OD  et  par  suite  ses  angles  a,  ^,  7 
avec  les  axes. 

Nous  allons  démontrer  que  les  sommes  cherchées  sont  : 

S  =  L  cos  a  H-  M  cos  p  -1-  N  cos  Y,  S'  =  P  cos  a  +  Q  cos  p  +  R  cos  y- 

D'après  le  théorème  VI  du  numéro  3  on  a 

p  =  X  cosa  -\-  y  cos  p  +  2  cos  7. 

p  étant  la  projection  d'une  droite  quelconque  sur  OD,  et  x^  y,  z 
ses  projections  sur  les  axes. 

Prenons  pour  cette  droite  le  moment  principal  OG  du  système 
de  forces.  Sa  projection  sur  une  droite  est  la  sonnne  des  moments 
par  rapport  à  cette  droite  ;  ainsi  ses  projections  sur  OX,  OY,  OZ, 
OD  sont  P,  Q,  R,  et  la  quantité  cherchée  S'.  H  suf6t  de  remplacer 
^y  y  y  ^y  P  V^^  ?>  Q,  Rj  S'  dans  l'équation  précédente  pour  trouver 
la  valeur  de  S'  à  démontrer. 

Quant  aux  projections  des  forces,  elles  ne  changeront  pas  si  on 
les  déplace  toutes  parallèlement  de  façon  qu'elles  soient  appliquées 
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à  l'origine.  Soit  alors  OK  leur  résultante  ;  sa  projection  sur  toute 
droite  est  la  somme  de  celles  des  forces  ;  ses  projections  sur  OX, 
OY,  OZ,  OD  sont  donc  L,  M,  N  et  la  quantité  cherchée  S  qu'il 
suffit  de  substituer  à  x^  y^  z,  p  pour  trouver  la  valeur  de  S. 


15.  Chaugement  de  coordonnées;  cas  oU  le  sys- 
tème se  réduit  à  une  forée  unique.  Couples.  —  Cou- 
naissant  les  sommes  L,  M^  N,  P,  Q,  R  des  projections  et  des  mo- 
ments desL  forces,  cherchons  leurs  valeurs  L',  M',  N',  F,  Q',  R', 
correspondant  à  de  nouveaux  axes. 

Si  on  change  la  direction  des  axes  en  conservant  la  même  ori- 
gine, la  question  est  résolue  par  les  valeurs  de  S,  S'  du  numéro 
précédent,  en  prenant  pour  OD  tour  à  tour  chacun  des  nouveaux 
axes. 

Il  ne  reste  à  examiner  que  le  cas  où  l'on  change  l'origine,  et 
comme  il  est  superflu  de  faire  les  deux  changements  à  la  fois, 
nous  admettrons  que  les  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  anciens 
et  de  même  sens.  De  la  sorte,  les  sommes  de  projections  ne  chan- 
gent pas,  de  sorte  qu'on  a 

L'  =  L,    M'  =  M,    N'  =  N 

Ensuite,  en  désignant  par  a,  6,  c  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  0',  par  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  force  f  sur  les  axes, 
par  a;,  y,  z  les  coordonnées  anciennes  de  son  point  d'application, 
les  nouvelles,  d'après  le  numéro  4,  sont  x  —  a^y  —  h^  z  —  c,  et 
par  conséquent  son  moment  par  rapport  à  l'ancien  axe  des  z^  qui 
était  xY  —  yX,  deviendra  par  rapport  au  nouveau 

(X  — a)Y  — (1/— 6)X, 

X  et  Y  étant  les  mêmes.  En  l'ajoutant  pour  toutes  les  forces  on 


aura 


R  =S  [(x-«)Y  — (y-6)x] 
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ou 

Or  Lj  M,  E  désignent  les  expressions 

L  =  SX,  M  =  SY,  R  =  2  (a;Y  —  y\) 

d'où  résulte 

R'  =  R  4-  U  —  Ma 


Il  est  clair  que  cette  formule  restera  exacte  en  remplaçant 
chaque  axe  par  le  suivant  ou  chaque  lettre  par  celle  qui  la  suit 
dans  Tordre  alphabétique,  et  cela  séparément  pour  chacun  des 
groupes  (P,  Q,  R),  (P',  Q',  R'),  (L,  M,  N)  (a,  b,  cl  On  trouvera 
ainsi 

P'  =  p  +  Me  —  m 

Q'  =  Q  -f-  Na  —  Le 

R'  =  R  +  L6  —  Ma 

Cas  où  le  système  est  réductible  à  une  force  unique  (p.  —  Pour 
trouver  s'il  en  est  ainsi,  remarquons  qu'en  plaçant  l'origine  0'  en 
un  point  de  la  direction  de  y  on  devrait  avoir  P'  =:  Q'  =  R'  =  o; 
ainsi  les  coordonnées  a,  6,  c  du  point  devraient  satisfaire  les 
équations 

P  -j_  Me  —  Nfc  =  0 
0  4-  Nfl  —  Le  =  0 
R  -I-  L6  —  Ma  =  0 

Réciproquement  si  Ton  peut  trouver  pour  a,  h,  c  des  valeurs 
satisfaisant  ces  équations,  les  sommes  P',  Q',  R'  seront  nulles,  et 
nous  avons  vu  au  numéro  12  que  les  forces  se  réduisent  alors  à 
une  seule  passant  en  0'. 

En  ajoutant  les  équations  multipliées  par  L,  M,  N,  les  termes 
en  a,  h,  c  se  détruisent,  et  l'on  trouve 

LP  +  MQ+NR  =  o 

C'est  une  condition  sans  laquelle  il  n'y  a  pas  de  solution.  Il  y  en 
aura  une  si  elle  est  satisfaite,  pourvu  que  L,  M,  N  ne  soient  pas 
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nulles  à  la  fois  ;  en  effet,  supposons,  par  exemple,  N  différente  de  o. 
En  prenant 

valeors  dont  le  dénominateur  N  n'est  pas  nul,  les  deux  premières 
équations  seront  identiques,  et  la  troisième  se  réduira  à 
LP  +  MQ  +  NR  =  0,  relation  qu'on  a  supposée  exacte. 

Celle-là  est  encore  satisfaite  siL=M  =  N=o,  seul 
cas  qui  nous  reste  à  examiner;  si  l'on  avait  en  même  temps 
P  =  Q  =  R  =  0,  le  système  serait  en  équilibre  ;  si  cela  n'a  pas 
lieu,  il  n'est  pas  équivalent  à  une  force  unique.  En  effet,  quels  que 
soient  a,  ft,  c,  les  valeurs  de  F,  Q'  R'  se  réduisent  à  P,  Q,  R  et  par 
suite  ne  sont  pas  nulles. 

En  outre,  P,  Q,  R  étant  les  projections  du  moment  principal 
sur  les  axes,  ce  moment,  quelle  que  soit  Torigine,  reste  parallèle 
à  lui-même,  en  conservant  la  même  valeur  et  le  même  sens. 

Couples.  —  On  nomme  ainsi  l'assemblage  de  deux  forces  égales 
et  parallèles  de  sens  contraire,  qui  ne  sont  pas  directement  oppo- 
sées, telles  que  AF,  BF. 

Il  rentre  dans  le  cas  précédent,  car  les  pro-  \^ 
jections  des  deux  forces  ont  évidemment  une 
somme  nulle. 

Le  moment  principal  ON  du  système  qu'on 
nomme  aussi  axs  du  couple,  est  alors  le  même  que  si  l'on  trans- 
portait l'origine  en  0'  sur  BF.  Il  se  réduirait  alors  au  moment 
principal  de  AF,  celui  de  BF  étant  nul  ;  c'est  donc  le  produit  de 
la  force  AF  par  la  distance  des  deux  forces,  produit  que  l'on 
nomme  le  moment  duœuple;  il  est  dirigé  de  façon  que  AF  tende  à 
faire  tourner  autour  de  lui  dans  le  sens  direct;  ON  a  le  même 
sens,  est  égal  au  moment  du  couple  et  perpendiculaire  à  son 
plan. 

Il  est  clair  que  tout  système  de  forces  pour  lequel  les  sommes 
L,  M,  N  sont  nulles  sans  que  P,  Q,  R  le  soient  se  réduit  à  un 
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couple,  car  on  peut  en  trouver  un  pour  lequel  P,  Q,  R  aient  des 
valeurs  données. 

n  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  que  deux  couples  de  même 
moment  et  de  même  sens,  placés  dans  le  même  plan  ou  dans  des 
plans  parallèles,  sont  deux  systèmes  équivalents,  car  leur  moment 
principal  déterminé  par  la  règle  précédente  est  le  même. 

Si  plusieurs  couples  ont  leurs  plans  parallèles  à  celui  des  xy, 
leurs  axes  sont  parallèles  à  OZ,  de  même  que  le  moment  principal 
de  leur  ensemble,  et  Ton  a  P  =  Q  =  o,  outre  L  =  M  =  N  =  o. 
De  la  sorte,  l'effet  du  système  dépend  uniquement  de  la  somme  R 
des  moments  des  forces  par  rapport  à  OZ  ;  si  elle  était  nulle,  les 
forces  se  feraient  équilibre. 

Les  propriétés  des  couples  sont  fréquemment  employées  comme 
moyen  de  démonstration  des  conditions  d'équilibre  d'un  solide  ; 
en  outre,  elles  fournissent  un  mode  de  transformation  d'un  système 
de  forces  qui  peut  être  quelquefois  avantageux,  savoir  :  On  peut 

transporter  parallèlement  une  force  AF  en  un  point 
quelconque  B,  c'est-à-dire  la  remplacer  par  BF  égale 
et  parallèle  à  AF  dans  le  même  sens,  pourvu  qu'on 
y  joifjne  le  coujjle  de  déplacement  formé  par  AF  et 
BF'\  celle-ci  étant  égale  et  opposée  à  BF.  En  effet, 
BF  et  BF  se  détruisant,  l'effet  de  AF  n'est  pas  changé. 

16.  £qallibre  et  transformation  des  forces  paral- 
lèles. —  Nous  avons  vu  au  numéro  1 3  la  disposition  de  trois 
forces  parallèles  en  équilibre  ;  en  remplaçant  les  lettres  f  f  f  par 
Py  7,  r,  les  forcés  p^  q  doivent  être  inversement  proportionnelles 
à  leurs  distances  à  r,  et  il  en  est  évidemment  de  même  si  ces  dis- 
tances AC,  BC  sont  mesurées  sur  une  transver- 
sale quelconque,  d'où  résulte  pour  les  conditions 
d'équilibre 

/)        BC 


TZ 


i\        A  G 


P  +  Ç 
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Comme  on  Fa  vu  au  numéro  13,  chacune  des  forces,  prise  en 
sens  contraire,  est  équivalente  aux  deux  autres  réunies,  et  on  la 
nomme  encore  leur  résultante^  bien  que  les  composantes  ne  se 
rencontrent  pas. 

Quand  on  ne  considère  que  l'effet  d'une  force,  on  peut  regarder 
son  point  d'application  comme  indéterminé  sur  sa  direction  ;  mais 
dans  la  théorie  des  forces  parallèles  on  suppose  ces  points  bien 
déterminés  sur  les  deux  composantes,  et  on  admet  que  le  point 
d'application  de  la  résultante  doit  être  placé  sur  la  droite  joignant 
les  deux  attires;  de  la  sorte,  les  composantes  étant  appliquées  à 
deux  des  points  A,  B,  C,  la  résultante  Test  au  troisième. 

C'est  par  suite  de  cette  convention  géométrique  spéciale  qu'il 
existe  pour  les  forces  parallèles  une  théorie  à  part,  ne  rentrant 
pas  dans  la  statique  générale. 

D  résulte  de  la  disposition  des  forces  en  équilibre  que  la  résul- 
tante de  deux  forces  p  et  q  de  même  sens,  ou  l'opposée  de  r,  est 
située  entre  p  et  q;  elle  a  le  même  sens  et  est  égale  à  leur  smnme, 
La  résultante  de  deux  forces  p^  r  de  sens  contraire^  ou  l'opposée  de 
^,  est  la  différence  de  r  —  p  des  composantes;  elle  a  le  sens  de  la 
plus  grands  r,  et  se  trouve  placée  en  deJtors  de  leur  intervalle,  du 
côté  de  la  plus  grande. 

Dans  les  deux  cas,  comme  dans  la  position  d'équilibre,  les  points 
d'application  sont  liés  par  la  proportion  double 

BC       A  G       AC  +  BG       AB 

de  sorte  que  les  forces  p^  q,  r  sont  proportionnelles  chacune  à  la 
distaywe  des  points  d'application  des  deux  autres.  Réciproquement 
de  cette  proportion  on  tirerait  r  =  p  -\-  q. 

Quand  les  composantes  sont  de  sens  contraire,  il  faut  exclure 

■ 

le  cas  où  elles  seraient  égales  ou  formeraient  un  couple.  La  règle 
précédente  donnerait  une  résultante  nulle  et  serait  inapplicable, 
et  nous  savons  d'ailleurs  que  le  couple  n'est  pas  réductible  à  une 
force  unique. 
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La  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles 

fy  fy  fi  etc.,  appliquées  en  A,  A',  A^ 
cji:^ ^  '  etc. ,  s'obtient  par  des  compositions  suc- 
cessives conformes  aux  règles  précé- 
>^'  dentés  : 

On  cherchera  d'abord  la  résultante  ^  de  f^f  et  son  point  d'ap- 
plication C  sur  AA',  ensuite  y  résultante  de  cp  et  f'%  et  son  point 
d'application  C  sur  CA"  ;  puis  cp"  résultante  de  cp'  et  /"'"  et  son 
point  d'application  C"  sur  C'A'",  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  résul- 
tante totale  R,  dont  le  point  *d'application  G  se  nomme  le  centre 
des  farces  parallèles. 

Théorème  des  momenis.  —  Pour  remplacer  cette  méthode  gra- 
phique ou  ce  tracé,  par  des  formules  équivalentes,  on  nomme  r^w- 
ment  d'une  fqrce  par  rappmi  à  un  plan  le  produit  de  la  force  par 
la  distance  de  son  point  d'application  au  plan,  cette  distance  étant 
considérée  comme  positive  d'un  côté  du  plan,  négative  de  Tautre. 
En  même  temps  on  convient  de  regarder  comme  positives  les 
forces  agissant  dans  un  sens  déterminé,  les  autres  étant  négatives. 
Le  théorème  consiste  en  ce  que  le  moment  de  lu  résultante  de  plu-- 
sieurs  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan  est  In  somme-  algé- 
brique de  ceux  des  comj>osantes. 

En  prenant  le  plan  pour  celui  des  xy^  il  est  clair  que  les  dis- 
tances des  points  d'application  au  plan,  avec  leurs  signes,  seront 
leurs  ordonnées  z,  ^,  /',  etc.  Démontrons  en  premier  lieu  le  théo- 
rème pour  deux  forces  p,  q  de  même  sens,  r  étant  leur  résultante, 
et  A,  B,  C  les  points  d'application. 

Considérons  d'abord  les  forces  comme  positives  ;  soient  ^^  ^  les 
ordonnées  de  A  et  B,  ç  celle  de  C,  et  y  l'angle  de  la  droite  ACB 
avec  OZ  ;  il  est  le  même  pour  les  droites  AC  et  CB  ;  d'après  le 
numéro  4  on  aura  donc 

C-s  2'-C 

cosT=    AC    '         '''^^      BC   ' 
ou 


57 
2  —  C      B  C        p 

et  en  transportant  chaque  terme  de  cette  égalité  dans  le  membre 
où  a  est  positif, 

pz  +  qz'  =  (p  +  ^)C  =  rC, 

c'est-à-dire  le  moment  de  r  est  la  somme  de  ceux  de  p  et  q, 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  Le  résultat  serait  le  même  si  les 
forces  p.  q,  r  étaient  négatives,  les  moments  changeant  tous  les 
trois  de  signe. 

Si  Ton  change  le  sens  de  r  et,  par  suite,  son  signe  et  celui  de 
son  moment,  on  aura  pour  trois  forces  en  équilibre 

mom.  p  +  mon),  q  +  niom.  r  ^  o 

Si  l'on  change  encore  le  sens  de  /y,  qui  devient  ainsi  la  résul- 
tante des  deux  autres,  l'égalité  prend  la  forme 

mom.  q  =  mom.  p  -(-  mom.  r 

le  théorème  est  donc  encore  exact  pour  deux  composantes  de  sens 
contraire. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  ci-dessus  d'un  nombre  quelconque 
de  forces  /*,  /',  f,  etc.,  dont  les  résultantes  successives  sont 
V,  v'>  ?'?  ^tc,  on  aura 

mom.  rf  =  mom.  f  -\-  mom.  f ,  mom.  y'  =  mom.  *p   j-  mom.  f*\ 

mom.  ç>"  =  mom.  '^'  +  mom.  f'\  etc. 
ou 

mom.  ç'  =  mom.  /*+  mom.  f  -|-  mom.  f\         mom.  tf"  =  mom,  f  -\-  etc. 

et  ainsi  de  suite  jusqu'au  moment  de  la  résultante  finale  R  qui  sera 
la  somme  de  tous  les  autres  ;  le  théorème  est  par  suite  démontré. 

D'après  le  signe  attribué  aux  forces,  il  est  clair  que  la  résul- 
tante de  deux  forces  est  toujours  égale  à  leur  somme  algébrique, 
et  il  est  aisé  d'étendre  cette  règle  à  la  résultante  finale  R  qui 
sera  ainsi  la  somme  algébrique  /*  +  /^  -f-  /^'  -f  etc. 

Voici  les  formules  qui  expriment  les  résultats  précédents  :  Dé- 
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signons  par  x^,y^,  z^  les  coordonnées  du  point  G,  centre  des  forces 
parallèles,  et  par  x^  y,  z  celles  du  point  d'application  de  f,  ces 
lettres  avec  des  accents  correspondant  de  même  à  f^  f\  etc.  Le 
théorème  exprime  que  R^^  =  /"^  -f-  /^/  ~j-  etc.  =  2/>.  Le  même 
raisonnement  s'appliquant  aux  autres  coordonnées,  on  a 

Ces  formules  déterminent  entièrement  la  position  du  même 
point  G  qu'on  avait  trouvé  d'abord  par  un  tracé.  La  seule  excep- 
tion, que  nous  examinerons  bientôt,  est  le  cas  où  l'on  aurait  R  =  o. 

Bemarques  s^ur  les  résultats  précédents. 

P  Le  tracé  ne  dépendait  pas  des  axes  ;  ainsi  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  choisisse,  a;,, y,,  z^  seront  toujours  les  coordonnées 
d'un  même  point  G. 

2^  Si  l'on  change  l'ordre  de  la  composition  des  forces,  ^, ,  y , ,  z^ 
restent  identiquement  les  mêmes,  et,  par  suite,  le  point  G  trouvé  par 
le  tracé  ne  change  pas  non  plus.  Par  conséquent,  on  peut  rempla- 
cer quelques-unes  des  forces  par  leur  résultante  prise  à  part,  car 
en  employant  la  méthode  du  tracé  ou  des  compositions  successives, 
cela  revient  à  les  commencer  par  celles  de  ces  forces. 

3®  Si  tous  les  points  d'application  sont  dans  un  même  plan,  en 
le  prenant  pour  celui  des  xy,  il  suffira  de  déterminer  x,,  y,\  les 
moments  signifieront  alors  les  produits  des  forces  par  la  distance 
des  points  d'application,  non  à  un  plan,  mais  à  une  droite  OX 
ou  OY. 

De  même  si  tous  les  points  d'application  étaient  sur  une  même 
droite  OX  il  suffirait  de  connaître  x,. 

Cas  où  R  =  0,  Conditions  d'équilibre,  —  Quand  R  est  nul,  les 
forces  sont  en  équilibre  ou  se  réduisent  à  un  couple,  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  qus  les  sommes  des 
Duyments  par  rapport  à  deux  plans  rectangulaires  parallèles  aux 
forces  soient  séparément  nulles. 
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En  eflfet,  nous  poavons  admettre  qu'on  n'a  pas  f  =  o\  soit  alors 
R'  la  résultante  des  autres  forces  /*',  f",  etc.,  et  X,  Y,  Z  les  coor- 
données de  son  point  d'application  G',  celui  de  f  étant  A;  on  aura 
ainsi 

R'X  =  fx  +  fx"  +  etc.,  R'  +  /•=  R  =  0, 

de  sorte  que  R'  ou  —  /'  n'est  pas  nulle. 

Prenons  maintenant  l'axe  des  z  parallèle  aux  forces  ;  les  som- 
mes S,  S'  de  leurs  moments  par  rapport  aux  plans  des  xz  et  des 
yz  seront 

S  -=  fx  +  fx  +  etc.  =  fx  +  R'X  =  fix  —  X),  S' =  f  {y  —  Y) 

Le  système  est  réduit  à  deux  forces  R',  f  égales  et  de  sens 
contraire,  et  celles-ci  formeront  un  couple,  à  moins  que  leurs  points 
d'application  G',  A  soient  placés  sur  une  même  parallèle  aux  forces 
ou  à  OZ,  auquel  cas  les  forces  seront  directement  opposées  et  se 
détruiront.  Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  donc  X  =  .r, 
Y  =  y,  ou  ce  qui  revient  au  même  S  =  o,  S'  =  o.  C'est  ce  qu'il 
fallait  démontrer,  S  et  S'  étant  les  sommes  des  moments  par 
rapport  aux  plans  rectangulaires  des  xz  et  des  yz. 

17.  Centres  de  gravité.  —  La  pesanteur  est  une  force 
générale  qui  anime  tous  les  corps  placés  à  la  surface  de  la  terre. 
Elle  agit  sur  toutes  les  parties  dans  lesquelles  on  peut  supposer  un 
corps  partagé  et  se  compose  ainsi  d'un  ensemble  de  forces,  nom- 
mées les  poids  de  ces  parties,  et  dirigées  suivant  la  verticale  ;  on 
peut  les  considérer  comme  parallèles  pour  un  corps  de  dimensions 
ordinaires,  en  négligeant  les  variations  de  la  pesanteur  dues  à 
l'altitude  et  à  la  latitude. 

En  supposant  que  le  corps  soit  un  solide,  ces  forces  ont  une 
résultante  dont  le  point  d'application  se  nomme  le  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

Supposons  d'abord  le  solide  partagé  en  plusieurs  parties,  de 
poids  ^,^',jî",  etc.,  pour  chacune  desquelles  le  centre  de  gravité 


60 

soit  déjà  connu  ;  désignons  les  cordonnées  de  ce  centre  par  x,  y,  z 
pour  la  première  partie,  par  ^',  ^,  ^  pour  la  seconde  et  ainsi  de 
suite.  Soient  aussi  x,^y,^  z^  celles  du  centre  de  gravité  G  du  corps 
total  et  P  son  poids. 

Nous  avons  vu  au  numéro  précédent  que  le  centre  des  forces 
parallèles  n'est  pas  changé  si  l'on  remplace  une  portion  des  forces 
par  leur  résultante  prise  à  part  et,  par  conséquent,  nous  l'obtien- 
drons en  composant  les  résultantes  partielles  correspondant  à 
chaque  partie  du  corps,  ou  les  poids  i>,|>',  etc.  En  remplaçant  dans 
les  formules  générales  les  lettres  f^  f^  etc.,  par  ju,  p\  etc.,  nous 
aurons  ainsi 

D  I     '    I     "   I     •  V^  -\~  V'^'  H-  etc.  pi/  +  etc. 

P  =  P  +  P  +P  +elc.,      x,=  '^p  ,     v,=  ^^— p— 

pz  +  etc. 

formules  qui  déterminent  le  point  G,  et  on  le  trouverait  également 
en  composant  successivement  les  forces  ;?,  /)',  etc.,  par  la  méthode 
du  tracé. 

Si  l'on  ne  connaît  pas  le  centre  de  gravité  des  diverses  parties 
on  peut  encore  employer  les  mêmes  formules,  en  supposant  les 
parties  assez  petites  pour  qu'il  soif  indifférent  de  prendre  pour  le 
centre  de  gravité  de  chacune  d'elled  un  point  quelconque  qui  lui  soit 
intérieur.  Voici  ce  que  cela  signifie  :  Admettons  que  pour  chaque 
partie  Terreur  commise  sur  la  valeur  de  x,  .^,  etc.,  c'est-à-dire  la 
quantité  dont  elle  peut  varier  suivant  le  point  intérieur  qu'on 
choisit,  soit  au  plus  de  a  :  l'erreur  commise  sur  la  somme 
jjx  -j-  p'x'  -f  etc.,  sera  au  plus  />jc  +  p'y.  +  etc.,  et  il  en  résulte 
pour  celle  de  x^ 

pa  +  p'a  +  p"a  +  etc. 
p-rP'  +  f+  etc. 

OU  X  ;  la  même  remarque  s'applique  à  y,  et  z, . 

On  aura  donc  les  coordonnées  du  point  G  avec  une  exactitude 
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indéfinie  en  prenant  les  parties  du  corps  très  petites,  car  il  est 
clair  que  a  décroit  ainsi  sans  limite. 

La  position  du  centre  de  gravité  par  rapport  au  solide  reste  la 
même  si  Von  déplace  celui-ci  d'une  manière  quelconque.  En  effet, 
supposons  qu'on  déplace  en  même  temps  les  axes  comme  s^ils 
étaient  liés  au  solide.  Les  coordonnées  rr,  y,  z^  af,  ^,  etc.,  resteront 
les  mêmes  ;  on  en  peut  dire  autant  de  jp,  p',  p\  etc.,  et  par  suite, 
des  valeurs  de  x^,  y^^  z^  qui  déterminent  la  position  de  6  par  rap- 
port au  corps. 

De  là  résulte  une  règle  pratique  pour  la  trouver  :  si  l'on  sus- 
pend de  deux  manières  le  corps  à  un  point  fixe,  le  centre  de 
gravité  se  plaçant  chaque  fois  sur  la  verticale  de  ce  point, 
sera  déterminé  par  l'intersection  de  deux  droites  intérieures  au 
corps. 

Nous  verrons  au  chapitre  V  les  méthodes  propres  à  trouver  le 
centre  de  gravité  d'un  corps  quelconque,  ces  méthodes  servant  à 
la  fois  à  plusieurs  questions  analogues.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
nous  bornerons  à  des  règles  simples  qui  permettent  de  le  trouver 
souvent  sans  employer  le  calcul  intégral. 

Cas  où  le  corps  est  homogène.  —  Les  poids  des  parties  sont  alors 
proportionnels  à  leurs  volumes  v,  v',  v\  etc.,  et  il  est  indifférent, 
dans  la  formule 

px  +  p'x  -f-  etc. 


X,   = 


P  +  P   +  etc. 


et  ses  analogues,  de  remplacer^;,  p',  etc.,  par  v,  xf^  etc. 

Le  centre  de  gravité  d'une  surface  signifie  celui  d'une  couche 
homogène,  d'épaisseur  uniforme  infiniment  petite,  figurée  par  la 
surface.  Celui  d'une  ligne  la  suppose  de  même  assimilée  à  un  fil 
homogène  infiniment  mince  et  de  section  constante.  Les  volumes 
Vy  v\  etc.,  deviennent  dans  ces  deux  cas  de  petites  portions  de 
surface  ou  de  ligne. 

Première  règle.  —  S'il  existe  dans  le  solide  un  plan  de  symétrie 
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le  centre  de  gravité  G  doit  s'y  trouver  y  car,  par  suite  de  la  symé- 
trie, les  centres  de  gravité  G',  G"  des  deux  parties  sont  à  égale 
distance  de  part  et  d'antre  de  ce  plan,  et  des  poids  égaux  leur 
étant  appliqués,  le  centre  G  est  au  milieu  de  G'  G". 

S'il  y  a  plusieurs  plans  de  symétrie,  il  est  sur  chacun  d'eux  ; 
pour  un  cercle  ou  une  sphère,  il  est  donc  au  centre.  Pour  une 
droite,  il  est  au  milieu,  et  on  peut  assimiler  à  une  droite  toute 
aire  plane  comprise  entre  deux  droites  parallèles  infiniment  voi- 
sines. 

Seconde  règle.  —  Si  un  solide  est  décmnposable  en  parties  dont 
les  centres  de  gravité  soient  tous  sur  un  même  plan  ou  sur  une 
même  droite^  le  centre  G  s'y  trouve  aussi,  comme  on  le  voit  en 
composant  entre  eux  ceux  des  parties. 

£n  particulier,  si  des  poids  égaux  sont  appliqués  à  des  points 
équidistants  sur  une  même  droite,  le  centre  de  gravité  G  est  au 
milieu  de  l'intervalle  du  premier  et  du  dernier,  comme  on  le  vérifie 
en  composant  séparément  entre  eux  ceux  qui  sont  à  égale  distance 
des  extrêmes. 

Les  règles  qui  précèdent  sont  applicables  aux  cas  suivants  : 

Parallélogramme,  —  En  le  partageant  en  bandes  minces 
par  des  parallèles  à  une  base  et  assimilant  ces  bandes  à  des 
droites,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  est  sur  toute  droite  joi- 
gnant les  milieux  de  deux  côtés  opposés.  Il  est  donc  au  centre  de 
figure. 

Triangle,  —  Des  parallèles  à  une  base  le  partagent  en  bandes 
aj  ant  leurs  milieux  sur  la  médiane  correspondante.  Le  centre  G 
est  donc  sur  chaque  médiane,  et  l'on  sait  que  l'intersection  des 
médianes  se  trouve  sur  chacune  aux  deux  tiers  à  partir  du 
sommet. 

Polygone,  —  Son  centre  de  gravité  se  détermine  en  composant 
ceux  des  triangles  dans  lesquels  on  peut  le  partager.  Il  faut 
remarquer  que  si  deux  polygones  sont  semblables  les  lignes  em- 
ployées pour  déterminer  le  centre  de  chacun  forment  des  figures 
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semblables  et  par  suite,  les  centres  de  gravité  des  deux  polygones 
s'y  trouvent  dans  des  positions  homologues. 

Volume  prisnKUique  ou  cylindnque,  droit  ou  6blU£ue,  compris 
entre  dsux  bases  parallHes  de  forme  quelconque,  —  Des  plans 
équidistants  parallèles  aux  bases  interceptent  des  tranches  minces, 
égales  entre  elles,  assimilables  à  des  surfaces  et  ayant  leurs  cen- 
tres de  gravité  sur  la  droite  G'G"  qui  joint  ceux  des  bases,  car  ces 
points  ont  ainsi  des  positions  identiques  dans  chaque  section.  En 
outre,  on  peut  supposer  les  centres  de  gravité  des  tranches  placés 
au  milieu  de  leur  épaisseur.  Ils  sont  de  la  sorte  équidistants,  et 
des  poids  égaux  leur  étant  appliqués,  le  centre  de  gravité  G  est 
au  milieu  de  G' G". 

Zone  sphérique,  —  Ce  cas  est  semblable  au  précédent  ;  si  G',  G" 
sont  les  centres  des  bases,  des  plans  équidistants  parallèles  à  ceux 
des  bases  interceptent  des  zones  minces  de  même  hauteur  et  de 
surfaces  équivalentes,  ayant  leurs  centres  de  gravité  sur  G'G";  ils 
peuvent  être  supposés  équidistants,  et  des  poids  égaux  leur  étant 
appliqués,  le  point  G  est  au  milieu  de  G' G". 

Volume  d'une  pyramide  à  base  quelconque  —  Le  centre  de  gra- 
vité G  est  sur  la  droite  joignant  le  sommet  S  au  centre  de  gravité 
G'  de  la  base,  aux  trois  quarts  à  partir  du  sommet. 

En  effet,  des  plans  parallèles  à  la  base  partagent  le  corps  en 
tranches  minces,  semblables  entre  elles  et  ayant  leurs  centres  de 
gravité  sur  SG',  car  de  la  sorte  ils  ont  sur  chaque  section  des 
positions  homologues.  Il  reste  à  démontrer  que  G  s'y  trouve  aux 
trois  quarts,  et  il  suffit  évidemment  de  faire  cette  vérification  pour 
un  des  tétraèdres  de  sommet  S  dans  lesquels  le  solide  peut  être 
décomposé. 

Pour  cela  menons  un  plan  par  l'arête  SA  et  le  milieu  B  de 

J'arète  opposée  ;  en  prenant  BG'  =       BA, 

o 

BG"  =  --  BS,  G'  sera  le  centre  de  gravité 
de  la  base.  G"  celui  de  la  face  opposée  au 
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sommet  A,  et  G  doit  être  à  la  fois  sur  SG'  et  AG"  ;  il  résulte  alors 
des  triangles  semblables  BAS,  BG'G"  qu'on  a 

GG'      G'G"      BG'       1  _,       i   _        i   _, 

SG  =   SA  =  BÂ  ^  X'  ^^'  =   3"^^  =  T  ^^' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


CHAPITRE  II 


APPLICATIONS     DE    LA    STATIQUE 


18.  Équilibre  d^nn  »oli((le  ue  pouvant  qne  tonrner 
autour  d'un  axe  fixe.  —  Nous  savons  que  la  somme  algé- 
brique des  moments  des  forces  par  rapport  à  l'axe  doit  être  nulle. 
Premier  exemple.  —   Treuil   ordinaire.   Il  se  compose  d'un 

arbre  ou  cylindre  horizontal  AB  ne  pouvant 
^  que  tourner  autour  de  son  axe,  et  d'une  roue 


C,  centrée  sur  l'arbre,  auquel  elle  est  fixée. 

La  première  force  p  ou  la  puissance  est  ap- 
pliquée tangentiellement  à  la  roue;  la  résistance  q  est  un  poids 
suspendu  à  une  corde  enroulée  sur  l'arbre  et  que  la  force  p  doit 
faire  monter.  Les  forces  agissent  ainsi  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à  Taxe.  Leurs  bras  de  levier  sont  évidemment  les  rayons 
II,  r  de  la  roue  et  de  l'arbre  ;  la  condition  d'équilibre  est  par  suite 

D  P  ^ 

pn  —  qr  ^1=1  0     ou  -^  =  ■ 

q  K 

En  A  et  B  l'arbre  est  prolongé  par  des  cylindres  de  petit  rayon, 
nommés  tourillons,  dont  nous  verrons  plus  tard  le  but  ;  ils  ont  le 
même  axe  que  l'arbre  et  reposent  sur  deux  appuis. 
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La  puissance  fera  monter  le  poids  q  poar  pen  qa'elle  dépasse 

or 

-    ;  toutefois  en  pratique  elle  devra  être  un  peu  plus  grande  à 

cause  du  frottement. 

Second  exemple.  Balance  romaine.  —  Un  levier  ou  barre  AOL 

ne  peut  que  tourner  autour  d'un    A       o  a  c i 

point  fixe  0.  Il  y  est  suspendu  en   //\        ^        ^ 
A  un  plateau,  où  Ton  met  l'objet  à  ^^'^^ 

peser,  de  poids  q.  Un  poids  mobile  p  peut  se  placer  à  volonté  en 
tout  point  de  la  branche  OL  ;  soit  C  la  position  où  il  fait  équilibre 
au  poids  q,  et  B  celle  où  il  fait  équilibre  au  plateau  vide.  Dans  les 
deux  cas,  les  moments  des  forces  par  rapport  au  point  0  sont 
égaux  de  part  et  d'autre  ;  il  en  est  donc  de  même  de  l'accroisse- 
ment de  ces  moments  quand  on  passe  du  second  cas  au  premier  ; 
le  moment  du  poids  p  est  tantôt  p  x  QB,  tantôt  p  x  OC,  et  son 
accroissement  p  x  BC]  de  l'autre  côté,  le  moment  additionnel 
est  q  X  OA,  d'où  résulte  q  x  OA  =  ^  X  BC.  Marquons  sur  la 

branche  OL  des  divisions  de  longueur  -  -,  en  plaçant  leur  origine 

en  B,  et  soit  n  le  nombre  de  divisions  indiqué  au  point  C  ;  on  aura 

0\ 

p 

onq  =  n;  les  divisions  marquent  ainsi  les  unités  du  poids  q. 

Troisiè}ne  exemple.  Balance  ordinaire.  —  Le  fléau  de  la  balance 
est  un  levier  tournant  autour  d'un  point  fixe  C  ;  aux  extrémités 
A,  B  sont  suspendus  deux  plateaux  dont  les  poids,  quand  ils  sont 
vides,  se  composent  en  un  seul,  appliqué  toujours  au  même  point  g 
du  fléau  ;  le  poids  de  celui-ci  est  appliqué  à  son  centre  de  gravité 
//  ;  la  somme  p  de  ces  poids  est  celui  de  la  balance,  appliqué  sur 
la  droite  gcf  en  un  point  G  nommé  rentre  de  gravité  de  la  balance, 
quoique  ce  ne  soit  pas  celui  d'un  solide  unique  ;  ce  point  G  reste 
le  même  quelle  que  soit  l'inclinaison  du  fléau.  Voici  les  conditions 
que  la  balance  doit  remplir. 

Quand  elle  est  en  équilibre  et  les  plateaux  vides,  le  point  G  se 

5 
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place  verticalement  au-dessous  du  point  de  suspension  C  ;  la  droite 
AB  doit  alors  être  horizontale.  Il  faut  donc  qu'elle  soit  perpendi- 
culaire à  CG. 
Si  un  poids  q  est  placé  dans  le  plateau  suspendu  en  A,  ce  point 

A  vient  en  A'  et  G  en  G',  de  sorte  qu'il  y 
ait  équilibre,  ou  que,  par  rapport  à  C, 
'^'  les  moments  des  forces  p,  q  appliquées 
en  G',  A'  soient  égaux.  Pour  une  même 
inclinaison,  le  moment  de  p  diminue  soit  avec  p  soit  avec  la  dis- 
tance CG'  ou  CG  et  par  conséquent,  la  force  q  produisant  Téqui- 
libre  diminue  également.  Ainsi,  pour  rendre  la  balance  sensible,  on 
doit  diminuer  le  poids  p  et  prendre  le  point  G  très  près  du  point 
de  suspension. 

Il  convient  que  cette  sensibilité  ne  soit  pas  altérée  quand  les 
deux  plateaux  sont  en  outre  chargés  de  poids  égaux  p'  ou  que 
l'effet  de  ceux-ci  soit  détruit;  comme  ils  se  composent  en  un  seul 
appliqué  au  milieu  de  AB,  on  obtiendra  ce  résultat  en  prenant  ce 
milieu  pour  le  point  C  de  suspension  ;  les  poids  jï;'  sont  alors  détruits 
par  sa  résistance.  Si  les  plateaux  sont  suspendus  au  moyen  d'an- 
neaux leur  point  de  suspension  varie  légèrement  pendant  que  le 
fléau  s'incline.  Ainsi  pour  toute  balance  de  précision  on  doit  em- 
.  ployer  des  couteaux  pour  ces  suspensions  et  celle  du  fléau. 

19.  Remarques  sur  l'emploi  du  principe  des 
vitesses  virtuelles.  —  Ce  principe  admet  une  légère  exten- 
sion, avantageuse  en  pratique,  bien  qu'elle  fût  superflue  pour  les 
applications  qui  en  ont  été  faites  au  chapitre  P',  et  que  pour  cette 
raison  nous  l'ayons  laissée  de  côté  au  numéro  8. 

La  démonstration  de  ce  numéro  reste  évidemment  exacte  si  l'on 
admet  que  deux  points  du  système  puissent  être  réunis  par  un 
fil  tendu  qui  y  est  attaché,  en  supposant  le  fil  infiniment  fin, 
inextensible  et  de  poids  négligeable.  Il  en  est  de  même  si  dans 
l'intervalle  il  passe  sur  un  anneau,  et  Ton  peut  en  dire  autant  si 
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Tanneau  est  remplacé  par  une  poulie  dont  le  fil  se  détache  suivant 

les  tangentes  AA',  BB'  ;  la  poulie  peut  tourner 

«ans  frottement  autour  de  son  centre  0  ;  quant       A^ 

-au  fil,  il  est  comme  adhérent  à  la  poulie  sur  l'arc     .»/  V»^  \g> 

AB,  et  les  cordons  AA  BB'  doivent  dans  l'état 

d'équilibre  avoir  la  même  tension,  sans  quoi  la  poulie  tournerait. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  joue  un  rôle  dans  les  théories 
générales  et  en  particulier  dans  celle  du  mouvement  d'un  système, 
et  nous  aurons  plus  tard  à  l'examiner  de  nouveau.  Mais  dans  ce 
-chapitre  nous  nous  occupons  des  méthodes  les  plus  propres  à 
résoudre  les  questions  de  statique,  même  pour  des  corps  suscep- 
tibles de  déformation,  et  il  existe  pour  cela,  comme  nous  le  ver- 
rons, une  méthode  tout  à  fait  générale,  applicable  également  aux 
systèmes  de  solides. 

Pour  ces  derniers,  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement,  la  méthode 
se  démontre  en  partie  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  mais 
ensuite  elle  est  fréquemment  plus  avantageuse  à  employer  que  le 
principe  lui-même,  la  considération  de  tous  les  déplacements  pos- 
sibles d'un  système  étant  en  général  compliquée. 

Cette  complication  cesse  dans  certains  cas,  et  le  plus  impor- 
tant auquel  nous  bornerons  dans  les  exemples  du  numéro  suivant 
l'application  directe  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  celui 
d'un  système  à  liaisons  complètes.  On  le  nomme  ainsi  quand  cha- 
cun de  ses  points  est  astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée, 

et  qu'en  outre  le  déplacement  de  l'un  d'eux  étant  connu,  celui  de 
tous  les  autres  est  entièrement  déterminé. 

Il  en  est  évidemment  ainsi,  par  exemple,  si  le  système  se  réduit 

à  une  roue  ne  pouvant  que  tourner  autour  de  son  axe  immobile  ; 

si,  en  outre,  elle  communique  forcément  son  mouvement  à  une  série 

d'autres  solides,  comme  cela  a  lieu  dans  diverses  machines,  la 

même  propriété  s'étend  à  leur  ensemble. 

Un  système  à  liaisons  complètes  est  en  outre  supposé  normal 

dans  le  sens  attribué  à  ce  terme  au  numéro  9,  c'est-à-dire  que  si 
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un  petit  déplacement  est  possible,  son  opposé,  dans  lequel  chaque 
point  décrit  le  même  espace  en  sens  contraire,  l'est  également. 
Par  suite,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  9,  il  faut  pour  l'équilibre 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  soit  nulle  pour  tout  petit 
déplacement. 

Cas  le  plus  simple  des  systèmes  à  liaisons  complètes.  —  Ce  cas 
est  celui  où  il  n'agit  que  deux  forces  p,  q,  dirigées  chacune  sui- 
vant la  tangente  à  la  ligne  que  décrit  son  point  d'application;  si 
ex,  (3  sont  les  déplacements  de  ces  deux  points,  les  travaux  sont,  au 
signe  près />a,  (/.S;  leur  somme  devant  être  nulle,  il  faut  pour 
l'équilibre  qu'ils  soient  égaux  et  de  signe  contraire  ;  si  l'un  des 
déplacements  a  le  sens  de  la  force,  l'autre  doit  donc  avoir  le  sens 
opposé,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident.  Il  faut  en  outre  qu'on  ait 

pOi  =:  yp,  -?-    =    -^ 

7  a 

3 

Or,  par  suite  de  la  nature  du  système,  le  rapport    -    des  petits 

déplacements  des  points  d'application  a  une  valeur  bien  connue, 
indépendante  de  leur  grandeur  absolue.  C'est  aussi  le  rapport  de 
leurs  vitesses  simultanées  i;',  v  quand  le  système  est  en  mouve- 
ment. La  condition  d'équilibre  peut  donc  s'écrire 

q  V 

et  l'on  exprime  quelquefois  ce  résultat  en  disant  que  ce  qu'on  gagne 
en  force  on  le  perd  en  vitesse.  De  là  provient  l'expression  de  prin- 
ripe  des  vitesses  virtuelles^  parce  qu'il  a  d'abord  été  trouvé  sous 

cette  forme. 

Ce  principe  est  applicable  à  d'autres  cas.  Toutefois,  si  le  sys- 
tème n'était  pas  normal,  il  aurait  l'inconvénient  de  fournir  les 
conditions  d'équilibre  sous  la  forme  d'inégalités.  Nous  allons  voir 
comment  on  peut  souvent  ramener  un  système  à  pouvoir  être  consi- 
déré comme  normal  ou  même  à  liaisons  complètes,  quand  au 
premier  abord  il  ne  parait  pas  l'être. 


iT  ^ 
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Réduction  des  déplaconents  possibles  d'un  système,  —  Jusqu'ici 
les  forces  ont  été  supposées  complètement  arbitraires  ;  or,  en  pra- 
tique, sans  qu'elles  soient  connues,  puisqu'on  cherche  leurs  condi- 
tions d'équilibre,  elles  sont  presque  toujours  assujetties  à  certaines 
limitations,  par  suite  desquelles  on  est  assuré  d'avance  que  cer- 
tains modes  de  déplacement  du  système  ne  pourront  se  produire. 

Par  exemple,  si  l'on  comprenait  les  poids  et  les  plateaux  d'une 
balance  dans  le  système,  on  pourrait  imaginer  des  forces  détachant 
les  poids  des  plateaux,  mais  celles  dont  on  cherche  l'équilibre  ne 
peuvent  le  faire. 

Nous  nommerons  déplacements  exclus  ceux  qui  sont  ainsi  consi- 
dérés comme  impossibles,  tandis  que  les  autres  seront  les  dépla- 
cements admissibles.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  de 
l'équilibre  sera  alors  que  la  sotmne  des  travaux  des  forces  soit 
négative  ofi  nulle  pour  tous  les  déplacements  admissibles,  c'est-à- 
dire  la  même  que  si  les  déplacements  exclus  étaient  rendus  impos- 
sibles par  les  liaisons. 

En  eifet,  cette  condition  est  nécessaire  ;  d'autre  part,  si  elle  est 
satisfaite,  elle  le  sera  aussi  pour  les  déplacements  virtuels  exclus, 
car  s'il  en  était  autrement  il  n'y  aurait  pas  équilibre,  et  en  rem- 
plaçant, comme  au  numéro  8,  les  forces  par  l'action  unique  d'un 
poids,  celui-ci  descendrait.  Or  cela  ne  peut  arriver  que  si  la 
somme  des  travaux  des  forces  est  positive  ;  comme  il  n'en  est  ainsi 
pour  aucun  des  déplacements  admissibles,  celui  qui  se  produirait 
serait  l'un  de  ceux  que  l'on  a  exclus  ou  supposés  impossibles. 

La  somme  des  travaux  des  forces  est  donc  nulle  ou  négative 
pour  tous  les  déplacements  sans  exception,  et  la  condition  énoncée 
ci-dessus  est  suffisante  pour  l'équilibre. 

Un  système  n'est  pas  normal  s'il  contient  des  solides  simple- 
ment appuyés  l'un  contre  l'autre  et  pouvant  se  séparer,  puisque 
dans  le  déplacement  opposé,  ils  devraient  se  pénétrer.  Il  en  est 
de  même  si  un  fil  est  tendu  entre  deux  points  du  système; 
ceux-ci  peuvent  se  rapprocher  et  le  fil  se  détendre,  mais  ils  ne 
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peuvent  s'éloigner.  Or  dans  beaucoup  de  cas  la  remarque  précé- 
dente ramène  le  système  à  être  normal. 

Par  exemple,  en  cherchant,  comme  au  numéro  précédent,  les^ 
conditions  d'équilibre  d'un  treuil,  on  suppose  l'arbre  assujetti  à 
tourner  autour  de  son  axe,  bien  qu'il  soit  fréquemment  disposé  de 
manière  à  pouvoir  être  soulevé  ou  enlevé  de  ses  appuis.  On  peut 
n'avoir  aucun  égard  à  cette  circonstance,  parce  qu'en  général  les 
deux  forces  dont  on  cherche  la  condition  d'équilibre  ne  peuvent 
produire  ce  soulèvement.  Le  système  devient  ainsi  normal  et  à 
Maisons  complètes. 

Appliquons  encore  ce  qui  précède  à  un  treM'd  à  engrenaffes,  La 
puissance  y;  agit  sur  une  manivelle  de  rayon  r,  dans  le  sens  où  se 
déplace  son  point  d'application  en  tournant  ;  la  résistance  q  est 
un  poids,  suspendu  à  une  corde,  et  que  le  treuil  doit  faire  monter. 
L'appareil  est  en  réalité  susceptible  de  déplacements  anormaux  ;  la 
manivelle  fait  mouvoir  des  roues  dentées  dont  les  dents  sont  sim- 
plement appuyées  et  peuvent  se  séparer;  le  poids  pourrait  se 
soulever  et  la  corde  se  détendre,  mais  la  nature  des  forces  qui 
agissent  ne  permet  pas  ces  mouvements  ;  de  la  sortie,  le  système 
devient  normal. 

En  outre,  il  n'est  pas  possible  que  le  poids  se  balance  ou  que 
la  corde  cesse  d'être  verticale  ;  par  suite  de  cette  nouvelle  exclu- 
sion, le  système  se  trouve  à  liaisons  complètes.  Il  rentre  dans  le 
cas  simple  examiné  plus  haut,  parce  que  les  forces  jj,  q  agissent 
suivant  les  lignes  décrites  par  leurs  points  d'application  ;  v  et  v' 
étant  les  vitesses  simultanées  de  l'extrémité  de  la  manivelle  et  du 

poids  y,        est  le  rapport  des  espaces  que  ces  points  parcourent 

pendant  un  tour  de  la  manivelle  ;  ceux-là  sont  2nr  pour  la  mani- 
velle et  une  certaine  hauteur  h  pour  le  poids.  La  condition  d'équi- 
libre est  ainsi 

p  v'  h 


B 
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La  même  réduction  à  un  système  à  liaisons  complètes  se  pré- 
sente dans  les  applications  du  numéro  suivant,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  l'indiquer  en  détail  pour  chacune. 

Le  résultat  est  toujours  imparfait  en  ce  sens  qu'on  néglige  le 
frottement  ;  toutefois,  en  certains  cas,  celui-ci  n'existe  pas  ou  n'a 
pas  d'influence  sensible.  Par  exemple,  au  numéro  précédent, 
nous  avons  admis  que  le  fléau  d'une  balance  était  v   c 

suspendu  par  un  couteau  C  ;  celui-ci  repose  alors  '^r---^^!!yi---n 
sur  la  gouttière  formée  par  deux  plans  inclinés 
AI,  BL  Mais  le  contact  I  ne  peut  être  celui  d'un  tranchant  par- 
fait :  il  a  une  certaine  largeur  et  peut  s'assimiler  à  la  surface  d'un 
cylindre  de  très  petit  rayon  01,  qui  tourne  autour  c 

de  son  axe  en  glissant  sur  l'appui  ;  on  le  nomme  ^.,...,1^0/^ 
rouleau  defrirtioti,  ^ 

Malgré*  cette  circonstance,  on  peut  regarder  le  solide  comme 
tournant  autour  d'un  axe  fixe  ;  c'est  évident  s'il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment; si  ce  dernier  existe,  on  en  tiendra  compte  en  le  considérant 
comme  une  force  extérieure  inconnue  f,  agissant  sur  le  solide  au 
point  de  contact  I  ;  en  effet,  peu  importe  qu'elle  soit  due  au  contact 
ou  à  toute  autre  cause.  De  la  sorte,  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles ne  cesse  pas  d'être  applicable.  Or  si  le  fléau  s'incline,  le 
point  I  décrit  un  espace  imperceptible  en  comparaison  des  dépla- 
cements des  points  d'application  des  autres  forces  ;  ainsi  par  rap- 
port au  travail  de  ces  forces,  celui  du  frottement,  tout  en  étant 
inconnu,  est  négligeable  et  n'influence  pas  l'équilibre. 

20.  Applications  dn  principe  dcN  vitesNes  vir- 
tuellen» 

Premier  exemple  :  Treuil  (UffrrentieL  — 
Deux  poulies  P,  F,  de  rayons  r,  /,  sont  cen- 
trées sur  un  même  arbre  horizontal,  que  fait 
tourner  la  force  f  appliquée  suivant  AL, 
perpendiculairement  à  un  bras  de  manivelle 
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de  longueur  R.  Le  poids  p  qu'elle  doit  faire  monter  est  suspendu 
par  une  poulie  mobile  Q  à  un  cordon  qui  s'enroule  sur  P  et  se 
déroule  sur  F,  en  supposant  r  >  r'.  Chacune  des  forces  /*,  p  est 
dirigée  suivant  le  déplacement  de   son  point  d'application.  La 

condition  d'équilibre  est  donc  —  =  ^  ;  ce  rapport  est  celui  des 

espaces  décrits  simultanément  par  le  poids  p  et  le  point  A  pendant 
un  tour  de  l'arbre.  Le  second  est  2iTr;  la  longueur  de  cordon  en- 
roulée est  27rr,  la  longueur  déroulée  2iTr'  ;  les  portions  verticales 
des  cordons  ont  ainsi  diminué  en  tout  de  27rr  —  2irr',  ou  chacune 
de  TT  (r  —  î-*)  ;  c'est  ce  dont  le  poids  a  monté,  d'où  résulte 

f         ir  (r  —  r')       r  —  r 


p  2:rR  2R 

Second  cjemple  :  Balance  de  Quhitemps  ou  poids  à  bascule,  — 

Sans  décrire  minutieusement  l'ap- 
pareil, il  suffira  d'une  coupe  lon- 
gitudinale pour  en  comprendre  le 
principe. 
j — ^à. — [_ i  B  DIF  est  un  levier  ne  pouvant 


^  *  que  tourner  autour  du  point  fixe  I  ; 

il  lui  est  articulé  en  D,  E  des  tringles  verticales  DC,  EB  ;  la  pre- 
mière est  articulée  en  C  à  un  levier  horizontal  OC  ne  pouvant  que 
tourner  autour  du  point  fixe  0  ;  la  seconde  est  articulée  en  B  à  une 
plateforme  horizontale  AB  qui  repose  d'autre  part  en  A  sur  le 
point  A'  du  levier  OC  ;  ce  point  est  placé  de  façon  qu'on  ait 

OG       DI 


OA'       El 


Un  objet  de  poids  p  étant  posé  sur  la  plateforme  est  pesé  au 
moyen  d'un  poids  Q  suspendu  en  F  par  un  plateau  au  levier  DF. 

On  admet  qu'en  enlevant  les  poids  ^  et  g  la  plateforme  reste 
horizontale  en  équilibre  de  même  que  le  levier  DF. 


73 


Soit  9  le  rapport       :  si  le  point  E  et  par  suite  B  descend 

d'une  petite  quantité  a,  D  et  C  descendent  de  pa,  et  puisque 

0  C 

:.r}  =  p,  A'  descend  de  a  ;  ainsi  A  et  B  descendent  tous  deux  de  «. 

et  il  en  est  de  même  du  poids  p  quelle  que  soit  sa  position  sur  la 
plateforme,  celle-ci  restant  horizontale.  Le  travail  px  de  ce  poids 
est  donc  le  même  que  s'il  était  suspendu  directement  en  E,  et  par 
conséquent,  le  poids  à  placer  dans  le  plateau  pour  lui  faire  équi- 
libre est  aussi  le  même. 

On  en  peut  dire  autant  de  tous  les  objets  placés  sur  la  plate- 
forme; ils  seront  ainsi  pesés  au  moyen  du  poids  Q  comme  s'ils 
étaient  tous  suspendus  au  poids  E. 

Troisième  exemple  :  Équilibre  de  la  vis,  —  L'appareil  se  com- 
pose d'une  vis  immobile  dont  Taxe  OZ  est  ver- 
tical. L'écrou  est  mobile  et  supporte  un  poids  p 
sur  un  plateau.  La  force  f  destinée  à  le  faire 
monter  agit  suivant  AL,  direction  horizontale 
perpendiculaire  à  un  bras  de  levier  AC  ;  celui- 
ci  est  horizontal,  fixé  à  Técrou  et  rencontre 
en  C  l'axe  OZ  ;  sa  longueur  est  AC  =  r. 

Si  le  point  A  éprouve  un  petit  déplacement  a,  c'est  dans  la 
direction  de  l'hélice  que  ce  point  est  forcé  de  décrire,  et  non  dans 
celle  de  AL.  Le  travail  de  la  force/'  est  /a  cos  /,  i  étant  l'angle 
que  fait  a  avec  AL  ou  avec  un  plan  horizontal.  Ainsi  a  cos  /  est 

un  petit  arc  de  la  circonférence  que  décrit  en  tournant  la  projec- 

i 
tion  horizontale  du  point  A.  S'il  forme  une  fraction 

circonférence  on  a 

27rr 


V~L 


. 


n 


de  cette 


a  cos  î  = 


n 


En  même  temps,  h  étant  le  pas  de  la  vis,  le  poids  p  aura  monté 
de       .  Les  travaux  des  forces  fet-p  sont  de  signe  contraire, 
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et  doivent  pour  l'équilibre  être  égaux  au  signe  près,  d'où  résulte 


27rr  h  f  h 

n         *         n  p        2xr 


21.  Héthode  g^énérale  de  solution  des  questions 
de  statique.  —  Il  s'agit  ici  de  principes  communs  à  tous  les 
cas,  s'étendant  en  partie  à  l'état  de  mouvement,  et  dont  nous  ferons 
successivement  l'application  aux  systèmes  de  solides,  aux  corps 
déformables,  élastiques  et  fluides. 

L'expression  de  système  matériel  désigne  un  assemblage  quel- 
conque de  matière,  pouvant  contenir  des  corps  de  toute  espèce, 
solides,  élastiques,  fluides  ou  même  des  portions  de  corps  ;  il  suffit 
que  toutes  ses  parties  soient  définies  avec  précision. 

Les  forces  intérieures  sont  celles  qui  agissent  sur  un  point  du 
système  et  proviennent  d'un  corps  appartenant  aussi  au  système. 

Les  forces  extérieures  agissent  sur  un  point  du  système,  mais 
sont  dues  ou  à  un  corps  qui  n'en  fait  pas  partie  ou  à  toute  autre 
cause  extérieure  indéterminée. 

Premier  principe,  —  Pour  établir  les  conditions  cV équilibre  ou 
les  lois  (lu  mouvement  d'un  système  matériel  on  peut  remplacer 
tout  corps  en  contact  avec  lui  ou  yénant  son  mouvement,  par  les 
forces  extérieures  quil  exerce  sur  lui,  —  En  effet,  ces  forces  exis- 
tent toujours  au  contact  de  deux  corps,  et  proviennent  de  leur 
résistance  à  la  pénétration  et  à  la  déformation.  Quand  on  dit 
qu'on  exerce  sur  un  corps  A  une  force  extérieure  sans  mentionner 
sa  cause,  celle-ci  est  fréquemment  le  contact  d'un  corps  B  qui 
presse  le  premier  et  en  cherchant  l'effet  de  la  force,  on  fait  ab- 
straction de  l'existence  du  corps  B,  à  laquelle  la  force  du  contact 
est  ainsi  substituée. 

Ce  qui  précède  reste  même  exact  si  la  surface  de  contact  est 
purement  idéale  ou  sépare  deux  portions  A  et  B  d'un  même  corps  ; 
seulement  si  l'on  remplace  B  par  des  forces,  celles-ci  proviennent 
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de  la  eolmion  qui  lie  toutes  les  parties  d'un  même  corps  et  qui 
s'oppose  à  la  séparation  de  A  et  B  aussi  bien  qu'à  leur  rappro- 
chement. 

Nous  nommerons  forces  des  contacts  celles  que  nous  venons  de 
définir.  Il  est  clair  qu'on  doit  y  comprendre  le  frottement  des  sur- 
faces, s'il  existe.  Il  était  exclu  quand  on  regardait  le  contact 
comme  un  obstacle  au  mouvement  ;  mais  si  on  le  remplace  par  une 
force,  il  n'y  a  plus  aucune  raison  pour  ne  pas  lui  attribuer  sa 
valeur  réelle. 

Second  principe.  —  Si  un  système  matériel  quelconque  est  en 
équilibre  et  en  repos  et  qvûon  remplace  les  obstacles  à  son  mouve- 
ment par  les  forces  de  contact^  les  forces  extérieures  qui  agissent 
sur  lui,  y  compris  celles-là,  satisfont  les  conditions  d'équilibre  d'un 
solide  entièrement  libre,  —  En  effet,  l'équilibre  du  système  ne 
serait  pas  troublé  si  on  pouvait  le  supposer  solidifié,  de  façon  à 
devenir  un  tout  de  forme  invariable  ou  un  solide  théorique  entiè- 
rement libre.  Celui-ci  ne  serait  plus  alors  animé  que  des  forces 
extérieures,  qui  devraient  par  suite  satisfaire  les  conditions 
d'équilibre  d'un  solide. 

Quant  à  la  solidification,  si  le  système  est  un  liquide,  on  peut  le 
supposer  congelé  ;  si  c'est  un  assemblage  de  solides,  on  peut  les 
supposer  adhérents  entre  eux.  Il  en  est  ainsi  quelque  petits  que 
soient  les  solides  dont  il  se  compose,  et  par  suite,  malgré  les  im- 
possibilités pratiques  de  réaliser  la  solidification,  on  peut  regarder 
le  principe  à  démontrer  comme  vrai  dans  tous  les  cas. 

Bemarque  sur  ce  qui  précède.  —  Les  lois  générales  de  l'équi- 
libre des  corps  flexibles,  élastiques  ou  fluides  s'obtiennent  en  les 
décomposant  en  très  petites  parties,  auxquelles  on  applique  le 
principe  ci-dessus.  Par  conséquent,  dans  toutes  les  questions  de 
statique  on  n'a  jamais  à  employer  que  les  sommes  des  projections 
ou  des  moments  des  forces  extérieures.  C'est  un  résultat  essentiel, 
car  les  forces  de  contact  semblent  souvent  appliquées  à  un  nombre 
infini  de  points. 
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Troisihne principe,  —  Égalité  de  V action  et  de  la  réaction.  — 
Ce  principe  s'exprime  d'ordinaire  en  disant  que  si  un  corps  exerce 
une  force  sur  un  autre,  celui-ci  en  exerce  sur  le  premier  une 
égale  et  directement  opposée.  Par  exemple,  en  poussant  un  objet 
avec  la  main  on  la  sent  repoussée  par  la  pression  de  l'objet.  Tou- 
tefois, dans  ce  cas  et  dans  d'autres  analogues,  il  n'agit  pas  une 
force  unique  mais  une  réunion  d'un  grand  nombre  de  petites 
forces,  le  contact  ayant  une  étendue  finie.  Voici  le  principe  sous 
une  forme  plus  précise. 

Soient  A,  B  deux  systèmes  matériels  agissant  l'un  sur  l'autre, 
que  nous  supposons  en  équilibre  et  en  repos  :  Si  i,  ilf,  N^  P,  Q^  R 
sont  les  sommes  de  projections  et  de  m<mients  correspondant  aux 
forces  exercées  par  A  sur  J5,  et  L,  M\  etc.,  letirs  analogues  pour 
hs  forces  exercées  par  B  sur  A,  ces  nouvelles  sommes  sont  égales 
aux  premières  en  signe  contraire. 

Il  suffit  de  le  vérifier  pour  une  des  sommes,  par  exemple  pour 
P.  Soit  P"  la  somme  analogue  pour  les  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  A  sans  provenir  de  B  ;  soit  de  même  F"  la  somme  ana- 
logue pour  les  forces  extérieures  agissant  sur  B  sans  provenir  de  A. 

Pour  toutes  les  forces  extérieures  à  A  cette  somme  sera  P'  -f-  P", 
et  en  considérant  A  comme  solidifié,  on  doit  avoir  P'  +  P"  =  <>- 
Pour  l'équilibre  de  B  on  trouve  de  même  P  -f-  F"  =  o.  Pour  le 
système  de  A  et  B  réunis,  leurs  actions  mutuelles  deviennent  des 
forces  intérieures  et  ne  doivent  plus  être  comptées,  d'où  résulte 
F  -f-  F"  =  0.  Les  relations  précédentes  donnent  P  +  F  -f-  P" 
+  F"  =  0  ;  on  en  conclut  P  +  F  =  o,  P'  =  —  P,  ce  qu'il 
fallait  vérifier.  Ce  résultat  revient  à  dire  que  les  forces  exercées 
par  A  sur  B  et  par  B  sur  A  se  feraient  équilibre  si  elles  agissaient 
à  la  fois  sur  un  même  solide. 

Si  deux  corps  se  touchent  en  un  point  isolé  chacun  d'eux  exerce 
sur  l'autre  en  ce  point  une  force  unique  ;  ces  deux  forces  appli- 
quées à  un  même  corps  devraient  se  faire  équilibre  ;  elles  sont 
donc  égales  et  directement  opposées.  De  même,  si  en  prenant  pour 
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A  et  B  des  particules  imperceptibles  on  admettait  que  Faction 
mutuelle  fût  réduite  à  une  force  unique  agissant  de  A  sur  B  et  une 
autre  agissant  de  B  sur  A,  elles  devraient  être  égales  et  directe- 
ment opposées  ;  mais  pour  ce  qui  suivra,  il  est  inutile  de  chercher 
si  ce  cas  simple  existe. 

La  loi  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  est  expérimentale, 
car  on  pourrait  bien  concevoir  a  priori  deux  particules  A,  B  s'at- 
tirant  à  distance  avec  des  forces  inégales  ;  on  doit  donc  se  deman- 
der comment  cette  loi  peut  être  le  résultat  d'une  démonstration. 

Cela  provient  de  ce  qu'elle  était  implicitement  contenue  dans 
divers  principes  considérés  comme  évidents. 

Par  exemple,  une  tige  rigide 


AB  peut  être  regardée  comme     ^  a     c       r 


A      C 

formée  de  deux  parties  AC,  BC, 
séparées  en  C  par  un  plan  idéal  ;  soient  fia  force  exercée  par  AC 
sur  CB  suivant  la  droite  AB,  et  f  celle  qu'exerce  CB  sur  CA  ;  si 
l'on  fait  agir  des  forces  f\  f  suivant  les  prolongements  AL,  BL', 
les  portions  AC,  CB  seront  séparément  en  équilibre  en  admettant 
qu'il  en  soit  ainsi  pour  une  tige  tirée  en  sens  contraire  par  des 
forces  égales.  Par  suite,  la  tige  entière  AB  serait  en  équilibre.  Or 
ce  serait  impossible  si  /*  et  /^  différaient.  Le  cas  simple  d'équilibre 
d'une  tige  serait  donc  inexact  si  l'action  et  la  réaction  n'étaient  pas 
égales  en  C.  Il  le  serait  également  si  les  extrémités  de  la  tige  étaient 
formées  par  les  particules  A,  B  ci-dessus,  s'attirant  inégalement. 

Sans  le  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  de  sem- 
blables anomalies  se  produiraient  dans  les  cas  d'équilibre  les  plus 
évidents.  Nous  verrons  plus  tard  que  ce  principe  subsiste  dans 
l'état  de  mouvement. 

Nature  des  questions  de  statique.  —  Les  questions  se  classent, 

d'après  la  nature  du  système  en  équilibre,  suivant  qu'il  se  com- 
pose d'un  ou  plusieurs  corps  considérés  comme  des  solides  théo- 
riques, ou  qu'il  contient  des  corps  déformables  ;  en  outre,  ceux-ci 
peuvent  l'être  par  flexibilité,  par  élasticité  ou  par  rupture. 
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L'équilibre  des  fluides  sera  examiné  dans  un  autre  chapitre.  Il 
en  est  de  même  de  principes  généraux  relatifs  aux  corps  élasti- 
ques, qu'il  convient  de  réunir  à  certaines  propriétés  de  leur  mou- 
vement. 

Les  questions  concernant  les  solides  se  classent  également 
suivant  qu'il  y  en  a  ou  non  plusieurs,  suivant  qu'on  tient  compte 
ou  non  du  frottement  et  aussi  suivant  la  nature  des  inconnues,  car 
tantôt  on  cherche  la  position  de  certains  corps,  tantôt  c'est  leur 
forme,  et  dans  d'autres  cas,  l'une  et  l'autre  sont  données  et  la 
question  concerne  les  forces. 

La  variété  des  problèmes  de  statique  est  donc  très  grande,  et 
les  applications  qu'on  trouvera  plus  loin  indiqueront  autant  que 
possible  la  marche  à  suivre  dans  les  différents  cas. 

22.  Forces  de  eontaet.  Équilibre  d'un  système 
de  solides. 

Principe  préliminaire.  —  Si  deux  systèmes  de  forces  f7,  V 
agissant  sur  un  solide  S  sont  absolument  équivalents,  ils  produisent 
le  même  effet  quand  S  fait  partie  d'un  ensemble  (E),  lors  même  que 
le  frottement  existe  dnns  les  contacts,  —  Les  propriétés  de  Téqui- 
valence  sont  les  deux  suivantes  : 

1°  Si  l'ensemble  (E)  est  en  équilibre  quand  les  forces  exté- 
rieures T  et  U  agissent  sur  S,  il  en  est  de  même  quand  ce  sont  les 
forces  T  et  V. 

2^  S'il  n'est  pas  en  équilibre  dans  le  premier  cas,  il  ne  l'est  pas 
non  plus  dans  le  second. 

La  seconde  est  une  conséquence  de  la  première,  car  si  T  et  V 
produisaient  l'équilibre,  il  devrait  en  être  de  même  de  T  et  U.  Il 
suffit  donc  de  démontrer  la  première. 

Soit  —  U  un  système  formé  de  forces  égales  et  directement 
opposées  à  celles  de  U;  de  la  sorte,  le  système  composé  de  —  U 
et  V  se  ferait  équilibre  sur  le  solide  S  libre  ;  Téquilibre  des  corps 
(E)  n'est  donc  pas  troublé   en  joignant  jces  forces  à  celles  qui 
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agissent  sur  S,  de  sorte  qu'elles  deviennent  T,  U,  —  U  et  V  ;  c'est 
démontré  s'il  n'y  a  pas  de  frottement,  et  cela  reste  exact  s'il  y  en 
a.  c'est-à-dire  que  les  corps  ne  se  mettront  pas  en  mouvement, 
puisque  le  caractère  des  frottements  est  de  s'opposer  au  mouve- 
ment dans  quelque  sens  qu'il  se  produise. 

D'autre  part,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  6  en  parlant  de  la 
mesure  numérique  des  forces,  deux  forces  égales  et  directement 
opposées,  dans  toute  question  d'équilibre  ou  ;de  mouvement,  peu- 
vent être  remplacées  par  une  force  nulle,  ou  supprimées;  il  en  est 
donc  ainsi  pour  l'ensemble  de  U  et  de  —  U.  Les  forces  agissant 
sur  S  se  réduisent  de  la  sorte  à  T  et  V  sans  que  l'équilibre  soit 
troublé,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nature  du  misteme.  —  En  laissant  de  côté  pour  le  moment  le 
cas  oii  il  y  aurait  des  fils,  nous  admettrons  que  tout  obstacle  au 
mouvement  soit  un  contact  entre  deux  solides  du  système  ou  entre 
l'un  d'eux  et  un  solide  fixe. 

Ce  contact  pourra  d'ailleurs  être  de  nature  quelconque,  avec 
ou  sans  adhésion,  avec  ou  sans  frottement,  la  forme  des  surfaces 
étant  arbitraire,  etc.  En  tout  cas,  chacun  peut  être  remplacé  par 
une  force. 

Soient  maintenant  A,  A'  deux  points  en  contact,  appartenant 
à  deux  solides  S,  S'  ;  nous  dirons  que  le  contcwt  est  unique  pour 
l'un  d'eux,  par  exemple  pour  S,  s'il  n'existe  pour  ce  corps  aucun 
autre  obstacle  au  mouvement  que  le  contact  A. 

Premier  cas  (Téquilibrè.  —  Nous  désignerons  ainsi  celui  où  le 
contaH  est  unique  j^our  S.  tandis  que  S'  est  fixe,  et  où  il  n'agit  sur  S 
qu'une  seule  force  extérieure  (appliquée  en  A, 

Nous  admettrons  que  pour  chaque  nature  de  contact  on 
ait  déterminé  directement  toutes  les  forces  /'  produisant  ainsi 
l'équilibre;  nous  les  nommerons  f,  f\  f\  etc.,  et  en  général  les 
forces  f. 

Forces  de  contact  admissibles.  —  Nous  nommerons  ainsi  pour 
chaque  contact  toutes  les  forces  qui  pourraient  lui  être  substituées, 
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c'est-à-dire  toutes  celles  que  le  contact  peut  exercer  dans  un 
ensemble  (E)  de  solides  en  équilibre. 

Pour  les  trouver,  soit  h  la  force  de  contact  inconnue  agissant 
sur  un  solide  S  de  Tenserable  (E)  de  A'  en  A  dans  son  contact  avec 
S'.  Soit  aussi  U  le  système  formé  par  les  forces  extérieures  agis- 
sant sur  S,  réunies  aux  forces  provenant  des  contacts  de  ce  solide 
autres  que  AA'. 

D'après  le  numéro  précédent,  S  serait  en  équilibre  en  le  suppo- 
sant libre  et  animé  des  forces  extérieures  agissant  sur  lui  et  de 
toutes  celles  de  ses  contacts.  Cet  ensemble  se  compose  du  sys- 
tème U  et  de  la  force  h  ;  U  est  donc  équivalent  à  une  force  —  /e, 
appliquée  en  A,  égale  et  opposée  à  h. 

D'autre  part,  si  Ton  remplace  par  des  forces  seulement  les 
contacts  autres  que  A^  celui-ci  deviendra  unique,  le  solide  S  ne 
sera  plus  animé  que  des  forces  extérieures  U,  et  l'équilibre  subsis- 
tera si  Ton  remplace  U  par  la  force  équivalente  —  A,  en  rendant 
en  outre  S'  fixe  s'il  ne  l'était  pas  déjà.  A  ce  moment,  le  premier 
cas  d'équilibre  se  trouve  réalisé,  et  la  force  extérieure  —  h  agis- 
sant seule  sur  S  est  nécessairement  une  des  forces  f.  Par  consé- 
quent, les  forces  de  contact  h  admmUdes  agissant  sur  S  sont  à 
chaqtie point  de  contact  les  opposées  des  forces/]  considérées  comme 
connues.  Toutes  les  opposées  des  forces  f  peuvent  d'ailleurs  exis- 
ter comme  forces  de  contact,  car  il  en  est  évidemment  ainsi  dans 
le  premier  cas  d'équilibre. 

Seconde  forme  du  premier  cas  d'équilibre.  —  C'est  celle  où 
l'on  suppose  le  contact  A'  unique  pour  S',  S  fixe,  et  une  seule 
force  f  agissant  sur  S',  appliquée  en  A'  ;  les  forces  de  contact 
admissibles  sont  alors  les  opposées  de  tontes  ces  forces  /'.  Or, 
d'après  le  principe  d'égalité  de  l'action  et  do  la  réaction,  ces  forces 
agissant  de  A  sur  A'  sont  en  sens  contraire  les  mêmes  qui  pou- 
vaient agir  de  A'  sur  A,  ou  les  forces  f;  par  suite,  les  forces  f  sont 
les  opposées  des  forces  f 

Second  cas  d' équilibre.  —  Désignons  ainsi  celui  où  le  contact  A  A 
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est  unique  potér  S  et  aussi  pour  S',  S  n'étant  aninié  que  d'une  seule 
force  f  appliquée  en  A,  et  8'  d'une  seule  f  appliquée  en  A'j  égale  et 
opposée  à  f.  Pour  vérifier  que  l'équilibre  existe,  remarquons  qu'il 
en  est  ainsi  si  Ton  rend  S  fixe  par  des  obstacles  extérieurs,  ce  qui 
reproduit  le  premier  cas  d'équilibre  sous  la  seconde  forme.  En  rai- 
sonnant alors  comme  ci*dessus,  nous  verrons  qu'on  peut  sans  trou- 
bler l'équilibre  remplacer  les  obstacles  extérieurs  de  S  par  un 
système  de  forces  U,  et  celui-ci  par  une  force  unique  f  appliquée 
en  A  ;  la  force  de  contact  étant  d'ailleurs  à  la  fois  égale  et  oppo- 
sée à  fet  kf\  celles-ci  le  sont  aussi  entre  elles,  et  le  second  cas 
d'équilibre  se  trouve  ainsi  réalisé. 

Conditions  â^ équilibre  d'un  ensemble  (E)  de  solides,  —  Il  faut 
et  U  suffit  qu^on  puisse  trouver  des  forces  de  contact  admissibles 
capables,  pour  chaque  solide  séparément^  de  faire  équilibre  à  ses 
forces  extérieures  comme  s'il  était  libre. 

Nous  avons  déjà  vu  que  cette  condition  était  nécessaire,  l'équi- 
libre devant  exister  séparément  entre  les  forces  extérieures  agis- 
sant sur  chaque  solide  et  ses  forces  de  contact,  et  celles-ci  étant 
toutes  comprises  parmi  les  admissibles. 

Réciproquement,  en  supposant  les  conditions  satisfaites  par  des 
forces  de  contact  admissibles  h,  h\  etc.,  celles  qui  agissent  sur  le 
solide  S  feraient  par  hypothèse  équilibre  au  système  de  ses  forces 
extérieures  comjne  s'il  était  libre,  et  d'après  le  numéro  13  ce 
système  est  équivalent  à  l'ensemble  des  forces  égales  et  opposées 
à  fe,  h\  etc. ,  comprises  par  suite  parmi  les  forces  f.  Il  en  est  ainsi 
pour  tous  les  solides,  et  comme  il  est  indifférent  pour  l'équilibre 
de  remplacer  un  système  par  un  autre  équivalent,  nous  n'avons 
plus  à  vérifier  qu'un  troisième  cas  d'équilibre  dans  leqtiel  des 
forces  f  appliquées  à  tous  les  points  de  contact  sont  devenues  les 
forces  extérieures  à  la  place  des  primitives. 

De  la  sorte  Jes  forces  sont  disposées  comme  dans  le  premier  et 
le  second  cas  d'équilibre  pour  chaque  point  de  contact,  sauf  que 
celui-ci  n'est  pas  unique  ;  en  effet,  si  S  et  S'  font  partie  de  l'en- 
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semble  (E),  /"et  f  agissant  sur  A  et  A'  sont  considérées  comme 
opposées  à  une  même  force  de  contact  et  par  suite  sont  égales  et 
opposées  entre  elles. 

1  ^  S'il  n'y  a  pas  de  frottement,  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
est  applicable. 

Les  déplacements  des  points  de  contact  A,  A'  qui  sont  possibles 
dans  le  troisième  cas  d'équilibre  le  sont  aussi  dans  le  premier  et 
le  second,  oti  les  contacts  sont  moins  nombreux.  Dans  ceux-ci, 
puisqu'il  y  a  équilibre,  le  travail  de  f  seule,  ou  celui  defetf  réu- 
nies, est  nul  ou  négatif  ;  il  en  est  donc  ainsi  dans  le  troisième  cas, 
et  cela  pour  tous  les  contacts  séparément,  et  par  suite  pour  l'en- 
semble des  forces  f.  La  somme  des  travaux  est  la  même  pour  les 
systèmes  des  forces  extérieures  primitives,  qui  étaient  équivalents 
à  ceux  des  forces  f;  ainsi  pour  tout  déplacement  de  l'ensemble  (E) 
la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures  est  nulle  ou  négative, 
et  par  suite  il  y  a  équilibre. 

n  faut  remarquer  que  souvent  les  forces  de  contact  h,  h\  etc., 

et  par  suite  les  forces  f  correspondantes  peuvent  être  choisies 

d'une  infinité  de  manières,  que  même  des  points  de  contact  peuvent 

être  infiniment  rapprochés  ;  mais  cela  ne  change  rien  au  résultat, 

qui  concerne  les  forces  extérieures  seules  et  ne  dépend  pas  de  ce 

choix. 

2°  Supposons  qu'il  y  ait  un  frottement  en  certains  points  de 

contact  C,  G\  G\  etc.,  et  admettons  pour  chacun  qu'il  n'y  ait  pas 
de  contact  infiniment  voisin.  Isolons  alors  dans  le  voisinage  de 
chacun  une  portion  |P  des  solides  S  et  S',  ou  de  S  seul  si  S'  est 
fixe,  de  sorte  qu'elle  soit  disjointe  ou  indépendante  du  reste  des 
solides  et  ne  contienne  pas  d'autre  point  de  contact  que  C  ou 
C,  etc. 

Chaque  portion  P  sera  séparément  en  équilibre  comme  ren- 
trant dans  le  second  ou  le  premier  cas,  car  les  forces  de  contact 
admissibles  en  AA,  et  par  suite  les  forces /ne  dépendent  que 
de  la  forme  et  de  la  nature  des  corps  dans  le  voisinage  de  AA' 
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et  soût  ainsi  les  mêmes  pour  les  portions  que  pour  les  solides 
complets. 

D'autre  part,  en  supprimant  les  portions,  le  reste  des  solides 
forme  un  ensemble  sans  frottement,  que  nous  savons  par  suite  être 
en  équilibre.  Celui-ci  ne  sera  donc  pas  troublé  si  on  lie  de  nouveau 
les  portions  au  reste  des  solides,  en  rétablissant  ainsi  Tétat  pri- 
mitif. 

Cette  démonstration  ne  s'étend  pas  aux  cas  où  les  forces  f  seraient 
indéterminées,  ou  du  moins  à  ceux  où  des  points  de  contact 
seraient  infiniment  voisins.  Alors  toutefois  le  résultat  peut  être 
regardé  comme  encore  exact.  En  général,  en  effet,  en  diminuant 
le  nombre  des  points  de  contact  de  façon  qu'ils  deviennent  isolés, 
on  pourra  de  nouveau  trouver  des  valeurs  de  h,  h\  etc.,  satisfai- 
sant les  conditions  d'équilibre,  comme  nous  le  verrons  par  des 
exemples.  La  démonstration  qui  précède  sera  par  suite  applicable^ 
et  l'équilibre  existant  ne  sera  pas  troublé  si  l'on  rétablit  les  points 
de  contact  d'abord  supprimés,  c'est-à-dire  de  nouveaux  obstacles. 

Dans  le  cas  où  le  contact  est  continu  sur  une  surface  finie,  on 
désigne  d'une  façon  générale  par  le  mot  de  pression  l'ensemble 
des  petites  forces  de  contact  ;  la  somme  des  projections  de  ces 
forces  sur  un  axe  est  la  pression  suivant  cet  axe.  On  la  nomme 
pression  normale  si  Taxe  est  normal  à  la  surface,  pression  tangen- 
tieUe  s'il  lui  est  tangent. 

Valeur  des  forces  de  contact  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement. 
—  Nous  les  déduirons  des  forces  /'  en  appliquant  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  au  premier  cas  d'équilibre.  Chaque  force  fdoit 
faire  un  angle  droit  ou  obtus  avec  toutes  les  directions  de  déplace- 
ment possibles  du  point  A,  afin  que  son  travail  soit  nul  ou  négatif. 

1^  S'il  y  a  adhésion  entre  S  et  un  solide  S',  comme  s'ils  fai- 
saient partie  d'un  même  corps,  les  déplacements  possibles  sont 
nuls,  les  forces  f  quelconques,  et  pour  l'ensemble  des  contacts 
entre  S  et  S' il  en  résulte  un  système  de  forces  complètement  arbi- 
traire agissant  sur  S. 
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2^  8i4ppos(ms  S  simplement  appuyé  contre  8'  ;  pour  qu'on 
déplacement  de  A  en  A"  soit  possible,  il  faut  qu'il  soit  compatible 
avec  un  déplacement  de  S  dans  lequel  aucun  de  ses  points  ne 
pénètre  dans  S',  et  cette  pénétration  d'ailleurs  ne  pourrait  avoir 
lieu  que  dans  le  voisinage  de  A,  ce  point  de  contact  étant  unique. 

On  peut  admettre  que  dans  le  déplacement  de  S  tous  ses  points 
décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à  AA",  car  s'il  en  était 
autrement  ou  si  S  éprouvait  une  rotation,  ce  ne  pourrait  être  que 
d'un  angle  infiniment  petit,  et  il  est  aisé  de  voir  que  pour  les  points 
infiniment  voisins  de  A  le  déplacement  ne  serait  altéré  que  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre. 

Dans  le  cas  où  en  AA'  les  surfaces  de  S,  S'  auraient  des  formes 
quelconques,  pouvant  présenter  des  angles  ou  des  arêtes,  on  devrait 
déterminer  de  la  sorte  tous  les  déplacements  possibles  AA",  et  en 
déduire  les  forces  f.  puis  les  forces  &,  comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Nous  mentionnons  ces  cas  singuliers  pour  montrer  comment  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  en  fournit  la  solution  ;  mais  il  est 
superflu  de  les  passer  en  revue  et  nous  nous  bornerons  aux  contacts 
ordinaires,  en  désignant  ainsi  ceux  où  l'une  au  moins  des  surfaces 
de  S,  S'  a  en  A  A'  un  plan  tangent  unique.  Nous  pouvons  admettre 
([ue  ce  soit  celle  de  S',  les  forces  f  restant  les  mêmes  quand  on 
échange  les  deux  surfaces. 

Les  déplacements  AA"  possibles  sont  alors  évidemment  tous 
ceux  qui  font  avec  la  normale  extérieure  à  S'  un  angle  droit  ou 
aigu.  Par  suite  les  forces  f,  pour  faire  avec  tous  un  angle  droit  ou 
obtus  ne  peuvent  être  dirigées  qu'en  sens  contraire  de  cette  nor- 
male, et  les  forces  de  contact  admissibles  consistent  e»  une  répul- 
sion normes  d'intensité  (pielcmiqw  entre  A  et  A'. 

3^  Si  un  point  A  est  fixe^  le  solide  S  pouvant  tourner  en  tous 
sens  autour  de  lui,  tout  déplacement  de  A  est  nul,  et  les  forces  f 
peuvent  être  quelconques,  de  même  que  la  force  de  contact  h. 

4^  Si  le  solide  ne  j)eHt  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  on  peut 
assimiler  l'axe  à  deux  points  fixes. 
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5°  Si  le  point  A  ne  peut  se  mouvoir  que  swr  une  courbe  ou  u/ne 
surface  donnée,  on  a  vu  au  numéro  10  que  la  direction  de  la  force 
/'  devait  pour  l'équilibre  être  une  normale  quelconque  à  la  courbe, 
ou  une  normale  à  la  surface  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  et  il  en  est 
par  suite  de  même  de  la  force  de  contact. 

Memo/rque  sur  les  trois  cas  précédents,  —  Fréquemment  ces 
cas  sont  réalisés,  non  par  un  contact  unique^  mais  par  une  liaison 
plus  complexe.  Pour  fixer  le  point  A,  par  exemple,  on  peut  y  sup- 
poser un  anneau  traversant  un  anneau  fixe  ou  une  sphère  creuse 
dans  laquelle  est  emboîtée  une  sphère  fixe^  etc.  De  même  dans  le 
cas  où  le  point  A  reste  sur  une  courbe,  ce  peut  être  un  anneau 
entourant  une  tige  fixe  ;  la  rotation  autour  d'un  axe  s'obtient  par 
un  collier  embrassant  un  arbre,  etc. 

Dans  tous  ces  cas,  l'ensemble  des  déplacements  possibles,  dont 
dépendent  les  conditions  d'équilibre,  reste  le  même  en  supposant 
l'articulation,  les  anneaux,  le  collier,  etc.,  infiniment  petits;  les 
forces  de  contact  multiples  qui  s'y  produisent  ont  alors  des  points 
d'application  infiniment  voisins  du  point  'A  et  peuvent  être  assi- 
milées à  une  force  de  contact  unique  agissant  sur  ce  point.  Celle-ci 
peut  donc  toujours  remplacer  la  liaison,  quelle  que  soit  sa  nature. 

En  outre  si  Ton  réduit,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  19,  l'en- 
semble des  déplacements  à  ceux  qui  sont  admissibles,  on  peut 
être  amené  à  considérer  les  liaisons  ci-dessus  comme  absolues, 
tandis  que  matériellement  elles  restent  incomplètes. 

Cas  où  les  points  -4,  A  de  Sj  S'  seraient  réunis  par  un  fil  tendu, 
—  Ce  cas  rentre  dans  celui  d'un  contact,  sauf  que  A,  A'  sont  à 
distance  et  que  la  direction  de  la  force  de  contact,  ou  de  la  ten- 
sion du  fil,  est  connue  d'avance.  Le  premier  cas  d'équilibre  est 
celui  où  A'  est  fixe.  Il  n'y  a  pas  de  frottement  et  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  est  applicable.  En  considérant  les  déplacements 
possibles  de  A  on  voit  aisément  que  la  force  Y  produisant  Téqui- 
Ubre  est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  fil. 

On  démontrerait  comme  précédemment  le  second  cas  d'équi- 
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libre,  f  eif  étant  égales  et  dirigées  suivant  les  deux  prolonge- 
ments du  fil,  et  quant  à  la  démonstration  des  conditions  générales 
d'équilibre  d'un  système  de  solides,  il  n'y  aurait  rien  à  y  changer. 
Nous  avons  d'abord  exclus  ce  cas  pour  ne  pas  en  augmenter  la 
complication. 

Emploi  pratique  des  conditions  d'équilibre.  —  On  remplacera 
par  des  lettres  inconnues  chaque  force  de  contact,  ou  ses  projec- 
tions si  sa  direction  est  indéterminée,  et  Ton  écrira  pour  chaque 
solide  séparément  ses  conditions  d'équilibre  comme  s'il  était  libre. 

Il  faut  remarquer  que  si  l'un  d'eux  a  un  point  fixe  on  peut  lui 
laisser  le  rôle  de  liaison  au  lieu  de  le  remplacer  par  une  force  de 
contact,  à  moins  que  celle-ci  soit  elle-même  l'inconnue  de  la  ques- 
tion. Il  en  est  de  même  pour  un  axe  fixe. 

En  outre,  s'il  y  a  plusieurs  solides  A,  B,  C,  etc.,  on  peut  em- 
ployer les  conditions  d'équilibre  de  l'ensemble  de  A  et  B  supposé 
solidifié,  auquel  'cas  les  forces  des  contacts  mutuels  de  A  et  B 
disparaissent  comme  forces  intérieures.  Les  conditions  d'équilibre 
de  A  seul  et  de  A  et  B  réunis,  et  celles  de  A  seul  et  de  B  seul, 
forment  en  général  deux  systèmes  d'équations  iéquivalents.  On 
peut  de  même  supposer  le  système  de  A,  B  et  C  solidifié,  etc. 


23.  Exemplef»  d^équilibre  d'un  solide  sans  frot- 
tement. Cas  oik  sa  forme  et  sa  position  sont  données. 

—  Premier  exemple.  —  Condition  d'équilibre  d'un  solide  animé  de 

forces  quelconques  et  ne  pouvant  que  tourner 
autour  d'une  droite  fixe  01  située  dans  un 
plan  P  ;  on  le  suppose  appuyé  contre  le  plan  en 
divers  points  A,  B,  C,  etc.,  tous  placés  d'un 
même  côté  de  01. 
Soit  '^  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  01,  en 

ne  comptant  que  ceux  qui  sont  positifs  ou  tendent  à  faire  tourner 

dans  le  sens  de  la  flèche,  c'est-à-dire  à  appuyer  le  solide.  Soit  \j! 

la  somme  numérique  des  moments  qui  tendent  à  le  faire  tourner 
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dans  l'autre  sens.  Les  forces  normales  qu'exerce  le  plan  aux  points 
A,  B,  C,  etc.,  ont  toutes  cette  tendance  inverse;  soit  a  la  somme 
numérique  de  leurs  moments.  Le  corps  ne  pouvant  que  tourner 
autour  d'un  axe,  il  suffit  pour  l'équilibre  qu'on  ait  fx  —  ix  —  p"  =  o. 
Cette  relation  est  impossible  si  fx  <  ,a  ;  si  tx  >  yî  le  plan  pourra 
exercer  des  forces  dont  le  moment  total  soit  /  =  ix  —  fx',  et  il  y 
aura  équilibre.  C'est  d'ailleurs  évident  en  remarquant  que  si  le 
corps  tournait  en  se  détachant  du  plan  les  forces  tendraient  à  l'y 
ramener.  La  condition  d'équilibre  est  donc  qzie  la  sofnme  des  mo- 
ments des  forces  tendant  à  appuyer  le  corps  contre  le  plan  dépasse 
la  somme  de  ceux  des  forces  qui  tendent  à  le  renverser.  L'emploi 
de  ce  principe  est  fréquent. 

On  peut  remarquer  que  les  forces  exercées  par  le  plan  en 
A,  B,  etc.,  restent  indéterminées  s'il  y  a  plus  d'un  point  de  con- 
tact. 

Second  exemple.-  —  Équilibre  d'un  corps  pesant  posé  sur  un 
plan  horizontal.  —  Quel  que  soit  le  nombre  des 
points  d'appui,  en  les  joignant  deux  à  deux  on 
formera  un  réseau  de  lignes  droites,  limité 
par  un  contour  polygonal  convexe  P  ;  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  que  le  point  G', 
projection  du  centre  de  gravité  O  sur  le  plan,  soit  intérieur  à  P. 
On  peut  le  vérifier  par  le  principe  ci-dessus  en  remarquant  que  si 
G'  est  extérieur,  Tune  au  moins  des  droites  formant  le  contour  de 
P  est  telle  que  le  polygone  soit  en  entier  d'un  côté  de  la  droite  et 
G'  de  l'autre.  Le  poids  du  corps,  qui  est  la  seule  force  extérieure, 
le  ferait  alors  tourner  autour  de  cette  droite  si  elle  était  fixe,  et 
par  conséquent  l'équilibre  est  impossible.  Si  au  contraire  G'  est 
intérieur,  le  poids  s'oppose  au  renversement  du  corps  tournant 
autour  d'un  côté  quelconque  de  P,  et  d'ailleurs  le  mouvement  ne 
pourrait  se  produire  que  sous  cette  forme. 

En  employant  les  forces  de  contact,  on  voit  qu'elles  sont  verti- 
cales et  que  le  point  d'application  de  leur  résultante  est  intérieur 


88 

à  P  ;  celle-là  ne  poarra  donc  faire  équilibre  an  poids  si  Gr'  est 
extérieur  ;  elle  le  pourra  si  G'  est  intérieur  à  P,  car  il  est  alors 
aussi  intérieur  à  Fun  au  moins  des  triangles  formés  par  les  pœnts 
d'appui  associés  trois  à  trois,  par  exemple  à  ABC  ;  en  ce  cas  le  poids 

appliqué  en  6,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
en  G\  peut  se  décomposer  en  deux  forces  pa- 
p^X^/  \  ^  rallèles  appliquées  en  A,  et  en  D  sur  le  côté 
^  BC  ;  la  seconde  se  décompose  encore  en  deux 

autres,  appliquées  en  B  et  G.  Leur  sens  étant  celui  de  la  pesan- 
teur on  pourra  attribuer  aux  points  A,  B,  C  des  forces  de  contact 
égales  et  opposées  aux  précédentes. 

S'il  y  a  plus  de  trois  points  d'appui  les  forces  de  contact  sont 
indéterminées,  et  comme  nous  l'avons  remarqué  au  numéro  précé- 
dent, on  voit  qu'il  est  possible  de  satisfaire  les  conditions  d'équi- 
libre d'une  façon  déterminée  en  réduisant  ces  appuis  à  trois.  On 
produirait  même  matériellement  cette  diminution  en  altérant  infi- 
niment peu  les  dimensions  du  corps,  et  c'est  de  là  que  provient 
Tindétermination  quand  on  considère  le  solide  comme  rigoureuse- 
ment indéformable.  Il  n'y  aurait  en  général  en  ce  cas  que  trois 
points  réellement  en  contact,  et  ce  serait  par  suite  d'un  ballotte- 
ment imperceptible  que  d'autres  pourraient  les  remplacer. 

Dans  les  corps  naturels,  au  contraire,  des  flexions  insensibles 
peuvent  multiplier  les  points  d'appui,  et  en  ces  points  eux-mêmes 
il  s'en  produit  nécessairement,  de  sorte  que  tout  contact  a  une 
étendzce  finie,  quoiqu'on  puisse,  quand  elle  est  très  petite,  l'assimi- 
ler, comme  nous  l'avons  fait,  à  un  point  unique.  Sans  cela,  en  eflfet, 
une  force  de  contact  de  grandeur  finie  s'exercerait  sur  une  surface 
infiniment  petite,  et  son  rapport  à  la  surface,  ou  la  pression  rap- 
portée à  Vunité  de  surface  serait  infiniment  grande;  or  aucun 
corps  n'y  pourrait  résister  sans  subir  une  légère  dépression. 

Les  résultats  des  deux  exemples  précédents  restent  les  mêmes 
s'il  y  a  des  frottements  aux  contacts  du  plan. 

Troisième  exemple.  —  Un  cylindre  pesant  AB  que  nous  figurons 


89 

par  une  simple  droite  est  articalé  en  A  de 
façon  à  ne  poavoir  qae  tourner  dans  an  plan 
vertical  ;  en  B  il  repose  par  sa  surface  convexe 
sur  un  appui.  On  demande  les  pressions  sur 
les  deux  appuis. 

Nous  chercherons  les  forces  égales  et  opposées  à  celles-là,  ou 
celles  qui  remplacent  le  contact  ;  en  B  c'est  une  force  R  perpendi- 
culaire à  la  surface  convexe  du  cylindre,  c'est-à-dire  à  la  droite 
AB;  en  A  c'est  une  force  indéterminée  que  nous  remplacerons  par 
s^  projections  X,  Y,  X  quand  elle  est  positive  étant  dirigée  de  A 
vers  B,  et  Y  à  angle  droit  comme  dans  la  figure.  En  outre,  le 
poids  p  du  cylindre  est  appliqué  en  G  au  milieu  de  AB  ;  on  donne 
la  longueur  AB  =  /,  et  son  inclinaison  /  sur  l'horizon. 

Le  corps  doit  être  regardé  comme  entièrement  libre  et  les  forces 
étant  dans  un  même  plan,  les  trois  conditions  d'équilibre  ont  été 
indiquées  au  numéro  13.  Nous  choisirons  A  pour  centre  des  mo- 
ments, parce  qu'ainsi  ceux  des  forces  X,  Y  seront  nuls;  le  bras 

de  levier  est  évidemment  l  pour  R  et  -^  /  cos  ^  pour  p  et  il  en  ré- 
sulte pour  la  condition  relative  aux  moments 

I  1 

H/  — -  p/  cos  î  =  0,  R  —  -  -p  cos  t 

En  annulant  les  sommes  des  projections  des  forces  sur  les  direc- 
tions de  X  et  Y,  on  trouve  en  outre 

X  —  p  sin  i  =  0,  Y  +  R  —  V  ^'^^  i  =  o 

d'où  résulte 

X  =  w  sin  î,  Y  =  R  =  -^p  cos  i 

Ces  trois  forces  sont  positives.  En  changeant  leur  sens,  on  a  les 
pressions  sur  les  appuis  A  et  B. 

Quatrième  exemple.  —  Un  solide  ayant  deux  points  fixes  0,  0', 
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et  étant  animé  de  forces  quelconques  en  équilibre,  on 
demande  les  pressions  sur  les  points  d'appui. 

Le  solide  en  réalité  ne  peut  que  tourner  autour  de 
Taxe  00',  et  ce  qu'on  demande  est  l'ensemble  des 
pressions  supportées  par  l'axe;  mais  pour  que  la 
question  soit  bien  déterminée,  il  faut  assimiler  ainsi 
l'axe  à  deux  points  d'appui. 

Prenons  0  pour  origine  et  plaçons  OZ  sur  00'.  On  donne 
00'  =  fe  et  de  plus  les  sommes  de  projections  et  de  moments  des 
forces,  qui  seront  L,  M,  N,  P,  Q  ;  la  dernière  R  est  nulle,  puisque 
c'est  la  condition  d'équilibre. 

On  peut  regarder  le  solide  comme  libre,  en  lui  supposant  appli- 
quées, outre  les  forces  précédentes,  les  réactions  f,  f  des  points 
0,  0'  ;  ces  forces  prises  en  sens  contraire  seront  les  pressions 
cherchées.  Soient  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  /*sur  les  axes 
et  X',  Y',  Z'  celles  de  f  ;  ce  sont  les  inconnues  à  déterminer. 
D'après  le  numéro  14,  les  moments  d'une  force  par  rapport  à 
OX,  OY,  OZ  sont 

yl  —  zY,  zX  —  .rZ,  xY  —  ij\ 

Ceux  de  la  force  f  sont  nuls  ;  pour  ceux  de  f  on  doit  remplacer 
X,  Y,  Z  par  X',  Y',  Z',  et  x,  y,  z  parles  coordonnées  du  point  O'ou 
par  0,  0,  h  ;  ces  moments  sont  ainsi  —  AY',  AX'  et  o.  Les  sommes 
L,  M,  etc  ,  augmentées  des  projections  ou  moments  de  f.  f\  doi- 
vent être  nulles  pour  l'équilibre,  d'où 

I.  +  X  +  X'  =  0,  M  -f  Y  +  Y'  =  0,  N  +  Z  +  Z'  =  0, 

P  —  /iY'  =  0,  0  +  /iX'  =  0 

La  dernière  relation  serait  identique.  On  en  tire  les  valeurs  de 
X,  Y,  X,  Y',  Z  +  Z'  ;  ^Z  et  Z'  ne  se  trouvent  pas  séparément, 
parce  que  ces  composantes  agissant  suivant  la  même  droite  se 
confondent  en  une  force  unique. 

On  peut  déduire  de  ces  formules  une  règle  pratique  pour  déter- 
miner les  pressions  ;  mais  nous  allons  la  trouver  par  une  autre 
méthode  qui  sera  un  exemple  de  l'emploi  des  couples. 
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Supposons  d'abord  toutes  les  forces  perpendiculaires  à  Taxe. 
Par  chacune  d'elles,  telle  que  AL,  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  qu'il  coupe  en  A'  ;  nous  pour- 
rons sans  erreur  transporter  la  force  AL  sur  l'axe,    a^    /^ 
c'est-à-dire  la  remplacer  par  une  force  A'L'  égale  et 
parallèle. 

En  effet,  nous  savons  que  ce  serait  exact  en  y  joignant  le  couple 
de  déplacement  formé  par  AL  et  une  force  opposée  à  A'L'  ;  en 
transformant  de  même  toutes  les  forces,  elles  seraient  [remplacées 
par  les  forces  telles  que  AL',  dont  le  moment  est  nul,  et  par  le 
système  S  des  couples,  dont  le  moment  total  par  rapport  à  OZ  est 
par  suite  aussi  nul,  comme  celui  des  forces  AL.  Pour  ce  système  S, 
les  sommes  de  projections  sont  nulles,  et  il  en  est  de  même  des  som- 
mes des  moments  par  rapport  à  OX,  OY,  les  plans  des  couples  étant 
parallèles  à  celui  des  rr^.  L'ensemble  de  ces  couples  resterait  donc 
en  équilibre  si  les  points  fixes  0,  0'  n'existaient  pas,  et  par  consé- 
quent n'exerce  sur  eux  aucune  pression;  celle-ci,  comme  nous 
l'avons  dit  provient  donc  uniquement  des  forces  telles  que  A'L'  ; 
or  ces  forces  étant  appliquées  à  l'axe  se  décomposent  chacune  en 
deux  autres  parallèles,  appliquées  en  0,0',  et  leur  ensemble  forme 
les  pressions  cherchées. 

Dans  le  cas  général,  les  forces  données  étant  quelconques,  on 
remplacera  chacune  d'elles  par  ses  composantes  perpendiculaire 
et  parallèle  à  Taxe;  la  seconde  ayant  un  moment  nul,  l'ensemble 
des  composantes  perpendiculaires  à  l'axe  sera  en  équilibre  et  on 
trouvera  comme  ci-dessus  les  pressions  qui  en  résultent. 

Quant  aux  composantes  parallèles  à  l'axe,  on  déterminera  sépa- 
rément comme  il  suit  les  pressions  dues  à  chacune  : 
Soit  AL  l'une  d'elles,  à  la  distance  AA'  de  Taxe.  On  c'- — 
peut  la  transporter  parallèlement  en  l'appliquant  en 
A'  le  long  de   l'axe,  pourvu  qu'on  lui   joigne  son       a 

couple  de  déplacement  ;  celui-ci  dont  le  moment  est       o  l >  b 

AL  X  AA'  peut  être  remplacé  par  tout  autre  couple 


0'        A^ 


92 

sîtaé  dans  le  même  plan,  ayant  le  même  sens  et  un  moment  égal  ; 
nous  pouvons  le  supposer  formé  des  forces  OB,  OB',  perpendi- 
culaires à  l'axe,  égales  et  de  sens  contraire,  pourvu  qu'on  ait 

OB  X  00'  ■=  AL  X  AA' 

En  faisant  cette  transformation  pour  toutes  les  forces  données, 
on  en  aura  d'autres  agissant  soit  suivant  l'axe,  soit  aux  points 
0  ou  0'. 

24.  Équilibre  d'un  solide  en  négligeaul;  le  frotte- 
ment. Cas  oAi  l'on  demande  sa  position.  —  Premier 

exemple.  —  Équilibre  d'un  solide  pesant  dont  trois 

points  A,  B,  C  reposent  constamment  sur  la  surface 

intérieure  d'une  sphère  creuse. 
Nous  devons  supposer  le  solide  entièrement  libre, 

en  remplaçant  la  sphère  par  les  forces  normales  du 
contact,  exercées  en  A,  B,  C  et  dirigées  vers  le  centre  0.  La 
question  serait  fort  compliquée  si  nous  devions,  suivant  la  mé- 
thode générale,  employer  les  six  équations  d'équilibre.  Mais  il 
convient,  pour  toute  question  de  statique,  d'examiner  si  elle  ne  se 
réduit  pas  à  l'équilibre  d'un  point  ;  or  c'est  ici  le  cas.  Les  trois 
forces  concourant  en  0  s'y  composent  en  une  seule  R  dirigée  vers 
ce  point,  à  l'intérieur  du  trièdre  OABC  ;  quelle  que  soit  du  reste 
cette  force  R,  la  surface  l'exercera  si  cela  peut  assurer  l'équilibre, 
c'est-à-dire  si  elle  peut  détruire  le  poids  du  solide  appliqué  à  son 
centre  de  gravité  G,  ou  s'il  est  possible  qu'elle  soit  dirigée  suivant 
GO  ou  OG  et  que  cette  droite  soit  verticale.  Il  faut  donc  pour 
qu'il  existe  une  position  d'équilibre  que  le  point  G  soit  intérieur 
au  trièdre  OABC,  ou  au  trièdre  opposé  par  le  sommet  à  celui-là  ; 
s'il  en  est  ainsi,  les  positions  d'équilibre  seront  celles  où  la  droite 
OG  est  verticale.  Il  est  clair  que  si  le  point  G  est  dans  le  trièdre 
opposé  l'équilibre  est  en  général  instable. 

Sero^id  exemple.  —  Position  d'équilibre  d'un  cylindre  pesant, 
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appuyé  d'une  part  en  A  sur  la  surface  intérieure  d'un  hémisphère 
creux,  d'autre  part  en  B  sur  la  circonférence  horizontale  ou  l'arête 
qui  limite  cet  hémisphère. 

Représentons    le    cylindre   par  une  ^. 

simple  droite  ABC  de  longueur  21:  son  \         c 

poids  jp  est  appliqué  au  centre  de  gra-     fCo"/^  Jp/^ 
vite  G,  au  milieu   de  sa  longueur.  On      s^^^-^'^'^l    J 
peut  regarder  le  cylindre  comme  un  so-      ^^>n,.._J^ 
Ude  libre,  en  joignant  au  poids  p  la 

force  Q  du  contact  en  A,  perpendiculaire  à  la  surface  sphérique 
ou  dirigée  vers  son  centre  0,  et  la  force  R  du  contact  en  B,  per- 
pendiculaire à  la  surface  latérale  du  cylindre  ou  à  AB.  Soit  r  le 
rayon  de  la  sphère. 

Nous  prendrons  pour  inconnue  l'angle  OBA  =  9,  toujours  aigu, 
inclinaison  de  la  tige  sur  l'horizon  ;  mais  on  doit  remarquer  que  la 
situation  attribuée  à  la  tige  serait  impossible  pour  certaines 
valeurs  de  6,  si  sa  longueur  était  moindre  que  AB.  Dans  le  triangle 
DAB,  rectangle  en  A,  on  a  AB  =  2  r  cos  6  ;  il  faut  donc  que 
2  r  cos  6  <  21;  ainsi  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  ô  doit  satisfaire 
les  conditions  mécaniques  et,  en  outre,  la  condition  géométrique 

cos  6  <  — , 

r 

Prenons  A  pour  origine  ou  centre  des  moments,  AX  étant  sur 
AC  et  AY  sur  AD.  L'angle  LGA  de  la  verticale  et  de  la  tige  est 

—v:  —  e  ;  l'angle  OAB  =  OBA  =  ô  et  on  a  vu  que  AB  =  2  r  cos  0. 

On  en  conclut  aisément  les  conditions  d'équilibre  ou  la  nullité 
des  sommes  des  projections  des  forces  sur  AX,  AY  et  de  leurs 
moments  par  rapport  à  A  ;  il  n'y  en  a  pas  d'autres,  les  forces 
étant  dans  un  même  plan.  On  trouve  ainsi 

Q  cos  6  —  p  sin  6  =  0,       Q  sin  6  +  R  —  p  cos  6  =  o, 

R  X  5  r  cos  6  -  p  X  /  cos  6  =  o 

Pour  l'équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  des  valeurs  positives  de 
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Q,  R,  jointes  à  qd  angle  aign  Q  satisfassent  ces  trois  équations, 

outre  la  condition  cos  0  <  — .  Or  la  première  et  la  troisième 

sont  équivalentes  à 

Q  =  p  tang  6,  R  =  p 


2r' 

il  suffit  donc  que  0  soit  aigu  pour  que  Q,  R  soient  positives.  Sub- 
stituant leurs  valeurs  dans  la  seconde  équation,  elle  devient 


sin"  b        pi 
^cos  6       2  r 

—  p  cos  6  —  0 

bréger 

cos  6  ■—  »c, 

/ 

elle  se  réduit  à 

4  X*  —  par  —  2  =  0 

La  discussion  d'un  problème  consiste  à  chercher  quelles  condi- 
tions doivent  remplir  les  données  pour  qu'il  y  ait  une  ou  plusieurs 
solutions.  Dans  le  cas  actuel,  af  et  af'  étant  les  racines  de  l'équa- 
tion, la  plus  grande,  af  est  positive,  et  af'  négative,  puisque  le  troi- 
sième terme  —  2  est  négatif.  On  ne  peut  donc  supposer  que 
cos  0  =  x\  et  cette  valeur  ne  sera  une  solution  que  si  a/  <  1  et 

af  <C  —  ou  af  <^  p.  Cela  revient  à  dire  que  1  et  p  doivent  être 

non  compris  entre  af  et  af\  ou  que  le  premier  membre  4  a;'  — ox  —  2 
de  l'équation  doit  être  positif  quand  on  y  substitue  soit  ip  =  1 , 
soit  X  =  p  ;  il  en  résulte 

Ainsi  pour  que  l'équilibre  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le 

2/ 
rapport  p  ou  -^  ,  qui  est  celui  de  la  longueur  du  cylindre  au  dia- 

ar  

mètre  de  la  sphère,  soit  compris  entre   V  ^  et  2. 
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Si  la  longueur  est  inférieure  an  diamètre,  il  est  clair  qu'on 
anra  aussi  une  position  d'équilibre  en  faisant  reposer  les  deux 
extrémités  du  cylindre  sur  la  surface  de  l'hémisphère  et  il  est 
aisé  de  vérifier  qu'il  doit  être  alors  horizontal.  Les  deux  positions 

d'équilibre  sont  possibles  si  p  est  compris  entre  i/  0-  ©t  1 . 

Troisième  exemple.  —  Positions  d'équilibre  d'une  tige  pesante 
OA  dont  l'extrémité  0  repose  sur  le  plan  OX  incliné  sur  l'horizon 
d'un  angle  i,  tandis  que  l'autre  extrémité  A  est  suspendue  par  un 
fil  AB  au  point  fixe  B  ;  on  donne  le  poids  p  de  la  tige,  appliqué  à 
son  milieu  G,  les  longueurs  OA  =  a,  AB  =  6,  et  la  distance 
BC  =  A  du  point  B  au  plan. 

Plaçons  l'origine  en  0,  l'axe  OX  sur  le 
plan,  OY  comme  dans  la  figure.  Soient  9  Y 
l'angle  polaire  de  OA  compté  de  OX,  pou-  ^ 
vaut  ainsi  varier  de  0  à  tt  ;  cp  celui  de  la 
direction  de  A  vers  B,  angle  quelconque,  pouvant  varier  de 
—  ir  à  TT.  Les  forces  sont  la  réaction  R  du  plan  en  0,  dirigée 
suivant  OY,  la  tension  f  du  fil,  qui  agit  sur  la  tige  suivant  AB,  et 

le  poids  p  dont  la  direction  a  pour  angle  polaire  —  (i  +  ^  J  ;  ses 

projections  sur  OX,  OY  sont  ainsi  —  p  sini,  —  p  cos  i.  Toutes 
les  forces  sont  dans  un  même  plan.  La  nullité  des  sommes  des 
projections  donne  les  conditions 

(A)      —  p  siii  t  -|-  /*  cos  y  =  0,  R  —  p  cos  t  +  /■  sin  y  =  0, 

d'où 

^      P  sin  î  „  .    .  p  cos  (9  + 1) 

r  — R  =  p  cos  I  —  p  sin  *  taiiff  ap  = ^ 

cos  y  ^  cos  <p 

Ces  deux  forces  devant  être  positives,  il  en  résulte  cos  cp  >  0, 
de  sorte  que  9  est  compris  entre  +  -x~,  etenoutrecos(cp4-0>^7 
de  sorte  que  si  çp  est  positif,  on  doit  avoir  ç»  <  --  —  i. 
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Les  coordonnées  x,  y  du  point  d'application  B  de  la  force  f 

sont  a  cos  ô,    a  sin  6.   Celles  du  point  d'application   de  p  sont 

1  1 

-^a  cos  6,  -^  a  sin  6.  En  les  substituant  dans  la  formule  xX  — yX, 

de  même  que  les  projections  X,  Y  de  ^^  ou  /*,  le  moment  de  ^  se 

réduit  à ~aj>  cos  (Ô  +  i),  et  celui  de  /*  à  a/*  sin  (cp  —  6).  En 

égalant  leur  somme  à  o  et  substituant  la  valeur  de  /*,  on  trouve 

sin  i  sin  (9  —  9)         I  /^    .    .^ 

==  -    cos   6  +  t) 
cos  cp  2 

ou,  en  divisant  par  ^^    sin  i  cos  6, 

(B)  2  lang  ?p  —  tang  g  =  cot  t 

En  outre  l'ordonnée  du  point  B  par  rapport  à  l'origine  A  est 
i  sin  cp  ;  pour  l'origine  0  elle  est  donc  6  sin  y  +  a  sin  9,  d'où 
résulte  la  condition  géométrique 

(C)  a  sin  6  +  6  sin  y  =  /i 

Il  existera  donc  une  position  d'équilibre  correspondant  à  chaque 
système  de  valeurs  de  9  et  cp  satisfaisant  les  équations  (B)  et  (C), 

9  étant  compris  entre  0  et  tt,  et  ^  entre ô"  ^*  "9 *• 

Il  est  superflu  de  chercher  une  équation  finale  à  une  inconnue 
sin  cp,  tang  cp,  etc.  ;  elle  serait  du  huitième  degré  et  quand  même 
on  pourrait  rabaisser,  la  discussion,  en  laissant  à  a,  b,  h,  i  leur 
forme  indéterminée,  serait  impraticable  ;  pour  des  valeurs  parti- 
ticulières  de  ces  lettres,  leur  substitution,  suivie  de  la  séparation 
des  racines  et  de  leur  calcul,  serait  aussi  plus  longue  que  la  réso- 
lution directe  des  équations  (B)  et  (C).  En  ce  sens,  on  peut  dire 
que  celles-ci  sont  la  solution,  car  ce  mot  signifie  le  tableau  des 
opérations  à  faire  pour  trouver  les  inconnues  quand  les  données 
sont  numériques. 

D'après  l'équation  (C),  nous  devons  supposer  A  <  a  -f-  6  pour 
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qu'il  y  ait  des  solutions.  Nous  nommerons  celles-ci  directes  quand 
Ô  est  aigu  comme  dans  la  figure,  et  indirectes  quand  9  est  obtus. 
Dans  tous  les  cas,  nous  regarderons  0  comme  une  fonction  de  cp 
donnée  par  l'équation  (B),  et  pour  des  valeurs  croissantes  de  cp, 
ayant  trouvé  celle  de  6,  nous  les  substituerons  dans  l'expression 

M  =  a  sin  6  +  6  sin  y 

pour  voir  si  elle  est  supérieure  ou  inférieure  à  h. 

Solutions  directes.  —  Il  faut,  d'après  l'équation  (B),  qu'on  ait 

1  1 

au  moins  tang  cp  =       cot  i  ;  ainsi  en  posant  tang  «  =  —  cot  i ,  cp 

1 
croît  de  a  à  ^   ^^  —  i;  tang  0  augmente  en  même  temps  de  o  à 

cot  i,  ou  6  de  0  à  "â-  ir  —  i,  et  par  conséquent  u  croît  constamment 

de  6  sin  a  à  (a  +  b)  cos  i.  Dans  l'intervalle  u  deviendra  égal  à  h 
pourvu  qu'on  ait  à  la  fois 

(D)  h  >  h  sin  a,  h  <  (a  +  h)  cos  i 

et  la  valeur  de  <p  pour  laquelle  il  en  est  ainsi  se  trouve  aisément 
par  des  essais,  u  étant  croissant. 

Solutions  indirectes.  —  Il  est  préférable  pour  celles-là  de  rem- 
placer 0  par  ir  —  ffyde  sorte  que  &  sera  un  angle  aigu  et  positif  ; 
l'équation  (B)  devient  alors 

2  tang  <p  -|-  tang  6'  =  cot  i 

Si  pendant  que  cp  croît  entre  deux  nombres  donnés  u  est  con- 
stamment croissant  ou  constamment  décroissant,  on  trouvera 
comme  ci-dessus  la  valeur  intermédiaire  de  cp  pour  laquelle  ee  =  A, 
si  elle  existe.  Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  les  périodes  de 
croissance  et  de  décroissance  de  u.  Pour  cela  posons 

i 

-  -  cot  I  =  c,  tang  ^  =  X 

l'équation  (B)  donne  tang  &'  =  2  (c  —  x)  ;  ainsi  x  varie  seulement 

de  —  oo  à  -|-  c.  Il  en  résulte 

7 
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bx  2a(c — x) 


on  en  tire 


du 
dx 


1/1+ dP*  l/l +4(c  — ar)" 


Les  valeurs  de  x  qui  rendent  u  maximum  ou  minimum  sont 
données  par  Féquation  -^  =  o,  qui  se  réduit  à 


dx 


2 

2a  \» 


i+4(c-x)«  =  (i+a;>)  (-^-) 


Si  a,  6,  hy  i  sont  connus  en  nombres,  on  trouvera  en  résolvant 
cette  équation  du  second  degré  les  périodes  de  croissance  et  de 
décroissance  de  u^  et  même  dans  le  cas  contraire  on  pourra  expri- 
mer, en  fonction  de  a,  6,  h,  i,  les  conditions  nécessaires  pour  que 
le  nombre  de  solutions  de  l'équation  u  =  h^  soit  1,  2,  3  ou  o.  D 
est  inutile  de  détailler  ces  formules  qui  sont  d'une  grande  compli- 
cation. 

Oow^léfnent  de  la  sdtdion.  —  Nous  avons  vu  qu'on  devait  sup- 
poser h  <  a  -|-  6  et  si  cette  condition  est  remplie,  il  semble  qu'il 
doit  toujours  exister  une  solution  directe  ou  une  position  d'équi- 
libre telle  que  le  point  0  soit  le  plus  bas  possible;  cela  n'a  lieu 
cependant  que  si  h  satisfait  les  conditions  (D).  Il  est  donc  néces- 
saire de  compléter  la  discussion  par  l'examen  des  cas  extrêmes, 
comme  cela  arrive  fréquemment  dans  les  questions  de  statique. 
B  Remarquons  d'abord  qu'en  menant  la  verticale 

BE  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  on  a 

«  COS  I         cos  t 

Si  donc  la  seconde  condition  (D)  n'est  pas  remplie,  ou  qu'on  ait 
—  -  >  a  -j-  i,  cela  signifie  qu'on  pourrait  suspendre  la  tige  verti- 

cos  *■ 

Gaiement  au  point  B  sans  qu'elle  atteignit  le  plan. 


99 

L'autre  conditiou  (D)  est  i  >  2»  sin  «,  de  sorte  qm  pour  de 
petites  valears  de  h  la  position  d'équilibre  n'existe  plus  ;  célf^  pro- 
vient évidemment  de  ce  que,  pour  être  en  équilibre,  la  tige  doit 
alors  être  couchée  sur  le  plan. 

En  effet,  en  la  supposant  ainsi,  ses  conditions  d'équilibre  se 
détermineront  comme  précédemment;  R  ne  sera  plus  une  force 
appliquée  en  0,  mais  la  résultante  des  actions  normales  du  plan  le 
long  de  la  tige.  Les  équations  (A)  resteront  les  mêmes,  et  l'on  aura 
encore 

pjmi  ^  _  p  eos  (y  +  t) 

cos  <p  *  cos  y 

Comme  dans  la  situation  actuelle  cp  ne  peut  être  négatif,  cet 
angle  devra  être  compris  entre  o  et  -^'^  —  *• 

Le  moment  de  R  par  rapport  à  0,  au  lieu  d'être  nul,  deviendra 
RZ,  l  désignant  la  distance  an  point  0  au  point  d'application  de  la 
résultante  R  des  forces  du  plan. 

Pour  les  moments  de  fet  p  par  rapport  à  0,  nous  avons  trouvé 

i 

a/  sin  (ç)  —  6),  ^  ap  cos  (6  +  i)  ; 

nous  devons  y  supposer  0  =  o,  et  la  condition  relative  aux  mo- 
ments sera  ainsi 

i 

Ri ^  ap  cos  î  +  a/*  sin  (p  =  0 

Les  forces  de  contact  du  plan  se  disposeront  d'elles-mêmes 
pour  produire  l'équilibre  si  c'est  possible,  c'est-à-dire  si  l'équa- 
tion précédente  peut  être  satisfaite  par  une  valeur  de  l  comprise 
entre  o  et  a,  ou  si  le  premier  membre  a  pour  l  =  o  etl  —  a  àes 
valeurs  de  signe  contraire. 

Les  conditions  d'équilibre  sont  donc 

i  1 

R ^  p  cos  i  +  /■  sin  ^  >  o,  /"sin  y ô~P^^  *  "^  ^ 
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Les  valeurs  de  f  et  R  satisfont  la  première,  les  équations  (A) 
donnant 

R  +  /"  sin  y  =  p  cos  i 

La  seconde,  en  y  substituant  la  valeur  de  /*,  devient 

p  sin  t  sin  c^        1  I  . 

—  • r-  p  cos  t  <  0,  tanjr  œ  <  --    col  t 

cos  y  ^  ^  T^        2 

c'est-à-dire  cp  <  a.  D'autre  part,  la  condition  (C)  se  réduit  à 
A  =  6  sin  cp  ;  la  condition  nécessaire  pour  que  la  tige  couchée  sur 
le  plan  puisse  être  en  équilibre  est  donc  h  <  6  sin  or,  et  elle  est 
satisfaite  quand  la  condition  (D  )  ne  l'est  pas. 

25.  Exemple  de  l'équilibre  d'un  système  de  soli* 
des  en  négligeant  le  frottement.  —  Équilibre  d'une 
voûte,  —  On  nomme  ainsi  un  assemblage  de  pierres  taillées  qui 
restent  suspendues  en  s'appuyant  mutuellement,  de  façon  à  recou- 
vrir un  espace  vide.  L'étude  de  leurs  formes  diverses  rentre  plutôt 
dans  la  stéréotomie  que  dans  la  mécanique.  Elles  se  construisent 
d'après  des  règles  pratiques,  et  entre  autres  les  joints  ou  les  sur- 
faces communes  à  deux  pierres  contiguës  doivent  être  autant  que 
possible  perpendiculaires  à  la  surface  visible,  nommée  la  douelle  ; 
sans  cela  quelques  pierres  présenteraient  des  arêtes  aiguës,  ris- 
quant de  se  briser. 

On  nomme  berceau  une  voûte  dont  la  douelle  est  une  surface 
cylindrique  ;  c'est  la  forme  en  général  employée  pour  les  portes, 
passages  et  les  arches  de  pont.  Ici  se  présente  encore  une  règle 
pratique  évidente  :  si  l'ouvrage  est  compris  entre  deux  plans  ver- 
ticaux parallèles,  les  surfaces  des  joints  doivent  leur  être  perpendi- 
culaires, sans  quoi  la  pression  mutuelle  des  pierres  tendrait  à  en 
déjeter  une  partie  hors  de  ces  plans.  Mais  une  théorie  générale 
de  ces  constructions  est  fort  difficile  ;  elle  dépendrait  de  la  distri- 
bution des  poids  qu'ils  supportent  ;  pour  les  ponts,  par  exemple, 
cette  distribution  est  variable,  et  il  y  entre  la  charge  de  corps  en 
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r^VTTTTl 


mouvement.  D'âillears  la  disposition  des  joints  est  suffisamment 
indiquée  par  les  deux  règles  pratiques  déjà  énoncées. 

Dans  ce  qui  suit  nous  nous  occuperons  uniquement  des  berceaux 
nommés  plate-bandes,  dont  la  douelle  est  un 
plan,  et  qu'on  emploie  fréquemment,  surtout 
pour  des  arcades  de  magasins.  Les  joints  ne 
peuvent  plus  être  perpendiculaires  à  la  douelle 
de  sorte  qu'on  doit  recourir  à  des  considérations  mécaniques  pour 
trouver  leur  direction.  D'autre  part,  cette  recherche  est  facilitée 
par  le  fait  que  l'ouvrage  étant  noyé  dans  la  maçonnerie,  on  peut 
regarder  la  charge  qu'il  supporte  comme  répartie  d'une  manière 
sensiblement  uniforme. 

A  cause  des  faibles  secousses  du  sol,  auxquelles  une  construc- 
tion est  exposée,  l'équilibre  doit  avoir  lieu  en  négligeant  le  frotte- 
ment; si  celui-ci,  agissant  entre  deux  pierres,  contribuait  à 
maintenir  leur  position,  ces  secousses  provoqueraient  de  petits 
glissements  successifs,  de  même  qu'un  corps  pesant  retenu  par  le 
frottement  sur  un  plan  incliné  descendrait  un  peu  à  chaque  se- 
cousse. 

Le  nombre  des  pierres  est  toujours  impair  et  elles  sont  symé- 
triques de  part  et  d'autre  de  la  pierre  du  milieu  ;  l'appareil  est 
compris  entre  deux  plans  verticaux  parallèles  dont  la  distance 
sera  désignée  par  Z,  et  nous  prendrons  pour  plan  de  la  figure  la 
coupe  verticale  équidistante  de  ces  deux  plans,  contenant  en  géné- 
ral les  forces  qu'on  aura  à  considérer. 

Nous  nommerons  p  la  charge  que 
supporte  par  mètre  carré  le  plan  supé- 
rieur de  la  voûte  ;  p'  le  poids  d'un  mètre 
cube  de  la  pierre.  Nous  prendrons  pour 
le  système  en  équilibre  celui  qui  est 
compris  entre  un  joint  quelconque  figuré 
par  CD,  et  un  plan  vertical  perpendi- 
culaire à  celui  de  la  figure  et  parta- 


E 


B 
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géant  ÈtA^MA  AB  en  dem  parties  égates  là  pierre  du  tniliett.  Parmi 
les  forces  extétîeureâ  se  tfouvetit  aindi  les  forces  de  contact  exer- 
cées strîvaiît  AB  ;  elles  ne  peuvent  produire  une  pression  tangentîelle 
ni  dans  le  sens  vertical  ni  dans  le  sens  perpendiculaire  au  plan  de 
la  figure,  car  il  n'y  à  aucune  raison  pour  que  la  moitié  de  l'ou- 
vrage située  à  droite  de  AB  pousse  l'autre  moitié  à  descendre  plu- 
tôt qu'à  monter,  ni  à  se  déplacer  en  avant  plutôt  qu'en  arrière  ; 
toutes  ces  forces  se  réduisent  donc  à  une  pression  normale  a 
parallèle  à  BC.  t)e  même,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement,  les 
forces  de  contact  exercées  sur  le  système  suivant  CD  se  réduisent 
à  une  pression  normale  k,  et  en  désignant  par  i  l'angle  BCD,  ses 
composantes  horizontale  et  verticale  seront  k  sin  i,  k  cos  i.  En 
notnmant  P  le  poids  total  du  système  et  de  sa  charge  on  aura  ainsi 
pour  l'équilibre 

k  sin  t  =  a,  fccos  t  =  P 

et  une  équation  entre  les  moments  qui  nous  est  inutile,  parce 
qu'elle  nous  donnerait  la  position  du  point  d'application  de  k;  or 
nous  cherchons  seulement  la  direction  des  joints  ou  l'angle  i;  les 
pressions  mutuelles  inconnues  doivent  donc  être  éliminées.  En 

substituant  A;  =   .     la  seule  relation  à  employer  est  a  coti  =  P. 

sin  i  ^    "^ 

Soit  h  la  hauteur  AB  ;  le  système  a  la  forme  d'un  prisme  de 
hauteur  l  dont  la  base  est  le  trapèze  ADCB  ;  son  volume  est 

1  hl  (AD  +  BC)  ; 

la  surface  supérieure  est  l  x  BC  :  la  charge  verticale  totale  est 
donc 

p  =  -L  hl  (AD  +  BC)  ;/  +  p/  X  BC 

Les  quantités  i,  AD,  BC,  variables  d'un  joint  à  un  autre,  peu- 
vent se  ramener  à  deux,  car  en  menant  la  verticale  DE  on  a 

CE  =  DE  cot  DCE  =  h  coli 
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(foù  AD  =  BC — jfecoti;  en  faisant  cette  substitution  dans  l'équa- 
tion a  cot  i  =  P,  elle  devient 

a  coi  i  =  ^p'U  (2  BC  — /fc  eot  i)+pl  BC; 

en  rassemblant  les  termes  contenant  BC  et  cot  i,  cette  relation 
prend  la  forme  F  cot  i  =  Fx  BC,  les  coefficients  F,  P  contenant 
les  lettres  h,  2,  p^  p',  a  qui  sont  des  constantes  ou  les  mêmes  pour 
tous  les  joints.  Il  en  résulte 

F 

-=r  =  BC  tangi  =  BC  tang  BCO  =  BO 
r 

le  point  0  étant  l'intersection  de  AB  et  CD;  puisque  BO  est 
constante  la  condition  d'équilibre  est  que  tous  les  joints  aillent 
couper  au  même  point  0  la  verticale  BAO  du  milieu. 

Après  qu'on  aura  choisi  à  volonté  le  point  0,  la  condition 

F  F 

BO  =  -pT  donnera  -=^  :  les  valeurs  de  A,  Z,  p'  sont  bien  connues  ; 

si  l'on  peut  évaluer  celle  de  la  charge  p  on  aura  ainsi  celle  de  a, 

et  l'équation  k  =  ^  -.  donnera  la  pression  mutuelle  k  sur  tous  les 
^  sin  t  ^ 

joints. 

26.  Êqnlllbre  dHine  chaîne  et  d'nn  système  arti- 
enlé.  —  Toute  chaîne  est  formée  d'une  suite  de  solides  pesants 
dont  chacun  touche  le  suivant  et  le  précédent  en  un  point  autour 
duquel  il  peut  tourner.  Le  premier  et  le  dernier  sont  de  même 
suspendus  à  des  appuis  fixes.  Nous  allons  vérifier  que  dans  l'état 
d'équilibre  un  même  plan  vertical  contient  tous  les  points  de  contact 
successifs  A,  B,  C,  etc.,  tous  les  centres  de  gravité  des  solides  et 
toutes  les  forces  qui  agissent  entre  eux. 

P  Soient  A,  B  deux  points  de  contact  consécutifs  ;  le  centre 
de  gravité  G  du  solide  intermédiaire  doit  être  dans  le  plan  verti- 
cal mené  par  la  droite  AB,  car  dans  le  cas  contraire^  si  l'on  fixait 
la  droite  AB,  le  solide  soumis  alors  à  son  seul  poids  tournerait 
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autour  d'elle.  Par  conséquent  A',  B',  G'  étant  les  projections  de 
A,  B,  G  sur  un  plan  horizontal,  G'  est  sur  la  droite  A'B'  et  nous 
pouvons  évidemment  laisser  de  côté  le  cas  anormal  où  il  se  trou- 
verait sur  ses  prolongements,  bien  que  le  principe  reste  alors 
exact. 

2^  Si  C,  H'  sont  les  projections  du  point  de  contact  suivant  C 

,  et  du  centre  de  gravité  H  du  solide  BC, 
H'  est  de  même  sur  B'C,  et  si  comme  dans 
la  figure  A'B'  et  B'C  n'étaient  pas  sur  la 
même  droite,  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème de  AB  et  BC  solidifié  se  trouverait  sur  G'H'  entre  ces  deux 
points  et  ne  serait  pas  sur  A'C  ;  par  suite  si  l'on  fixait  la  droite 
AC  le  système  tournerait  autour  de  cette  droite.  Il  faut  donc  pour 
l'équilibre  que  A'B'  et  B'C  soient  sur  une  même  droite,  ou  que  le 
plan  vertical  mené  par  AB  contienne  BC  ;  il  contiendra  de  même 
CD  et  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire  tous  les  points  de  contact  et  tous 
les  centres  de  gravité. 

3°  Il  contient  aussi  toutes  les  forces,  par  exemple  la  force  fqai 
agit  en  B  sur  le  solide  AB  ;  en  effet,  supposons  qu'on  fixe  une 
droite  AL  menée  dans  ce  plan  perpendiculairement  à  AB,  de  sorte 
que  le  solide  AB  ne  puisse  plus  que  tourner  autour  d'elle  ;  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  à  cette  droite  devra  être 
nulle  ;  celui  du  poids  l'étant  déjà  il  devra  en  être  de  même  pour 
celui  de  f;  il  faut  donc  que  cette  force  soit  dans  un  même  plan 
avec  AL. 

Conditions  géœnétriques.  —  En  prenant  le  plan  pour  celui  des 
a-y,  l'origine  étant  au  point  de  suspension  S,  on  pourrait,  connais- 
sant la  position  d'équilibre,  trouver  les  coordonnées  des  points 
A,  B,  C,  etc.,  jusqu'au  dernier  S' qui  est  l'autre  point  de  suspen- 
sion. Or  pour  celui-là  elles  sont  données;  il  en  résulte  deux  éga- 
lités ou  conditions  géométriques. 

Système  ariiculé,  —  Nous  ne  pourrions  trouver  pour  la  forme 
de  la  chaîne  un  résultat  simple  en  laissant  aux  solides  leur  gêné- 


105 

ralité,  d'autant  plus  que  les  points  de  contact  peuvent  être  varia- 
bles. Nous  admettrons  donc  que  ces  solides  sont  des  tiges  articulées 
successivement  entre  elles  et  aux  points  de  suspension  S,  S',  et 
nous  les  assimilerons  à  des  droites  de  longueur  et  de  poids  donnés. 
A  chaque  articulation  agit  une  force  de  contact  contenue  dans  le 
plan  du  système,  pris  pour  celui  des  xy^  et  les  projections  de  la 
force  sur  les  axes  sont  deux  inconnues  ;  les  inclinaisons  des  tiges 
à  l'horizon  en  sont  d'autres.  Si  n  est  le  nombre  des  tiges,  on  aura 
ainsi  pour  inconnues  n  inclinaisons  et  2(>i-f-  1)  projections  de 
forces,  ou  en  tout  3  >i  -f-  2.  D'autre  part,  à  chaque  tige  correspon- 
dent trois  équations  d'équilibre,  les  forces  étant  dans  un  même 
plan  :  les  conditions  géométriques  en  fournissent  deux  ;  il  y  en 
aura  donc  en  tout  3  n  -|-  2  ou  autant  que  d'inconnues. 

Pour  simplifier  la  question,  admettons  que  S,  S'  soient  au  même 
niveau  et  que  les  tiges  de  même  rang  à  partir  de  ces  points  aient 
le  même  poids  et  la  même  longueur,  le  centre  de  gravité  de  cha- 
cune étant  au  miUeu.  Entre  autres  positions  d'équilibre  il  en  existe 
évidemment  une  dont  la  forme  est  symétrique  par  rapport  à  la 
verticale  HO  menée  par  le  milieu  H  de  SS',  les  tiges  descendant 
à  partir  de  S  et  S' jusqu'au  point  le  plus  bas  0.  Nous  nous  bor- 
nerons à  chercher  celle-là  ;  0  sera  ainsi  un  point  d'articulation  si 
le  nombre  des  tiges  est  pair,  le  milieu  d'une  tige  horizontale  s'il 
est  impair. 

P  Soient  B,  B'  deux  points  d'articulation  s;  h ^ 


symétriques.  Si  nous  supposons  l'ensemble  BOB'  U 


\B* 


./ 


solidifié,  son  centre  de  gravité  sera  sur  HO,  "^--H-^^ 
et  son  poids  sera  équilibré  par  les  forces  qu'exercent  en  B,  B'  les 
tiges  supérieures  AB,  A'B',  ou  les  appuis  S,  S'  si  B,  B- coïncident 
avec  ces  points. 

Par  conséquent,  les  composantes  horizontales  de  ces  forces  sont 
égales  en  sens  contraire  ;  leurs  composantes  verticales  agissent  de 
bas  en  haut,  et  pour  faire  équilibre  au  poids  sont  chacune  égales 
à  sa  moitié  ;  en  B  ce  sera  donc  le  poids  de  la  portion  BO. 
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K  en  f  éstilte  que  les  forces  de  eemtact  soirt  syTBfétriqrre»  par  r«i^ 
port  à  fiO,  et  si  les  conditions  d'équilibre  sont  satisfaites  pour 
lés  tiges  de  la  portion  SO,  elles  le  seront  aussi  potrr  la  portion 
S'O. 

2^  Considérons  maintenant  FéquiKbre  de  la 

tige  quelconque  BC,  de  longueur  ?,  de  poids  p. 

^  '  Soient  x,  y  les  composantes  horizontale  et  ver- 


ticale de  la  force  exercée  en  B  par  AB  sur 
BC,  et  a;',  y  leurs  analogues  pour  la  force 
exercée  en  C  par  BC  sur  CD  ;  y,  y  ont  le  sens 
indiqué  sur  la  figure  ;  si  celui  de  rr,  oi  était  opposé,  nous  suppose- 
rions ces  forces  négatives.  Celle  qui  agit  de  CD  sur  BC  a  pour 
projections  — ic',  — y,  et  les  deux  premières  conditions  d'équilibre 
sont  ainsi 

La  relation  a;  =  rr'  montre  que  la  composante  horizontale  est 
la  même  en  chaque  point  d'articulation  ;  la  relation  y  =  y  -f-  jp 
est  identiquement  satisfaite  par  les  valeurs  de  y,  jr'  que  nous  con- 
naissons déjà,  y  étant  le  poids  de  la  portion  BCDO  et  de  même  y' 
celui  de  CDO. 

Soit  ensuite  a  l'angle  BCo/  ;  la  condition  relative  aux  moments^ 

en  leur  donnant  C  pour  centre,  est  évidemment 

i 


i//  cos  a  —  xlixxiix ~  pi  cos  a  =  o 


d'où 


tang  a  = 


y—  i  V 


X 


De  la  sorte  tang  a  a  partout  le  signe  de  x;  or  tang  a  ne  pourrait 
être  négative  ou  a  obtus  pour  toutes  les  tiges  de  la  portion  SO  ; 
par  suite  x  est  positif  et  l'angle  a  partout  aigu.  En  outre  y  est  le 

1  4 

poids  de  la  portion  BCDO,     -p  celui  de  BG,  et  par  suite  y ^ 

celui  de  GCO. 


P 


107 

n  ne  reste  ffatttt-e  mcofnnue  que  x;  on  la  détenninera  par  Id 
condition  que  les  projections  horizontales  des  tiges  aient  p^ur 
^omme  SS'. 

Si  toutes  les  tigeis  ont  le  même  poids  p,  il  est  clair  que  les  poids 
dejt  portiofns  GO,  pour  les  milieux  G  des  tiges  successives  à  partir 
du  point  0,  sont^,  2p,  3^,  etc.,  si  le  nombre  des  tiges  est  impair, 

i'        3        5 
et  ^  j?,  ^  Pj  -^p,  etc.,  s'il  est  pair.  Les  tangentes  des  inclinaisons 

sont  proportionnelles  à  ces  poids  ;  elles  le  seront  donc  à  l,2,3,etc.^ 
dans  le  premier  cas  et  à  1,  3,  5,  etc.,  dans  le  second.  Si  par 
exemple  il  y  a  quatre  tiges,  a  étant  Tinclinaison 

de  OF,  et  jJ  celle  de  FS,  on  aura  tang  (5  =  3  tang  at,  ^' ^ 

et  la  condition  géométrique  ^^^^  ^^^^ 

1  ^ 

OFcosa  -f  FScosg  =   ^^    SS' 


27.  ILols  du  rrottenient  A  l^état  de  repa»  en  de 
meni'eiiient,  —  Nous  admettrons  que  les  corps  frottants  sont 
simplement  appuyés  l'un  contre  l'autre,  sans  adhésion,  Tune  au 
moins  de  leurs  surfaces  ayant  un  plan  tangent  unique.  Le  cas  le 
plus  simple  est  celui  d'un  corps  pesant,  de  poids^,  posé  sur  un  plan 
horizontal,  et  qu'une  force  çp  parallèle  au  plan,  tend  à  faire  glis- 
ser ;  il  reste  alors  en  repos  si  la  force  est  faible.  Puisqu'il  est  en 
équilibre,  le  plan  exerce  sur  lui  une  pression  normale  égale  à  jp, 
et  une  pression  tangentielle  égale  et  opposée  à  cp  ;  celle-ci  est  le 
frottement  à  Vétat  de  tension.  Si  l'on  augmente  progressivement 
la  force  <p,  sa  valeur  <ù  à  l'instant  où  le  corps  commence  à  glisser 
mesare  la  pression  tangentielle  maxima  que  la  surface  soit  capable 

d'exercer.  On  la  nomme  frottement  au  départ  et  son  rapport    - 

à  la  pression  normale  est  le  coefficient  du  frottement  au  dépafi.  Il 
est  indépendant  de  la  pression  normale,  de  la  forme  et  de  la  nature 
du  corps,  de  l'étendue  de  la  surface  frottée  et  varie  seulement. 
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avec  la  nature  de  cette  surface  dans  les  deux  corps  et  son  degré 
de  poli. 

Si  le  corps  continue  de  glisser  le  plan  exerce  une  pression  tan- 
gentielle  en  sens  contraire  du  mouvement  et  cette  force  retarda- 
trice est  \q  frottement  ordinaire;  son  rapport  à  la  pression  normale 
se  nomme  aussi  le  coefficient  du  frottement.  Celui-là  comme  l'autre 
est  indépendant  de  la  pression  normale  et  de  l'étendue  de  la  sur- 
face frottée  et  ne  varie  qu'avec  sa  nature.  On  le  regarde  même 
comme  indépendant  de  la  vitesse,  bien  que  dans  quelques  cas 
particuliers  ce  fait  ait  été  contesté.  Nous  avons  pris  comme  exem- 
ple un  corps  pesant  posé  sur  un  plan,  mais  ce  qui  précède  reste 
exact  pour  un  corps  frottant  une  surface  quelconque,  le  poids  du 
corps  étant  alors  remplacé  par  sa  pression  normale. 

On  conçoit  aisément  pourquoi  le  frottement  est  indépendant  de 
l'étendue  de  la  surface  frottée  ;  en  effet,  soit  p  la  pression,  h  le 
coefficient  du  frottement  qui  sera  ainsi  kp.  Si  l'on  partage  le  corps 

et  la  surface  en  deux  parties  égales,  de  sorte  que  le  frottement 

i 
soit  le  même  pour  chacune,  sa  valeur  sera  —  kp,  mais  en   même 

\ 

temps  chacune  ne  supportera  que  la  pression  ^^  \P  ;  le  rapport  des 

deux  forces  reste  ainsi  le  même. 

Le  coefficient  du  frottement,  dépendant  des  deux  surfaces,  est 
très  variable  quand  on  les  laisse  à  l'état  naturel.  En  voici  quelques 
exemples  : 

Frottcmoitt         Frottement  , 

ordinaire  an  départ  ! 

Chôae  sur  chêne  les  fibres  étant  parallèles 0,48  0,62                              ' 

Chêne  sur  chêne  les  fibres  étant  perpendiculaires  0,3 i  0,54 

Calcaire  sur  calcaire   0,04  0,74 

Fonle  sur  fonte ^  0,15  0,16 

Pour  les  corps  mouillés  d'eau,  le  coefficient  du  frottement  au 
départ  semble  augmenter  un  peu,  tandis  que  l'autre  diminue.  Dans 
les  applications  industrielles  on  atténue  toujours  le  frottement  par 
des  enduits.  Le  coefficient  du  frottement  ordinaire  pour  le  bois  et 
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les  métaux  est  alors  en  général  réduit  à  0,07  ou  0,08,  et  si  l'en- 
duit est  constamment  renouvelé,  il  s'abaisse  à  0,05.  Si  les  surfaces 
sont  simplement  onctueuses,  il  est  en  moyenne  de  0,15. 

Explication  probable,  du  frottement.  —  Quand  deux  surfaces 
A,  B  ont  glissé  l'une  sur  l'autre  pendant  un  temps  prolongé,  l'usure 
a  enlevé  les  saillies  trop  prononcées  de  chacune  d'elles,  et  celles 
qui  restent  ont  une  courbure  assez  faible  pour  que  le  mouvement 
ne  les  fasse  plus  disparaître  ;  mais  celles 
du  corps  A  pénètrent  dans  les  rentrants 
de  la  surface  B,  de  sorte  qu'il  se  produit 
une  série  de  petits  chocs,  et  en  même 
temps,  en  supposant  par  exemple  que  A 

soit  un  corps  pesant,  se  mouvant  dans  la  direction  de  la  flèche,  et 
B  un  plan  immobile,  le  point  de  contact  M  est  contraint  de  remon- 
ter une  sorte  de  petit  plan  incliné.  Telle  est  sans  doute  une  des 
causes  pour  lesquelles  les  forces  des  contacts  prennent  une  direc- 
tion oblique,  produisant  ainsi  une  force  retardatrice.  On  conçoit 
même  que  si  la  vitesse  augmente,  la  pénétration  devient  moins 
prononcée,  et  cette  circonstance  compense  l'accroissement  d'in- 
tensité des  chocs,  de  sorte  que  le  frottement  reste  sensiblement  le 
même. 

Le  frottement  au  départ  est  évidemment  dû  à  cette  même  dis- 
position des  surfaces,  et  son  coefficient  est  toujours  plus  fort  que 
pendant  le  mouvement  parce  que  la  pénétration  est  plus  complète, 
n  s'y  joint  une  autre  circonstance  :  Nous  avons  vu  au  numéro  23 
que  tout  contact  a  une  certaine  étendue,  produite  par  une  dépres- 
sion des  deux  surfaces;  or  des  mesures  micrométriques  d'une 
grande  délicatesse  ont  montré  que  même  dans  les  corps  les  plus 
durs  cette  espèce  de  tassement  s'accroît  pendant  une  durée  très 
variable,  dépassant  presque  toujours  une  minute.  Il  est  donc  aussi 
plus  prononcé  quand  les  surfaces  sont  en  repos  relatif.  Aussi  ob- 
serve-t-on  que  le  coefficient  du  frottement  au  départ  diminue  si 
les  surfaces  ont  été  en  mouvement  peu  de  temps  auparavant.  Il 
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fftQt  pour  qu'il  reprenne  sa  valeur  normale  que  le  repos  relatif 
^it  Avivé  \ux  certain  temps.,  en  général  4e  quelques  minutes. 

Frottement  de  roulement.  —  I^r$qu'ii»e  roaije  roule  ^ans  glisser 
ssxx  an  pbm  cela  signifie  que  l^  point  4e  contact  A  n'a  p^  de 

vitesse  parallèle  ^,u  plan  ;  comme  le  conts^t  a 
)"  une  foible  étendue  la  dépression  est  plus  pro- 
^////  noncée,  .et  en  supposant  que  la  ro^ie  tonrne 
dans  le  sens  de  la  flèche  la  pression  4n  plan  en 
A  a  constamment  une  direction  légèrement  ojblique  en  arrière  4u 
mouvement;  la  force  retardatrice  qui  en  résulte  est  en  général 
beaucoup  plus  faible  que  le  frottement  ordinaire.  Voici  pour  le 
tirage  des  voitures  quelques  exemples  du  coefficient  du  frottement 
de  roulement  ou  de  son  rapport  à  la  charge  : 

.  Terrain  ferme,  battu  et  très  uni  0,040 

Chaussée  à  Tétat^ d'empierrement  ordinaire 0,080 

Chemins  de  fer  à  ornières  saillantes  en  bon  état  d'entretien 0,007 

Les  mômes  avec  les  essieux  maintenus  constamment  huilés 0,005 

Ce  ne  sont  que  des  résultats  moyens  ;  ils  contiennent,  outre  le 
frottement  de  roulement,  le  frottement  ordinaire  des  essieux  ;  la 
résistance  diminue  si  les  roues  sont  plus  grandes  ;  elle  augmente 
si  une  voiture  va  au  trot  et  non  au  pas.  Le  frottement  de  roule- 
ment n'a  pas  comme  l'autre  des  lois  simples,  et  comme  nous  n'aurons 
à  en  faire  aucune  application,  il  est  superflu  de  détailler  les  théo- 
ries diverses  auxquelles  il  a  donné  lieu. 

Forces  de  contact  admissibles.  —  Il  ne  s'agit  plus  ici  que  du 
frottement  statique.  On  nomme  angle  du  frottement  celui  qui  a 
pour  tangente  le  coefficient  c  du  frottement  au  départ. 

Soient  A,  A  deux  points  en  contact  appartenant  à  des  solides 
S,  S',  en  admettant  que  S'  soit  fixe.  Nous  pouvons  assimiler  ainsi 
^  ^    à  des  points  une  très  petite  étendue  de  surface  frot- 

j  tante.  Figurons  par  AR  la  force  du  contact,  par  AN, 
Jr    AT  ses  composantes  normale  et  tangentielle.  Nous 
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avoDS  vu  que  la  surface  S'  n'e$t  ra^eptible  d'exercer  que  des 
frottements  de  tension  AT  pour  lesquels  on  ait 

AT 

-m  <  c      ou      tanff  NAR  <  c 

AN  ^ 

Or  €  est  la  tangente  de  l'angle  du  frottement.  Par  suite,  les 
forces  de  contact  admissibles  sont  toîdes  celles  qui  font  twec  la 
normale  un  angle  inférieur  à  celui  du  frottement^  leur  intensité 
étant  d'ailleurs  quelconque. 

28.  Équilibre  d'an  solide  en  ayant  égard  an  fr«f> 
tement.  —  Premier  exemple.  —  Équilibre  d'un  corps  pesant 
posé  sur  un  plan  incliné.  Nous  supposons  sa 
forme  telle  qu'il  ne  soit  pas  renversé,  ou  ne 
puisse  se  déplacer  qu'en  glissant.  Soit  p  son 
poids,  c  le  coefficient  dn  frottement  et  i  l'ineli- 
naison  du  plan  sur  Thorizon.  La  pression  du  corps  contre  le  plan 
est  p  cos'  i  ;  p  sin  i  est  la  force  parallèle  au  plan  qui  tend  à  le  faire 
descendre.  La  condition  d'équilibre  est  donc 

p  sin  t  <  cp  cos  t,  tang  i  <  c 

Si  l'on  incline  le  plan  jusqu'à  ce  que  le  corps  glisse,  on  aura  à 
cet  instant  tangi  =  c,  de  sorte  qu'alors  l'inclinaison  mesure  l'angle 
du  frottement. 

Second  exemple.  —  Équilibre  d'un  solide  formé  de  deux  tiges 
ABC,  |BD,  liées  entre  elles  et  à  des  colliers  A,  D,  embrassant 
l'arbre  vertical  OZ,  le  long  duquel  ils  peuvent  glisser  ;  un  poids  p 
est  suspendu  en  C.  On  considère  comme 
négligeable  le  poids  du  solide  et  les  dimen-  «^t 
sions  de  l'arbre  et  des  colliers.  •*  ^ 

Les  forces  de  contact  en  A,  D  et  le  poids        ^ 
p  sont  trois  forces  agissant  sur  le  solide  p' 

comme  s'il  était  libre.  D'après  le  numéro  13, 
elles  doivent  pour  l'équilibre  être  dans  un  o 


î 
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même  plan,  ou  dans  celui  de  la  figure.  Soient  a;,  y,  a/,  yf  les  com- 
posantes des  forces  de  contact  en  A  et  D,  en  les  supposant  néga- 
tives quand  elles  n'ont  pas  le  sens  indiqué  dans  la  figure  ;  x^  od 
sont  les  pressions  normales,  et  y,  yf  les  frottements  de  tension. 

En  posant  AD  =  h,  AC  =  /,  et  prenant  A  pour  centre  des 
moments,  les  équations  d'équilibre  sont 

X  =  X,  y  ^  y  z=p^  x'h  =  Ip 

En  outre,  c  étant  le  coefficient  du  frottement,  il  faut  qu'on  ait 
numériquement 

y  <  ex,  y'  <  ex 

En  substituant 

X  =  X     '■=  —r- 

h 

on  voit  qu'il  y  aura  équilibre  s'il  existe  des  valeurs  de  y,  y'  satis- 
faisant à  la  fois 

y  +  y  ^p^  y<  ^^  y  <  Y 

Ces  dernières  concernent  les  valeurs  numériques  de  y,  y,  mais 
elles  auraient  encore  lieu  si  on  les  prenait  avec  leur  signe,  d'où, 
résulte 

y  +  y  <-^\    ou   p<-^ 

Si  cette  dernière  relation  est  satisfaite,  les  autres  le  seront  en 

i 
prenant  y  =y'  =  —p,  La  seule  condition  d'équilibre  est  donc 

AD 

h  <  2c/,     ou      .-^  <  2c 

Au 

Elle  est  indépendante  du  poids  et  par  suite,  si  elle  a  lieu,  le  solide 
ne  pourra  glisser  quel  que  soit  le  poids  p. 

Troisième  exemple.  —  Équilibre  d'une  planche  dont  les  extré- 
mités sont  appuyées  contre  un  mur  vertical  et  le  sol  horizontal. 

En  la  représentant  par  la  droite  OB  on  voit  comme  au  numéro 
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précédent  que  les  forces  de  contact  en 
Oy  B  et  le  poids  doivent  être  dans  le 
plan  de  la  figure. 

Désignons  par  l  la  longueur  OB  ;  par 
c,  d  les  coefficients  du  frottement  en  0 
et  B  ;  par  2p  le  poids  du  solide  appliqué 
en  6  au  milieu  de  OB  ;  par  x.,  oti  les  pressions  normales  du  sol  et 
du  mur  en  0  et  B  ;  par  y  y  y  les  frottements  de  tension  aux  mêmes 
points,  supposés  positifs  quand  ils  ont  le  sens  indiqué  dans  la 
figure,  négatifs  en  sens  contraire  ;  soit  enfin  i  l'angle  BOA,  qui  est 
en  réalité  l'inconnue,  mais  qu'on  considère  comme  donné  dans  les 
équations  d'équilibre. 

Les  forces  sont  dans  un  même  plan  et  en  prenant  0  pour  centre 
des  moments,  ces  équations  seront 


1 


y  =  x 


—  2p  X   a-  /  cas  t  +  y'  ^  cos  i  +  j;7  sin  t  =î  0  ; 

en  posant  cot  i  =  p,  la  troisième  se  réduit  à 

P  (y'  —  p)  +  ^'  =  0 
En  outre,  on  doit  avoir  x  y  o^    oi  y  o,  et,  numériquement, 
y  <  ^>  y  <  ^^,  ou  algébriquement. 


CX  +  y>  0, 


cx-^y  >  0, 


ex'  +•  y'  >  0, 


ex  —  y  >  a 


La  somme  des  deux  premières  entraînant  comme  conséquence 
rr  >  0,  et  celle  des  autres  x  >  o,  ces  dernières  conditions  devien- 
nent superflues.  On  devrait  tirer  des  équations  d'équilibre  trois 
inconnues  pour  les  substituer  dans  les  inégalités  ;  le  résultat  sera 
plus  simple  en  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  p  —  y  =  ^,  ce 
qui  donne 

y  ==  p  —  z,  X  =  p  +  î,  jc'  =  y  =  p2 

Les  inégalités  deviennent  ainsi 

c  (p  +  a)  +  p*  >  0,  c{p  +  z)  —  fz>  0 

c'pz  +  p  —  z  >  0,  c'pz  —  p  -\-  z>  0 

o 
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Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  valeur  de  z 
puisse  les  satisfaire  toutes  à  la  fois.  En  ajoutant  les  deux  der- 
nières on  trouve  z  y  o;  la  première  en  est  une  conséquence  et 
peut  être  supprimée.  Ensuite  nous  devrions  tirer  z  de  chacune 
d'elles  ;  or  plusieurs  de  ses  coefficients  sont  des  binômes  de  signe 
indécis,  ce  qui  entraînerait  des  complications.  Il  est  donc  préfé- 
rable de  diviser  les  inégalités  par  ^,  puisque  ce  nombre  est  positif, 

et  de  prendre  pour  inconnue  -^  =  «i,  ce  qui  donne 

CM  +  C  —  p  >   0,  tt  +  C'p  — -  1    >   0,  —  «  +  C'p  +  i    >   0 

on  doit  y  joindre  «^  >  o  qui  n'est  plus  une  conséquence  des  autres. 
On  en  tire 

0  — -~  c 

M   >    0,  U>    -  ,  W  >   1  —  C'p,  M  <    i    -|-  Cfj 

C  ' 

Ces  inégalités  ayant  la  forme  w  >  A,  w  >  B,  e^  >  C,  w  <  A', 
il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'une  même  valeur  de  u  puisse  les  satis- 
faire toutes,  qu'on  ait  A'  —  A  >  o,  A'  —  B  >  o,  A'  —  C  >  o, 
c'est-à-dire 


1  +  c'p  >  0,  1  +  c'p  —  ^ ~  >  0         i    -f  c'p  —  (1  —  c'p)  >  0 


la  première  et  la  troisième  sont  identiques  ;  dans  la  seconde,  où 
2c  -(-  cdp — p  >  0,  dont  p  ou  coti  est  l'inconnue,  son  coefficient 
est  de  signe  indécis  ;  il  est  donc  préférable  de  l'écrire 

2c    ,     ,      ,  .      1  —  ce' 

-}-  ce  —  1  >  0    ou     tang  t  >        - — 

C'est  donc  l'unique  condition  d'équilibre,  n  aura  lieu  pour  toute  in- 

clinaisonsi  ce'  >  1  ;  dans  le  cas  contraire,  en  posant  tang  i'  =  — ^ — 

la  condition  sera  i  >  i'. 

AîUre  méthode.  —  La  question  peut  être  ramenée  à  l'équilibre 
de  forces  appliquées  à  un  point  ;  pour  cela  soient  P,  F  les  pres- 
sions obliques  des  surfaces  en  0  et  B,  qui  doivent  faire  équilibre 
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au  poids  2p  appliqué  en  G  ;  il  faut  que  leur  résultante  soit  dirigée 
suivant  la  verticale  GC  et  par  conséquent  leur  intersection  doit 
se  trouver  sur  cette  droite,  et  il  suffit  pour  l'équilibre  que  ce  point 
M  soit  en  outre  au-dessus  de  G,  afin  que  la 
résultante  de  P  et  F  soit  dirigée  de  bas  en  haut. 
Menons  la  droite  BD  faisant  avec  l'horizon- 
tale BN'  Tangle  du  frottement  en  B.  En  posant 
OC  =r  CA  =  a,  AB  =  b,  on  aura 

DN'  =  BN'  tang  DBN'  =  c'a  CD  =  6  +  ca 

Les  points  M  où  CD  rencontre  les  forces  F  admissibles  en  B 
sont  au-dessous  de  D  ;  pour  qu'en  même  temps  OM  puisse  être  la 
direction  d'une  force  P  admissible  en  0,  il  faut  et  il  suffit  que  OD 
en  soit  une,  puisqu'elle  fait  un  angle  moindre  avec  la  normale  ON. 
La  condition  d'équilibre  est  donc 


f^.^,vT      oc 
c.  >  tang  DON  =  — -  =  - 


a 


CD       b-\'Ca 

En  y  substituant  h  =  2a  tangi,  elle  se  réduit  à 


c  > 


c'  +  2  tang  t 


ou     tang  i  > 


i  —  ce 


comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 


29.  Équilibre  d'au  systèifie  de  solides,  en  ayaut 
égard  au  frottement.  —  Premier  exemple.  Arc-boutement 
des  rimes  dentées,  —  Deux  roues  dentées  peuvent  tourner  autour 
de  leurs  centres  0,  0'  ;  la  première 
reçoit  le  mouvement  d'une  force  dont 
le  moment  u  par  rapport  à  0  tend  à 
la  faire  tourner  dans  le  sens  de  la 
flèche  ;  une  de  ses  dents  touche  en 
M  une  dent  de  la  roue  0',  exerçant  sur  elle  une  pression  suivant 
la  normale  MN  et  un  frottement  ;  aucune  autre  force  n'agit  sur 
la  roue  0'.  Nous  pouvons,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  22,  consi- 
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dérer  les  rones  comme  deux  solides  ayant  an  axe  fixe  et  rem- 
placer sexdement  le  contact  en  M  par  une  force  q.  Cette  force^ 
pour  l'équilibre  de  la  roue  0',  doit  être  dirigée  suivant  MO';  elle 
le  pourra  si  l'angle  O'MN  est  inférieur  à  l'angle  du  frotte- 
ment, et  en  supposant  cette  condition  satisfaite^  son  intensité 
q  restera  arbitraire.  La  roue  0  doit  être  aussi  en  équilibre  ;  outre 
le  moment  fx  il  agit  sur  elle  une  pression  q  égale  et  opposée  à 
l'autre,  dirigée  suivant  ML,  prolongement  de  O'M  ;  celle-là  dan& 
la  figure  tend  à  la  faire  tourner  dans  le  sens  contraire  à  la  flèche  ; 
ainsi  quel  que  soit  [i.  on  pourra  attribuer  à  q  une  valeur  telle  que 
son  moment  soit  égal  à  fx  et  de  signe  contraire.  La  seule  condition 
d'équilibre  des  deux  roues  est  donc  que  l'angle  O'MN  soit  inférieur 
à  celui  du  frottement. 

Mais  l'équilibre  est  impossible  si  M  a  la  position  M'  de  l'autre 
côté  de  la  droite  00',  car  la  pression  suivant  M'L'  tendrait  à  faire 
tourner  la  roue  0  dans  le  sens  de  la  flèche.  L'état  d'équilibre^ 
nommé  arc-boutement  des  roues  dentées,  ne  peut  donc  se  produire 
dès  que  le  point  de  contact  des  dents  a  dépassé  la  ligne  00'  dea 
centres,  et  en  général  on  dispose  les  roues  de  façon  que  le  contact 
ait  lieu  dans  cette  situation. 

Second  exemple.  Équilibre  du  coin.  —  Le  coin  est  un  prisme 
g       ^      ^  triangulaire  dont  la  figure  repré- 

sente la  coupe  par  un  plan  équi- 
-/  distant  des  bases.  Le  triangle 
OAB  est  isocèle  ;  AB  est  horizon- 
tal, chargé  d'un  poids  2p  en  son 
milieu  C;  l'angle  AOC  =  i;  aux  points  symétriques  D,  D"  dea 
pressions  sont  exercées  par  des  tiges  horizontales  DE,  DE',  ayant 
leur  axe  dans  le  plan  de  la  figure  et  ne  pouvant  que  glisser  sans 
frottement  le  long  de  cet  axe. 

Les  pressions  obliques  exercées  sur  le  coin  en  D,  D'  devant  faire 
équilibre  au  poids,  il  faut  qu'elles  se  coupent  sur  la  verticale  OC, 
et  par  suite  qu'elles  soient  symétriques  par  rapport  à  cette  droite  ; 
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ensuite  la  seale  condition  d'équilibre  sera  que  la  projection  de 
l'une  d'elles  sur  OC  soit  égale  à  p.  En  désignant  par  x  la  pression 
normale  en  D,  et  par  y  le  frottement  de  tension,  pris  positif  dans 
le  sens  qu'il  a  sur  la  figure,  la  condition  précédente  revient  à 

jc  sin  t  +  îf  cos  i  =  p 

En  négligeant  le  frottement,  on  aurait  simplement  rc  sin  i  =  py 
et  en  supposant  x  le  même  en  D',  ce  seraient  les  forces  produisant 
l'équilibre.  Mais  si  Ton  a  égard  au  frottement,  il  faut  admettre  en 
D,  D'  le  contact  d'une  surface  ;  si  elle  était  imiûobile,  il  y  aurait 
toujours  équilibre,  la  relation  précédente  n'indiquant  alors  que  la 
répartition  des  forces  sur  les  appuis.  Ainsi  l'équilibre  du  coin  avec 
le  frottement  suppose  mobiles  les  surfaces  en  contact,  et  s'étend^ 
ainsi  à  plusieurs  solides. 

Nous  supposerons  que  des  forces  égales  f  agissent  sur  les  tiges 
suivant  ED,  E'D',  outre  les  forces  x^  y,  changées  de  sens.  La  tige 
ne  pouvant  que  glisser  le  long  d'un  axe  sans  frottement,  il  faut  et 
il  suffit  pour  son  équilibre,  comme  on  Ta  vu  au  numéro  1 1 ,  que  les 
projections  des  forces  sur  Taxe  aient  une  somme  nulle,  ou  qu'on 
ait 

j;  cos  t  —  2/  sin  i  =  /* 

Des  deux  équations  trouvées  on  tire 

j;  =  p  sin  t  -}-  /"  cos  i,  y  =  p  cos  t  —  f  sin  i 

La  valeur  de  x  est  ainsi  toujours  positive.  En  outre  en  dési- 
gnant par  c  le  coefficient  du  frottement  on  doit  avoir  cx-\'y  >  o, 
ca;  —  2/  >  0,  ou 

p  (c  sin  i  -f-  cos  i)  +  /*  (c  cos  t  —  sin  %)>  o 
p  (c  sin  i  —  cos  î)  4"  /^  (c  cos  i  +  sin  i )  >  o 

en  substituant  c  =  tang  «,  x  étant  l'angle  du  frottement,  ces  rela- 
tions deviennent 

p  eos  (gt  —  i)  +  /  sin  (a  —  t)  >  o 
-T-p  cos  (a  +  i)  +  /" sin  (a  +  i)  >  o 


1 
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Si  a  >  i,  la  première  condition  est  identique  ;  la  seconde,  ou 

/*  >  pcot  (a  +  i)  fest  aussi  quand  (xy      nr  —  i;  dans  le  cas  de 

grandes  valeurs  de  ex  ou  de  c,  Téquilibre  a  donc  lieu  quelles  que 


soient  les  forces  f  et  p. 

Si  a  <  i,  les  conditions  sont 

f  <  p  cot  (t  —  a), 


f  >  p  cot  (i  -(-  a) 


i 


et  la  seconde  disparaît  encore  si  ^c  >  -^  tt  —  i. 


2 


30.  Équilibre  d'un  eorps  déformaMc  par  rnpture. 
ISolldes  de  moindre  résistanee.  JIEurs  de  soutène- 
ment. Massif  de  terrain.  —  Solides  de  moindre  résistance. 
— On  nomme  ainsi  des  solides  ayant  les  plus  petites  dimensions  qui 
leur  permettent  de  résister  aux  efforts  qu'ils  doivent  supporter,  de 
sorte  qu'ils  sont  à  la  limite  de  rupture,  et  que  leurs  dimensions 
doivent  toujours  être  dépassées  dans  la  pratique. 

Prenons  pour  exemple  un  pris- 
me de  fonte  ayant  pour  base  l'aire 
ABO,  l'épaisseur  /  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  iigUre;  on 
le  suppose  fortement  assujetti 
suivant  la  verticale  AB,  et  sup- 
portant en  0  le  poids  q  ;  le  poids  même  du  prisme  est  négligé.  Pla- 
çons l'origine^en  0,  OX  sur  l'horizontale  OA  ;  BO  est  une  courbe 
à  déterminer  par  la  condition  de  moindre  résistance  ;  M,  M'  sont 
deux  de  ses  points,  de  coordonnées  ir,  y,  x\  y'  ;  leurs  ordonnées 
MP,  M'F  figurent  aussi  des  sections  perpendiculaires  au  plan  de 
la  figure.  Voici  les  conditions  d'équilibre  du  solide  OMP  : 

1^  Les  forces  de  contact  suivant  MP  doivent  produire  une  pres- 
sion tangentielle  égale  kq;  mais  l'influence  de  celle-là  sur  la  rup- 
ture est  négligeable  et  nous  la  laisserons  de  côté. 
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2^  La  pression  normale  totale  doit  être  nulle  ;  or  la  pression  f 
rapportée  à  l'unité  de  surface  varie  [d'une  manière  sensiblement 
uniforme  d'un  point  à  l'autre  de  MP  ;  elle  doit  donc  être  nulle  au 
milieu  C  et  avoir  en  M  et  P  des  valeurs  ±  9  égales  et  opposées. 

3**  La  somme  u  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  P,  pris 
dans  le  sens  de  la  flèche,  doit  être  égale  à  ?  x  OP  ou  qx;  ainsi  les 
forces  cp  ont  le  sens  indiqué  dans  la  figure,  formant  une  pression 
en  M,  une  tension  en  P,  et  c'est  en  P  que  la  rupture  peut  se  pro- 
duire. Il  faut  donc  que  cp  soit  la  résistance  à  la  rupture  par  exten- 

m 

sion,  c'est-à-dire  la  tension  par  unité  de  surface  la  plus  grande 
que  le  solide  puisse  supporter  sans  se  rompre. 

Si  pour  la  section  MP  .a  est  le  moment  analogue  à  ,a,  on  aura 
de  même  a'  =  qx\  et  de  F  à  M'  la  pression  par  unité  de  surface 
variera  encore  de  —  cp  à  y  ;  si  donc  on  partage  MP,  MP'  en  un 
même  nombre  n  très  grand  de  parties  égales,  bandes  horizontales 
perpendiculaires  à  la  figure,  les  pressions  rapportées  à  l'unité  de 
surface  seront  les  mêmes  pour  deux  parties  S,  S'  de  même  rang, 
mais  pour  les  aires  S,  S' les  forces  auront  le  rapport 

S        MP        y 


S'        M'P'        y'  ' 

leurs  bras  de  levier  relatifs  à  P  ou  F  ont  le  même  rapport,  et  par 
suite  celui  de  leurs  moments  est    , ,  ;  comme  il  en  est  de  même 

y" 

pour  toutes  les  parties,  on  en  peut  dire  autant  pour  les  sommes  de 
moment  |i,  fx'  ;  on  aura  donc  à  la  fois 


V-' 

qx 
qx' 

|t'        y" 

OU 

y* 

X 

y' 

X 

ainsi  la  courbe  BO  est  telle  que  —  =  const.  ;  c'est  une  parabole 
ayant  OA  pour  axe. 
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Murs  de  sotUènement.  —  Soient 
ABCD  la  coape  transversale  du 
mur;  M  une  masse  d'eau  qu'il 
doit  soutenir  ;  *LL  le  sol  horizon- 
tal. Il  faut  pour  la  stabilité  du 
0  c  mur  qu'aucune  sorte  de  déplace- 

ment ne  soit  possible.  Une  des  principales  est  le  renversement  de 
tout  ou  partie  de  sa  longueur  ;  le  plan  de  rupture  étant  figuré  par 
EF,  il  tournerait  alors  autour  de  l'axe  mené  par  E  perpendicu- 
laire à  la  figure;  la  force  qui  produit  le  renversement  est  la 
poussée  de  l'eau  sur  la  portion  FH,  et  il  faut  que  son  moment  par 
rapport  à  l'axe  E  soit  inférieur  à  celui  de  la  force  s'opposant  au 
renversement,  c'est-à-dire  du  poids  du  solide  figuré  par  ABFE, 
appliqué  à  son  centre  de  gravité  ;  on  peut  y  joindre  la  cohésion 
suivant  le  plan  EF  ;  toutefois  on  doit  souvent  la  négliger  comme 
incertaine.  Les  conditions  précédentes  doivent  être  satisfaites 
pour  toutes  les  positions  possibles  des  points  E  et  F,  et  il  en  résulte 
un  groupe  d'inégalités  auxquelles  sont  assujetties  les  dimensions 
du  trapèze  ABCD,  désignées  par  des  lettres. 

Un  autre  mode  de  déplacement  serait  le  glissement  du  solide 
ABFE  ;  mais  la  surface  de  rupture  dans  un  mur  présente  des  aspé- 
rités trop  fortes  pour  le  rendre  à  craindre. 

On  déterminerait  de  même  les  conditions  nécessaires  pour  qu'il 
n'y  ait  pas  de  glissement  de  la  base  CD. 

La  rupture  verticale  suivant  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 
figure  se  produit  aisément  dans  un  mur  de  grande  longueur,  sur- 
tout si  la  cohésion  est  faible,  et  sa  variété  de  forme  rend  le  calcul 
plus  difficile  ;  on  la  prévient  en  établissant  de  distance  en  dis- 
tance des  appuis  nommés  éperons. 

Stabilité  d'un  massif  de  terrain.  —  Nous  le  supposons  compris 
c      B  Ai_  u  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  celui  de 

la  figure,  qu'ils  coupent  suivant  BL,  AB  ;  le 
premier  est  horizontal  ;  la  dimension  per- 
pendiculaire à  la  figure  est  indéfinie,  mais  il 
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suffit  pour  trouver  les  conditions  de  stabilité  de  lui  attribuer  une 
longueur  quelconque  l. 

Le  déplacement  à  éviter  n'est  pas  le  renversement,  mais  plutôt 
le  glissement  d'une  portion  ABM  sur  un  plan  de  rupture  perpen- 
diculaire à  celui  de  la  figure  qu'il  coupe  suivant  AM  ;  nous  allons 
chercher  la  condition  nécessaire  pour  qu'il  n'ait  pas  lieu. 

Soient  AC  =  A  la  hauteur  du  plan  BL,  -x  l'angle  CAB  du  talus 
avec  la  verticale,  |3  l'angle  CAM,  v  le  volume  figuré  par  ABM,  s 
la  surface  figurée  par  AM,  p  le  poids  de  l'unité  de  volume,  c  le 
coefficient  du  frottement  au  départ  pour  deux  parties  du  massif 
glissant  l'une  sur  l'autre.  Le  poids  pv  du  volume  ABM  se  décom- 
pose en  deux  forces  ;  pv  cos  (5  parallèle  à  AM  est  celle  qui  tend  à 
produire  le  glissement  ;  l'autre  ^w  sin  |3  est  la  pression  totale  contre 
la  surface  AM,  et  il  en  résulte  cpv  sin  (3  pour  le  frottement  au  dé- 
part. Mais  d'après  les  expériences  de  Coulomb  on  doit  y  joindre 
une  résistance  provenant  de  la  cohésion,  laquelle  est  indépendante 
de  la  pression,  en  désignant  par  h  sa  valeur  pour  l'unité  de  sur- 
face, la  résistance  totale  hs  jointe  au  frottement  devra  l'emporter 
sur  la  force  pv  cos  |3  ;  il  faut  donc  qu'on  ait 

/c«  -f-  cpv  sin  p  —  pv  cos  p  >  0 

en  divisant  par  L  s  se  réduit  à  AM  ou  — ~.eivk  Taire    . 

*^       '  cos  3' 

i  i 

km  =  — -  /iBM  =  ~h  {h  tang  p  —  /i  lang  a)  ; 

la  relation  précédente  devient  ainsi 

Vh  1 


cos  p 


p/i*  (c  sin  p  —  cos  p)  (tang  p  —  taiig  a)  >  o 


En  la  divisant  par  -^ph^  cos  (3,  posant  pour  abréger 


=  a,  tang  a  =  t  tang  p  =  x 


p/i 
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i 

et  remplaçant  — —  par  1  -f-  ^*,  elle  prend  la  forme 

X  >  0    où    X  =  a  (1  +  a:»)  +  (cjc  —  1)  (x  —  <) 

Cette  condition  concernant  -le  plan  AM  devra  être  satisfaite 
quelle  que  soit  sa  direction  à  l'intérieur  du  massif,  ou  quand  /3  >  «, 
c'est-à-dire  que  X  doit  être  toujours  positif  quand  xy  t;  ilen  est 
déjà  ainsi  quand  x  =^t^  X  se  réduisant  à-  a  (1  -f-  i*).  Pour  expri- 
mer cette  condition  en  fonction  des  données,  posons 

de  sorte  qu'on  a 

Comme  A,  B,  C  sont  positifs,  on  voit  que  x  croissant  à  partir  de  o, 

H  B 

X  décroit  jusqu'à  un  minimum  —  correspondant  kx  =  ^,  puis 

croît  ensuite  à  l'infini. 

Pour  que  X  soit  positif  il  suffit  que  son  minimum  le  soit  ou 

D 

qu'on  ait  H  >  o,  et  c'est  nécessaire  si  la  valeur  5--  est  une  de  celles 

z  A 

que  nous  donnons  à  Xy  c'est-à-dire  dépasse  t;  mais  c'est  une  condi- 

B     ' 
tion  inutile  si  ^  <  f ,  car  alors  X  qui  est  déjà  positif  pour  x  =  t 

se  trouve  toujours  croissant  à  partir  de  cette  valeur.  La  condition 

B 

demandée  revient  donc  à  ce  qu'on  ait  ou  H  >  0  ou  i  >  ^-r.  Dans 

2  A 

celles-là  c'est  t  que  nous  prendrons  pour  inconnue  ;  en  y  substi- 
tuant les  valeurs  de  A,  B,  C,  la  première  devient 

H  >  0,  H  =  4  (a  -f  c)  (a  +  0  -  (d  +  1)* 

et  l'autre  ou  2  (a  +  c)  i  >  c<  -f  1  peut  s'écrire 

za  -{-  c 
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On  en  tire 

^  ^  (ia  -\-  cy  2a  +  c 

par  conséquent,  en  remplaçant  t  par  6  dans  l'expression  H,  le 
résultat  est  positif  ou  de  signe  contraire  au  coefficient  de  t*  qui 
est  —  c*  ;  6  est  donc  comprise  entre  les  racines  f,  t"  de  l'équation 
H  =  0,  et  celles-ci  sont  réelles  et  inégales.  La  condition  H  >  o 
signifie  que  t  est  comprise  entre  t  et  f  ;  ainsi  t  doit  satisfaire  ou 
celle-là  ou  <  >  6  ;  mais  ô  étant  comprise  entre  t'  et  f ,  les  deux 
solutions,  en  supposant  t  <  f ,  se  réduisent  à  la  seule  condition 
/  >  f,  ou  tanga  >  f .  On  a 

Il  =  —  cH*  -t-  (4a  +  2c)  H-  -i  a  (fl  +  c)  —  1 

et  ^'  étant  la  plus  petite  racine  de  H  =  o, 


d'où 


r  =  ~  -I-  -^r  [«  -l/^  («  +  ^)  ^^  +^')] 


c*        d/'         .        .  / — ; — r       a  A-  ^  c 


comme  {a  +  -â"^)'  >  ^'  +  «^j  ou  a  +  ^  c  >  v/a^  +  oc,  cette  ex- 
pression  est  négative  ;  ainsi  t  diminue  quand  a  ou    .  augmente,  ou 

quand  h  diminue. 

On  peut  en  conclure  que  la  condition  tang  a  >  f  étant  satis- 
faite pour  le  point  A  pied  du  talus  suffit  pour  la  stabilité  du  mas- 
sif, ou  qu'il  ne  pourra  se  produire  de  glissement  suivant  aucun 
plan  coupant  le  talus  en  un  autre  point  A'  ;  en  effet,  pour  celui-ci 
les  conditions  seraient  les  mêmes,  sauf  que  h  serait  diminué,  et  t' 
l'étant  aussi  on  aurait  encore  tang  a  >  t. 

En  posant  ^  =  o,  on  a 

(c  +  2a)«  =  U{a  +  c)  (1  +  c'\  _L  _,  *'  _  4  =  o 
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et  en  désignant  par  h'  la  valeur  correspondante  de  h 

p        a  p    \ 

si  A  =  OU  <  h\  t  étant  nul  ou  négatif,  la  stabilité  existe  avec  un 
talus  vertical. 

Cette  stabilité  dans  la  question  actuelle  signifie  qu'il  n'y  a  pas 
de  rupture  immédiate.  S'il  s'agissait  de  sa  durée,  il  faudrait  en 
pratique  tenir  compte  des  charges  accidentelles,  des  dégradations 
à  la  surface,  etc. 

31.  Équilibre  du  polygone  ftainlenlalre.  —  Nous 
devons  examiner  maintenant  l'équilibre  d'un  corps  déformable  par 
flexibilité,  c'est-à-dire  d'un  fil,  et  le  cas  le  plus  simple  est  celui 
où  il  ne  forme  pas  une  courbe,  mais  un  polygone  nommé  fumcu- 
culaire,  des  forces  cp,  f,  f\  etc.,  lui  étant  appliquées  seulement  en 
un  nombre  limité  de  points  0,  A,  A',  A",  etc.  ;  la  force  y  agit  à 
l'extrémité  0  et  forme  ainsi  la  tension  de  la  portion  OA,  que  nous 
considérerons  comme  dirigée  de  A  vers  0.  L'afutre  extrémité  est 

attachée  en  I  à  un  point  fixe. 
Nous  supposons  que  A,  A',  etc-, 
sont  des  points  déterminés  du 
fil.  Si  l'on  imaginait  en  chacun 
d'eux  une  particule  solide  à  la- 
quelle seraient  attachés  les  cordons  voisins  et  appliquée  la  force, 
les  conditions  d'équilibre  du  polygone  funiculaire  seraient  celles 
du  système  de  ces  particules.  Elles  consistent  donc  en  ce  qu'à 
chaque  sommet  du  polygone  les  tensions  des  cordons  adjacents  et 
la  force  qui  lui  est  appliquée  se  font  équilibre.  Soient  f,  f ,  f ,  etc, 
les  tensions  dirigées  de  A'  vers  A,  de  A" vers  A',  etc.,  et  désignons 
par  — tj  — 1\  etc.,  les  tensions  de  sens  contraire. 

Les  forces  qui  doivent  se  faire  équilibre  en  A  sont  ainsi  cp,  f  et 
-^t;  en  A'  elles  sont  /,  f  et  —  if  et  ainsi  de  suite.  Cela  revient  à 


'■%f.— 
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dire  que  t  est  résultante  de  cp  et  f;  if  Test  de  même  de  tet  f,  etc. 

Par  suite  if  est  résultante  de  ^,  f  et  f;  if'  est  celle  de  cp,  f,  /*',  /*" 
et  ainsi  de  suite,  en  considérant  ses  composantes  comme  appliquées 
en  un  même  point  ;  cette  nouvelle  forme  des  conditions  d'équilibre 
est  équivalente  à  la  première. 

En  supposant  données  les  forces  f,  f\  etc.,  la  direction  et  la 
tension  des  cordons  successifs  sont  entièrement  déterminées  par 
cette  règle  ;  mais  il  faut  y  joindre  des  conditions  géométriques  qui 
seront  les  longueurs  AA',  A'A",  etc.,  si  elles  sont  données,  ou 
d'autres  équivalentes. 

Deux  côtés  consécutifs  AB,  BC  du  polygone 
et  la  force  BF  sont  toujours  dans  un  même  a 
plan,  d'où  résultent  les  conséquences  suivan- 
tes : 

P  Si  toutes  les  forces  sont  verticales,  le  ''^ 
plan  vertical  mené  par  AB  contient  BF  et  par  suite  BC  ;  pour  la 
même  raison  il  contient  le  côté  suivant  CD  et  ainsi  de  suite,  et 
en  général  si  toutes  les  forces  sont  parallèles  le  polygone  est  une 
figure  plane. 

2®  Si  les  points  A,  B,  C,  etc.,  sont  infiniment  rapprochés,  le 
polygone  devient  une  courbe  ;  la  position  limite  du  plan  passant 
par  trois  points  de  la  courbe  infiniment  rapprochés  se  nomme  le 
plan  osculateur  ;  ainsi  ce  plan  contient  toujours  la  force. 

3<>  Si  la  force  BF  fait  des  angles  égaux  avec  les  côtés  AB,  BC, 
ceux-ci,  pour  l'équilibre,  doivent  avoir  la  même  tension  ;  si  toutes 
les  forces  sont  ainsi  dirigées  chacune  suivant  la  bisectrice  des 
côtés  adjacents,  la  tension  est  partout  la  même.  Quand  le  polygone 
devient  une  courbe,  cette  direction  particulière  des  forces  consiste 
à  être  perpendiculaire  au  fil;  par  conséquent,  lorsqu'il  en  est 
ainsi,  la  tension  est  constante. 

4^  Si  un  fil  est  tendu  sur  une  surface  sans  qu'aucune  force  lui 
soit  directement  appliquée,  on  peut,  en  négligeant  le  frottement, 
le  regarder  comme  libre,  en  remplaçant  la  surface  par  la  pression 
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normale  qu'elle  exerce.  Celle-ci  étant  perpendiculaire  au  fil,  la 
tension  est  constante  ;  elle  est  ainsi  la  même  sur  les  deux  portions 
du  fil  qui  se  détachent  de  la  surface.  De  plus  la  force  étant  dans 
le  plan  osculateur,  celui-ci  contient  partout  la  normale  à  la  sur- 
face  ;  or  on  démontre  en  géométrie  que  cette  propriété  caracté- 
rise la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  entre  deux  points 
donnés. 

32.  Équilibre  d'nn  pont  suspendu.  —  Le  tablier  LL 
du  ponl  est  suspendu,  en  des  points  A  équidistants,  par  des  câbles 
verticaux  ou  des  tiges,  que  nous  nommerons  tiges,  à  un  cable 
principal,  formant  un  polygone  funiculaire  et  attaché  lui-même 
en  deux  points  fixes  S,  S'  de  même  niveau. 
,  - ,  c .  Le  tablier  est  ainsi  suspendu 

\  .  /  de  chaque   côté,  de  sorte  qu'il 

X.^  ^y^'  existe  deux  systèmes  de  cables  et 

de  tiges  ayant  la  même  projection 

^      ^      ^     ^  sur  le  plan  vertical  de  la  figure  ; 

la  forme  et  la  distribution  des  forces  étant  les  mêmes  pour  tous 

deux  nous  pouvons  les  déterminer  comme  s'il  n'en  existait  qu'un. 

Nous  négligerons  le  poids  du  câble  et  des  tiges. 

Il  faut  que  si  l'on  suppose  le  tablier  coupé  au  milieu  B  de  chaque 
intervalle  AA  et  formé  ainsi  dé  portions  disjointes  identiques, 
elles  conservent  d'elles-mêmes  leur  position.  Sans  cela,  en  effet, 
ces  parties  étant  liées  ensemble  dans  le  tablier  et  tendant  à  se 
placer  à  des  niveaux  difiérents,  il  en  résulterait  une  déformation. 
En  supposant  les  portions  disjointes,  chaque  tige  supporte  un 
même  poids  p;  la  forme  du  polygone  doit  donc  être  calculée  dans 
cette  hypothèse  et  achèvera  d'être  déterminée  par  la  condition 
que  deux  tiges  successives  aient  toujours  la  même  distance  h. 
Nous  supposerons  pair  le  nombre  des  tiges,  de  sorte  qu'il  existe 
dans  le  polygone  un  côté  horizontal  NM„.  Soient  C  son  milieu,  k 
sa  tension.  M,, M,,  etc.,  les  sommets  successifs  du  polygone.  Pre- 


L  .. 


B 


B 


6 


-  - L 
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Me- 


nons l'origine  0  au-dessous 
de  C  et  plaçons  OY  sur  la 
verticale  OC,  OX  étant  dirigé 
à  droite. 

Soient  x^^y^  les  coordon- 
nées de  M,;  x^^  y^  celles  de 
M, ,  et  ainsi  de  suite.  Le  polygone  étant  symétrique  des  deux  côtés 
de  OY,  il  suffit  de  trouver  la  forme  de  la  moitié  CM.M^M, 

Pour  cela,  soit  t  la  tension  d'un  côté  quelconque,  par  exemple 
MjMj  ;  d'après  la  condition  d'équilibre  du  polygone  funiculaire, 
en  considérant  C  comme  l'extrémité  du  fil,  t  sera  la  résultante  de 
k  et  des  forces  p  appliquées  en  M,,  M,,  M,  comme  si  elles  Tétaient 
toutes  au  même  point.  En  désignant  par  i  l'angle  de  M^Mj  avec 
l'horizontale  MH,  l'égalité  des  projections  des  forces  donnera 


^  cos  i  =  fc, 


4'où 


tang  i  =s 


/  sin  t  =  3  p 
k 


En  menant  la  verticale  M,D,  on  a 


hp 


M,D  =  h. 


tang  i  = 


Vi  —  y^ 


en  posant  -[-  =  ot,  il  en  résulte 


2?L7J?  =  tangi=^^'' 


k  ' 


ys  -  î/»  =  3a 


Il  est  clair  qu'en  considérant  la  tension  de  M,  M,  ou  de  M^M,, 
on  aurait  de  môme  y,  —  y,  =  2:x,  y^  — y^  =  a,  et  en  ajoutant  ces 
égalités 

2/»-!/o  =  aO  +2+3) 

On  trouverait  de  même  y,  —  ^^  =  a(l  -f-  2  +  3  +4)  et  en 
général  quel  que  soit  l'entier  w, 

!/n-yo  =  a(l  +2  +  3+  ...  +  »)  =  a  ^l^yii) 

2 
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On  a  aussi  évidemment 


1  1  i  /M 

X  1 

En  écrivant  a?,  y  au  lieu  de  x^ ,  y»  et  substituant  ^  =  -r ô" 

dans  la  valeur  de  y,  elle  devient 

*=î''  +  -f  (r-T)(T+i-) 

On  peut  choisir  l'origine  0  de  manière  à  avoir  OC  ou  y^  =   ^    a, 

o 

d'où  résulte 

Cette  relation  étant  satisfaite  par  tous  les  sommets  M^,  M^  etc., 
ils  se  trouvent  sur  une  même  parabole  de  sommet  0  dont  l'axe 
est  OY. 

En  supposant  qu'on  ait  choisi  à  volonté  son  paramètre  q,  on 
aura  d'après  la  valeur  de  a 

h^         hk  ,        pq 

a  p  h 

Â,  p  et  par  suite  k  étant  connus,  il  en  sera  de  même  de  l'inclinai- 
son  i  de  chaque  côté  et  de  sa  tension  t  =  — : ,  qui  deviendra  la 

^  cos  t  ' 

plus  grande  près  des  points  de  suspension  S,  S'. 

33.  Équations  générales  d'équilibre  d'un  fil  flexl- 

L'  ble*  —  Désignons  par  C  un  point  maté- 
riel du  fil,  supposé  toujours  le  môme,  ser- 
vant d'origine  à  l'arc  CM;  celui-ci  est 
compté  dans  un  sens  déterminé  à  partir  de  C  jusqu'au  point  varia- 
ble M.  Soient  t  la  tension  du  fil  en  M,  et  a,  (3,  y  les  angles  que 
fait  la  tangente  ML  avec  les  axes,  cette  tangente  étant  menée 
dans  le  sens  où  l'arc  s  augmente.  On  peut  regarder  <,  a,  |3,'  y 
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comme  des  fonctions  de  5;  désignons  par  t^  a'^  /3',  y  ce  qu'elles 
deviennent  pour  un  autre  point  M',  et  prenons  pour  le  système  en 
équilibre  l'arc  MM'  dont  la  longueur  sera  l'accroissement  ds  de 
l'arc  s,  supposé  d'abord  de  grandeur  quelconque.  Les  forces,  autres 
que  les  tensions,  qui  lui  sont  appliquées,  sont  très  petites  en  même 
temps  que  ds^  qu'il  conviendra  de  leur  mettre  en  facteur  ;  de  la 
sorte  nous  désignerons  par  Xrf.s,  Yds,  Zds,  les  sommes  de  leurs 
projections  sur  les  axes.  La  tension  t  en  M'  s'exerce  suivant  la 
tangente  M'L'  et  la  tension  t  en  M  suivant  la  direction  opposée  à 
ML,  de  sorte  que  leurs  projections  sur  l'axe  des  x  sont  t  cos  a , 
—  t  cos  a  ;  on  a  donc  pour  la  première  équation  d'équilibre 

t'  cos  a'  —  /  cos  a  +  \dê  ■=  0. 

Si  ensuite  nous  supposons  ds  infiniment  petit  nous  pourrons  rem- 
placer a  cos  IL  —  t  cos  oc  par  l'accroissement  d  {t  cos  jc)  correspon- 
dant à  ds  ;  en  y  joignant  les  relations  analogues  pour  les  autres 
axes,  les  conditions  d'équilibre  deviendront 

d.  (t  cos  a) 


ds 


+  X  =  a, 


à .  {t  cos  p)       Y       n 

d-  {t  cos  t)  _L  7  _  , 
^—  +  /.  -  0. 

Nous  verrons  que  ces  équations  suffisent  pour  déterminer  la 
forme  du  fil,  les  conditions  relatives  aux  moments  étant  super- 
fines.  Il  en  est  ainsi  en  général  quand  on  partage  un  corps  en  élé- 
ments ayant  toutes  leurs  dimensions  infiniment  petites,  et  qu'on 
applique  à  chacun  les  conditions  d'équilibre  d'un  solide. 

Les  forces  agissent  sur  divers  points  de  l'élément.  Si  on  les 
applique  au  même  point  en  les  déplaçant  parallèlement,  le  chan- 
gement de  leurs  bras  de  levier  est  infiniment  petit,  et  par  suite 
celui  de  leurs  moments  est  infiniment  petit  par  rapport  aux  forces, 

ou  négligeable. 

9 
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On  peut  donc  supposer  toutes  les  forces  appliquées  au  même 
point  ;  or  dans  ce  cas  les  conditions  d'équilibre  relatives  aux  mo- 
ments sont  la  conséquence  des  autres. 

Si  le  fil  est  tendu  sur  une  surface  et  qu'on  néglige  le  frottement, 
on  peut  le  regarder  comme  libre,  en  joignant  aux  forces  la  pres- 
sion normale  de  la  surface.  En  la  désignant  par  N^fe,  et  par  a,  6,  c 
les  cosinus  de  ces  angles  avec  les  axes,  on  aura  pour  les  équations 
d'équilibre 

d.  (t  cos  a) 


rfs 


+  X  +  Na  =  0, 


a» 

^-4^^  +  Z  +  Nc  =  <,. 
as 

A  cause  de  la  relation  cos*  a  -|-  cos'  ,S  -f-  cos'  y  =  1,  les  fonc- 
tions inconnues  <,  a,  P,  7  n'en  représentent  que  trois  distinctes, 
pour  lesquelles  on  a  trois  équations  si  le  fil  est  libre  ;  quand  il  est 
sur  une  surface,  a,  h,  c  sont  donnés,  mais  il  y  a  une  fonction 
inconnue  N  de  plus,  et  aussi  une  équation  de  plus,  qui  est  celle  de 
la  surface. 

Cas  où  la  courbe  est  plane.  —  En  prenant  son  plan  pour  celui 
des  xy  il  faut  admettre  que  Z  =  0  pour  qu'aucune  force  ne  tende 

à  faire  sortir  le  fil  du  plan.  La  troisième  équation  d'équilibre 

1 
deviendra  alors  identique  en  supposant  y  =  -x-  tt  ;  le  fil  étant  dans 

le  plan  nous  savons  que  la  direction  de  la  tangente  doit  être 
déterminée  par  son  angle  polaire  9  au  lieu  de  a  et  |3,  en  rempla- 
çant cos  a,  cos  P  par  cos  cp,  sin  y  ;  les  équations  d^équilibre  devien- 
nent ainsi 

Is  *-  ^  -  ^'  ds         +  ^  -  ^• 

34.  Applleatlon  de  ce  qui  précède  h  l'équilibre 
d'un  fil  pesant  et  h  la  courbe  des  Tolles.  Équation 
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de  la  ehatnette.  —  Équilibre  d'un  fil  pesant.  —  Nous  le  sup- 
posons parfaitement  flexible,  homogène,  de  section  constante. 
Toutes  les  forces  étant  verticales  nous  avons  vu  que  la  courbe 
était  plane.  Soit  fc  le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  fil.  Prenons 
OY  vertical  de  bas  en  haut,  OX  dirigé  à  droite  ;  la  force  appli- 
quée à  l'élément  ds  étant  fcds,  on  devra  substituer  dans  les  équa- 
tions du  numéro  précédent  X  =  o,  Y  =  —  k;  elles  deviennent 
ainsi 

d.{l  cos  tf)  d.  {l  sin  ç) 

ds  ==''  'ds~     "=''' 

la  première  donne  f  cos  cp  =  /*,  /*  étant  une  constante,  et  en  sub- 

f 
stituant  dans  la  seconde  t  =  — ^—  on  a 

cos  f 

d.(tangcp)        k 
— ^~r^ — -  =  -  -  =5  coDst. 
ds  f 

Ainsi  tang  <p  varie  proportionnellement  à  l'arc  s.  On  peut  sup- 
poser la  constante  positive.  En  effet,  l'arc  s  restant  toujours  fini, 
il  en  est  de  même  de  tang  <p,  et  la  tangente  à  la  courbe  ne  peut 
devenir  verticale  ;  ainsi  en  comptant  l'arc  s  de  gauche  à  droite 
comme  les  x  positives,  la  tangente  fait  toujours  un  angle  aigu  avec 
OX,  de  sorte  que  cos  cp  est  positif,  et  il  en  est  de  même  de  t  cos  cp 
ou  de  la  constante  f. 

Combe  des  voiles.  —  Il  s'agit  en  apparence  d'une  membrane 
flexible  et  non  d'un  fil  ;  mais  nous  ne  pouvons  considérer  toutes 
les  formes  possibles  d'une  voile.  Nous  l'assimilons  à  un  rectangle 
ABCD  maintenu  par  des  tiges  rigides  BC,  AD  ;  nous  g 
supposons  que  le  vent  descende  verticalement  avec 
une  vitesse  constante  v.  et  que  sous  son  action  le  bord 
AB  prenne  la  forme  d'une  courbe  AMB  contenue 
dans  le  plan  vertical  de  la  figure,  auquel  les  tiges  sont  perpendi- 
culaires. La  voile  est  ainsi  une  surface  cylindrique  ayant  AMB 
pour  section  droite. 
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Si  l'on  coupe  la  surface  par  des  plans  pa* 
rallèles  à  celni  de  la  figure,  éqnidistants  et 
très  rapprochés,  la  voile  sera  partagée  en 
bandes  étroites,  de  forme  identiqne,  soumises 
aux  mêmes  forces  et  qui  seront  séparément 
en  équilibre.  Il  suffit  pour  trouver  la  courbe 
de  considérer  une  de  ces  bandes,  qu'on  peut  assimiler  à  un  fil 
placé  dans  le  plan  de  la  figure. 

Plaçons  les  axes  comme  dans  la  question  précédente;  nous 
devons  admettre  que  le  vent  arrive  sur  la  voile  partout  du  même 
côté,  ou  que  la  tangente  ML  n'est  nulle  part  verticale  ;  par  consé- 
quent, si  nous  comptons  encore  l'arc  s  de  gauche  à  droite,  u  sera 
toujours  aigu,  positif  ou  négatif.  La  force  exercée  par  le  vent  est 
une  pression  normale  que  nous  désignerons  par  Fds  pour  un  élé- 
ment ds;  sa  direction  MN  se  déduit  de  celle  de  ML  en  tournant  de 

1  1 

-^  Tt  dans  le  sens  rétrograde  ;  son  angle  polaire  est  donc  cp  —  -    tt. 


2 


et  pour  les  projections  de  la  force  on  a  ainsi 


X  =  P  cos 


(?--2-4 


Y  =  P;8in((p  — -^-Tcj. 


D  en  résulte  pour  les  équations  d'équilibre 


— ^^-j — ^^  -f  p  sm  œ  =  0, 

08  ^ 


d,  {t  sin  y) 

ds 


cos  y  =  0, 


ou 


cos  f  dt  —  t  sin  ^  df  -\-  Pds  sin  y  =  o, 
siri  (D  dt  -{-  t  cos  f  dff  —  Pcb  cos  (p  =  o. 

En  les  ajoutant,  multipliées  par  cos  cp,  sin  <p,  ou  par —  sin  cp,  coscp, 
on  trouve 


dt 
ds 


=  0, 


(^  =  P 
ds 


Ainsi  la  tension  est  constante,  comme  cela  devait  être,  la  force 
étant  normale.  La  pression  exercée  par  le  vent  paraît  être  pro- 
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portioDuelle  an  carré  de  la  composante  normale  de  la  vitesse. 
L'angle  cp  est  au  signe  près  celui  que  fait  la  normale  avec  la  ver- 
ticale, direction  de  la  vitesse  v.  On  a  donc 

P  =  av^  cos'  cp 

a  étant  une  constante. 

La  relation  trouvée  <a<p  =  Pcte  devient  ainsi 


-^  =  -— -  cos"  œ 
ds          t           ^ 

ou 

rf.(tangf)       av' 
ds        '~    t    ' 

a,  i;  et  <  étant  constantes,  cette  équation  est  celle  de  la  chaînette. 
Équation  de  la  chaînette  sous  forme  finie.  —  L'équation  trouvée 

est 

^ ^ 

cos'  ç .  ds 

en  désignant  par  n  la  constante  ;  celle-ci,  comme  on  Ta  vu,  est 
positive. 

Nous  devons  trouver  y  en  fonction  de  x  qui  est  ainsi  employée 
comme  variable  au  lieu  de  s;  mais  en  considérant  la  chaînette 
comme  la  courbe  d'un  fil  pesant  sa  longueur  l  est  une  des  don- 
nées ;  nous  avons  donc  aussi  besoin  de  la  valeur  de  s  en  fonction 
de  X. 

Quand  s  augmente  de  cfe,  x  et  y  augmentent  de  dx,  dy  qui  sont 
les  projections  de  ds  sur  les  axes;  cp  étant  l'angle  polaire  de  ds^ 
on  a 

dx  =  ds  cos  (p,  dy  =  ds  sin  y  =  rfx.tang  tp. 

dv 

En  substituant  ds  =  -—    l'équation  devient 

cos  y       ^ 

cos  cp .  dœ  ,  d .  sin  œ 

4 — ^  =  ndx,       ou ~l—  =  mx. 

cos*  (p  1  —  sm*  y 

Pour  l'intégrer  on  doit  décomposer  le  premier  membre  en  frac- 
tions simples,  ou  en  multipliant  par  2,  écrire 

Il  11 

I  -. — ■ — ^ H  -, : —  I  d.sin  œ  =  indx, 

Li  +  sm  cp       1  —  sin  fj  ^ 
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Intégrant  et  désignant -par  a  une  constante  arbitraire,  on  aura 


L*-smpJ 


Pour  trouver  les  valeurs  de  dy^  ds  en  fonction  de  x  nous  avons 
besoin  de  celles  de  sin  cp,  cos  (p.  tang  cp  ;  dans  ce  calcul  il  est  pré- 
férable de  poser  comme  abréviation 


n  (X  —  a) 

z  =  e 


quantité  toujours  positive,  où  e  est  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens. On  a  ainsi 


,  fi  4-  sin  œl        ^^,  i  +  sin  œ 

[_i  —  sin  çj  1  —  sin  ^  ' 


cos»y=i  _8in«y  =  -  -—— ; 


5«— 1 

(z^  +  i) 


nous  avons  vu  que  cos  cp  est  constamment  positif  de  même  que  ^; 
il  en  résulte,  sans  ambiguïté 

OU  en  remettant  pour  g  sa  valeur 

2  du  -  r  e"^*""*  —  r"*'""'!  dx 

en  multipliant  par  >?,  intégrant,  et  désignant  par  6,  c  detix  con- 
stantes arbitraires,  on  aura  les  formules  cherchées 

Zfi  (y  —  b)  =  e  4-  e  , 

2«  (s  —  f)  =  e  —  e 

Supposons  qu'on  donne  les  points  de  suspension  A,  B  et  la 
longueur  l  du  fil  ;  prenons  A  pour  l'origine  des  coordonnées  et 
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aussi  pour  celle  de  l'arc;  aa  point  A  on  aura 
0?  =  y  =  0,  s  =  o;  enB,  s  =  1  et  x^y  sont  don- 
nées ;  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa-  . 
tions  ci-dessus,  appliquées  aux  deux  points,  on  en 
aura  quatre  pour  déterminer  les  constantes  Inconnues  a,  b,  c,  n. 
D'ordinaire  on  suppose  l'origine,  qui  était  arbitraire,  transpor- 
tée au  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  fe,  de  sorte  qu'elle  devient 
elle-même  inconnue;  les  équations,  où  l'on  doit  remplacer  x,  y  par 
•^  +  ^?  y  +  ^;  prennent  alors  la  forme  plus  simple 


2ny  =  e*»  +  e-  ««, 


2n  (s  —  c)  =  e«*  —  e 


—  nx 


Comme  y  reste  le  même  en  remplaçant  x  par  —  x,  OY  est  un 
axe  de  symétrie  de  la  courbe  complète  correspondant  à  l'équa- 
tion;  y^  est  positif  en  même  temps  que  x;  les  deux  branches 

montent  donc  indéfiniment  à  partir  du  point 
D  le  plus  bas  en  s'écartant  de  l'axe  OY.  En 
employant  cette  forme  de  Téquation  la  dé- 
termination des  constantes  n'est  point  simple 
eu  général  mais  elle  le  devient  si  les  points 
de  suspension  A,  B  sont  au  même  niveau  ;  en 
effet,  y  étant  le  même  pour  tous  deux,  OY  est  la  verticale  passant 
au  milieu  de  AB  ;  on  connaît  ainsi  pour  le  point  A  la  valeur  x"  de  x. 
Prenant  en  outre  D  pour  origine  des  arcs  on  aura  en  D  x  =  o, 

s  =  0,  et  en  A  X  =  oc^,  s  =  -^  l ;  Téquation  en  s  pour  ces  points 
donne 


C  =  0, 


ni  --=  e      —  e 


nx' 


on  tirera  n  de  la  seconde,  et  la  valeur  de  y  pour  x  =xf  fera  ensuite 
connaître  la  différence  du  niveau  des  points  A  et  0,  ou  la  position 
de  l'origine. 

En  supposant  l'origine  des  arcs  en  D,  ou  c  =  o,  les  valeurs  de 

i 
y,  s  donnent  y' — ,s*  =  -y,  et  l'on  en  déduit  aussi  d'autres  pro- 
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priétés  géométriques  de  la  chaînette,  qae  nous  laisserons  de  côté 
comme  étrangères  à  la  mécanique.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la 
suivante  qui  fournit  une  .solution  graphique. 

Nous  savons  qu'étant  donné  une  courbe  LML 
^'  on  en  formera  une  autre  semblable  en  portant 
;m^  ^L  sur  chaque  droite  OM  allant  de  l'origine  à  un 
^  point  quelconque  M,  une  distance  OM'  ayant  avec 
OM  un  rapport  constant  p  ;  si  x,  y  sont  les  coordonnées  de  M,  et 
x\  y'  celles  de  son  correspondant  M',  on  aura  x'  =  ax^  ^  =  ay, 

et  en  substituant  x  =  — ^  y  =  ~l-  dans  l'équation  de  LL,  on  aura 
celle  de  la  courbe  semblable,  lieu  des  points  M'.  Or  en  substituant 

X  V 

X  =      ,  ^  =  -^  dans  l'équation  de  la  chaînette  on  trouve 


—  X' 


qui  ne  contient  aucun  paramètre.  Supposons  qu'avec  une  unité 

u  de  longueur  quelconque  on  ait  tracé  la  courbe 
^  L'L'  correspondant  à  cette  équation  ;  toutes  les 
f^  "z;^  chaînettes  lui  sont  semblables  ;  ainsi  pour  trou- 
ver celle  qui  a  les  points  de  suspension  A,  B  et 
la  longueur  donnée  ANB,  on  déterminera  les  points  correspondants 
A',  B'  par  la  condition  que  l'inclinaison  de  la  corde  A'B'  à  l'ho- 
rizon soit  égale  à  celle  de  AB,  et  que  son  rapport  à  l'arc  A'N'B' 
soit  égal  à  celui  de  AB  à  l'arc  ANB.  Après  avoir  trouvé  A'B'  par 
quelques  essais  sur  des  cordes  parallèles,  on  connaîtra  le  rapport 
de  similitude  n  des  arcs  qui  est  aussi  celui  des  cordes. 


35.  Flexion  d'une  tige. —  La  déformation  des  corps  élas- 
tiques de  forme  quelconque,  de  même  que  la  distribution  des 
pressions  à  l'intérieur,  suivent  des  lois  très  compliquées.  Mais  leur 
étude  se  simplifie  si  le  corps  est  très  petit  dans  une  ou  deux  dimen- 
sions^ comme  c'est  le  cas  pour  la  tige  prismatique  que  nous  allons 
prendre  pour  exemple. 
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Noos  sapposeroDS  qu'avant  l'action  de 
toute  force  elle  soit  horizontale,  encastrée 
à  l'extrémité  0,  c'est-à-dire  que  sa  sec-  ^'  ^ 

tion  droite  en  ce  point  est  maintenue  fixe  pendant  la  déformation 
de  la  tige.  Le  plan  vertical  de  la  figure  la  partage  en  deux  parties 
symétriques.  Le  point  0  est  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la 
section  droite  à  l'extrémité  encastrée,  et  l'horizontale  OH  contient 
par  suite  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  autres  sections  droi- 
tes. On  suppose  que  des  forces,  toutes  comprises  dans  le  plan  de 
la  figure,  viennent  à  agir  sur  la  tige;  elle  se  déformera,  et  les 
particules  situées  sur  OH  formeront  alors  une  courbe,  nommée 
filet  moyen  et  comprise  dans  le  plan  de  la  figure,  car  il  n'y  a  pas 
de  raison  pour  qu'elles  s'en  écartent  d'un  côté  plutôt  que  de  Tautre  ; 
pour  la  même  cause  d'indifférence,  la  tige  après  sa  déformation 
sera  encore  symétrique  de  part  et  d'autre  du  plan  de  la  figure. 

DéfannatioH  normale.  —  Nous  désignerons  ainsi  un  mode  de 
déformation  tel  que  les  particules  matérielles  formant  une  section 
droite  dans  la  tige  rectiligne  en  forment  encore  une  identique 
dans  la  tige  déformée,  c'est-à-dire  qu'elles  soient  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  la  courbe  du  filet  moyen  ou  à  sa  tangente  ; 

■ 

le  centre  de  gravité  G  par  suite  reste  le  même,  de  sorte  que  la 
courbe  du  filet  moyen  renferme  encore  ceux  de  toutes  les  sections 
droites. 

L'expérience  montre  que  cette  règle  est  presque  rigoureusement 
exacte,  et  nous  l'admettrons  provisoire- 
ment dans  ce  qui  suit,  sauf  à  examiner 
plus  tard   quelles  modifications  doivent 
être  faites  au  résultat. 

Forces  de  contact  exercées  sur  une  sec- 
tion  droits.  —  Cette  section,  soit  dans  la 
tige  rectiligne  soit  dans  la  tige  déformée, 
a  pour  centre  de  gravité  G  et  coupe  le 
plan  de  la  figure  suivant  EGF  ;  nous  la 


V     z 


A" 


G* 


H 


138 

désignerons  par  w  et  a>'  sera  une  autre  section  droite  figurée  de 
même  par  E'G'F',  qui  dans  la  tige  rectiligne  se  trouve  à  une  très 
petite  distance  l  de  la  première  du  côté  de  l'origine  0.  Imaginons 
dans  cette  dernière  position  un  cylindre  très  fin  parallèle  à  OH, 
allant  d'une  section  à  l'autre  et  les  rencontrant  en  M,  M'.  Soient 
A,  A'  les  projections  de  ces  points  sur  le  plan  de  la  figure  et  par 
suite  A  A'  celle  du  cylindre. 

Après  la  déformation  les  points  M,  M'  sont  restés  les  mêmes 
sur  les  deux  sections,  et  par  suite  la  distance  GA  ou  G' A'  n'a  pas 
changé.  Mais  la  matière  du  cylindre  a  éprouvé  une  dilatation 
linéaire  £,  de  sorte  que  sa  longueur  primitive  /  est  devenue  I{l-\-z); 
en  même  temps  il  s'est  infléchi  en  une  courbe  évidemment  per- 
pendiculaire aux  plans  des  deux  sections  ;  l'effet  de  l'allongement 
est  d'exercer  sur  la  section  (jù  une  force  proportionnelle  à  f ,  dirigée 
à  gauche,  et  dont  la  valeur  rapportée  à  l'unité  de  surface  sera 
désignée  par  Ae;  la  constante  A;  pour  chaque  substance  se  nomme 
son  coeffident  cVélasticité.  Il  est  clair  que  si  e  était  négative  la 
dilatation  deviendrait  une  compression  et  la  force  changerait  de 
sens. 

La  courbe  MM'  étant  parallèle  au  plan  de  la  figure,  sa  projec- 
tion AA'  lui  est  égale,  perpendiculaire  à  EF,  ET',  et  peut  être 
considérée  comme  un  arc  de  cercle  ayant  pour  centre  Tintersec- 
tion  I  de  ces  droites.  Lorsqu'on  prendra  pour  M,  M' les  points 
G,  G,  la  dilatation  linéaire,  qui  est  alors  celle  du  filet  moyen,  sera 
désignée  par  S  au  lieu  de  e.  Posons  aussi  p  =  GI  qui  est  évidem- 
ment le  rayon  de  courbure  du  filet  moyen.  Les  arcs  AA,  GG' 
étant  semblables,  on  a 

AA'  ___  AI   _  p  +  t^ 
GG'  ~  GI  ~"     p     ' 

en  posant  v  =  GA  si,  comme  dans  la  figure,  A  est  au-dessus  de 
G  ;  s'il  est  au-dessous,  il  est  clair  qu'on  doit  prendre  v  =  —  Gx\. 
D'ailleurs 
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AA'=/(14-6),  GG'=/(i  +S), 

et  la  relation  précédente  devient 


(l  +  s)-(i+g)(l4--fV 


V 

ou        e  =  s  -| 


en  remarquant  que  5,  —  sont  de  petites  dilatations  dont  on  peut 

p 
négliger  le  produit. 

Action  mutuelle  des  deux  parties,  de  la  tige.  —  Laissons  mainte- 
nant  de  côté  la  section  a>'  et   considérons 

l'action  totale  de  la  première  partie  de  la  ^ — -^ — r^ 

tige,  comprise  entre  l'origine  et  la  section  o)  o r^^      ' ^^^^"^7^ 
ou  EF,  sur  la  seconde  partie,  allant  de  la  ^ 

section  à  l'extrémité  H. 

Cette  action,  comme  on  vient  de  le  voir,  résulte  d'une  force 
normale  variable,  appliquée  en  chaque  point  de  l'aire  co,  et  dont 
la  valeur  f  pour  l'unité  de  surface  est 


f  =  kE=  kl  8+^]. 


En  partageant  l'aire  en  jpetites  parties  s,  la  force  sera  fs  pour 
l'une  d'elles,  et  en  désignant  par  P  la  force  normale  ou  tension 
totale^  dirigée  à  gauche  si  elle  est  positive,  on  aura 

les  sommes  I  s'étendant  à  tous  les  éléments  s. 

Soit  pL  la  somme  des  moments  des  mêmes  forces  par  rapport  à 
un  axe  mené  par  le  point  G  perpendiculairement  au  plan  de  la 
figure,  en  le  prenant  positif  dans  le  sens  de  la  flèche.  Pour  la  force 
fs  appliquée  en  M  le  bras  de  levier  est  évidemment  AG,  mais  le 
moment  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  A  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  G,  et  comme  v  désigne  AG  pris  avec  ce  même 
signe,  le  moment  est  en  tout  cas  fsv,  d'où  résulte 
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M  =  2/si,  =  Sik  f  8  +  —]v8  ==  kSlvs  +  —  Ivh. 

^  ?   '  ?         ' 

Figurons  à  part  la  section  co  que  la  droite  EGF  partage  en  deux 
parties  symétriques  et  soient  x,  y  les  coordonnées  de  l'élément  s 
situé  en  M  par  rapport  aux  axes  GY  placé  sur  GE  et  GX  horizon- 
tal ;  en  menant  MA  perpendiculaire  à  EF,  on  aura 
le  point  désigné  par  A  dans  l'autre  figure  ;  on  a  sup- 
posé V  =  GA  si  A  est  au-dessus  de  G,  v  =  —  GA 
^  s'il,  est  au-dessous;  ainsi  v=y.  L'origine  étant  au 
centre  de  gravité  de  Taire,  il  en  résulte  lys  =  o  ou 
1rs  =  o;  de  plus  Is  =  a>.  Quant  à  lv\s  ou  ly^s  qui 
se  nomme  le  mmieiit  d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  OX,  nous 
l'évaluerons  plus  tard  pour  diverses  formes  de  la  section,  mais 
pour  se  rendre  compte  de  son  ordre  de  grandeur,  il  est  clair  qu'on 
peut  y  remplacer  v  par  une  valeur  moyenne  constante  /.  convena- 
blement choisie  de  façon  à  avoir 

Les  valeurs  de  P  et  ^^z  d'après  ce  qui  précède  se  réduisent  à 

V  =  KOO),  Ul  = 

Conditions  d'équilibre.  —  Pour  l'équilibre  de  la  tige  il  est 
nécessaire  d'admettre  que  sa  première  partie  puisse  exercer  sur 
la  seconde,  outre,  les  forces  précédentes,  une  pression  tangen- 
tielle  P'  parallèle  à  EF,  pour  résister  à  une  force  tendant  à  faire 
glisser  la  jseconde  partie  de  E  vers  F,  force  qu'on  nomme  Veffort 
tranchant.  Elle  produit  donc  un  léger  glissement,  en  vertu  duquel 
les  fibres  ou  séries  de  particules  qui,  dans  la  tige  horizontale, 
étaient  perpendiculaires  à  la  section  font  ensuite  avec  la  normale 
une  petit  angle  6.  Cette  force  rapportée  à  l'unité  de  surface  peut 
être  représentée  par  k'Oy  k'  étant  un  coefficient  propre  à  chaque 
substance,  et  pour  la  section  entière  on  a  ainsi 

P'  =  fc'Ôa). 
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La  déformation  que  nous  avons  appelée  normale  excluant  ce 
glissement  ne  peut  être  rigoureuse  ;  mais  si  la  tige  est  d'une  ma- 
tière rigide,  bois,  métal,  etc.,  en  excluant  le  caoutchouc  et  les 
corps  analogues,  la  résistance  à  l'extension  et  au  glissement  est 
telle  qu'à  moins  d'amener  la  rupture  la  dilatation  S  reste  très 
faible,  et  l'angle  0  tout  à  fait  insensible  ;  ainsi  dans  les  construc- 
tions géométriques  dont  nous  avons  tiré  les  valeurs  de  P  et  ,u,  on 
pouvait  sans  aucune  erreur  regarder  les  filets  comme  perpendicu- 
laires aux  sections.  Les  autres  écarts  de  la  déformation  normale 
sont  du  même  ordre  ;  si  les  particules  d'une  section  droite  cessaient 
d'être  dans  un  même  plan  il  y  aurait  un  glissement  entre  les  fibres 
dans  le  sens  longitudinal  ;  si  les  sections  se  rétrécissaient  leur 
contraction  serait  encore  plus  faible  que  la  dilatation  linéaire,  etc., 
et  par  conséquent  nous  pouvons  considérer  les  valeurs  de  P  et  tx 
comme  presque  rigoureuses.  L'erreur  provenant  de  la  cause  pré- 
cédente est  en  pratique  bien  inférieure  à  celle  qui  résulte  des 
défauts  d'homogénéité  de  la  tige  et  de  la  valeur  plus  ou  moins 
variable  et  incertaine  de  la  constante  A;. 

Il  est  clair  que  pour  l'équilibre  de  la  seconde  portion  de  la  tige 
P,  P,  jx  doivent  être  égales  et  opposées  aux  sommes  analogues 
de  projections  et  de  moments  des  forces  agissant  sur  elle,  et  par 
conséquent  ces  sommes,  supposées  connues,  peuvent  être  dési- 
gnées par  les  mêmes  lettres;  les  conditions  d'équilibre  seront 
ainsi 

qui  devront  être  satisfaites  pour  toutes  les  sections.  La  seconde 
donnerait  0  si  k'  était  connu  ;  la  première  donne  la  dilatation  S  du 

filet  moyen,  et  la  troisième  détermine  —  ou  la  forme  de  la  courbe 

qui  est  ainsi  indépendante  des  deux  autres.  Nous  allons  la  trouver 
dans  un  cas  particulier. 

Forme  de  la  courbe.  —  Nous  supposerons  le  poids  de  la  tige 
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négligeable  et  la  flexion    produite  par  un  poids  Q  suspendu  à 

l'extrémité  H  ;  la  tangente  au  filet  moyen 
? — X  enO  reste  nécessairement  horizontale  et 


G^'^^ ^      nous  la  prendrons  pour  axe  des  x,  OY 
,  ^     étant  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ; 
X,  y  seront  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  G  du  filet,  a  et  &  celles  de  H,  cp  l'angle  aigu  de  la  tan- 
gente en  G  et  de  OX,  évidemment  croissant  avec  x. 

Le*  moment  fx  du  poids  par  rapport  à  G  est  Q  (a  —  x\  et  la 
troisième  équation  d'équilibre 


hiùk 


9 


=  V- 


devient 


—  =  c  (fl  —  x)       où       c  = 

p 


ki,,V' 


On  a 


dy       ^  1  do?»  ,      d.fangœ 


'      [>+^] 


ce  qui  réduit  l'équation  à 


d.sincp  ,  . 

— - — i  =z  c  (a  —  x). 
dx 

En  intégrant  et  remarquant  que  cp  =  o  pour  x^=o  on  trouve 

sm  ço  =  c  I  flo;  —  -—  x"^ 


2 

Ensuite 

-.-  =  tang  y  =     . -_-Z :  =  sm  ap  +    ~  sm»  œ  +  etc. 

^  l/l  —  sin^  <p  ^         t  ' 

Cette  série,  très  convergente,  étant  une  fonction  entière  de  x, 
on  peut  en  tirer  la  valeur  exacte  de  y  et  on  trouverait  de  même 
celle  de  l'arc  5;  en  négligeant  sin'  cp  on  a  simplement 
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dy  =  dx  sin  rp  =  c  lax x*  \dx,  y  =  c  1  -r-  ax^  —        x^  j, 

en  remarquant  que  y  s'annulle  avec  x. 

C'est  l'équation  de  la  courbe  du  filet  moyen. 

On  nomme  flèche  (Je  flexion  l'ordonnée  DH  =  ft  du  point  H,  ou 
la  valeur  de  y  correspondant  à  a:  =  a  ;  on  a  ainsi 

c  =  —  fa"  = 

et  au  même  degré  d'approximation  que  ci-dessus  on  peut  prendre 

pour  n  la  longueur  de  la  tige. 

En  rapportant  la  constante  k  au  kilogramme  et  au  centimètre 
comme  unités  on  évalue  h  à  2,000,000  pour  le  fer;  pour  le  bois 
de  sapin  ou  de  chêne  ce  coefficient,  très  variable,  paraît  être  de 

100,000  en  moyenne.  Quant  à  l\  sa  valeur  est  —-pour  une  sec- 

tion  circulaire  de  rayon  r;  si  la  section  est  un  rectangle  de  hau- 

teur  a,  on  a  /*  =     -.  Par  exemple,  pour  une  tige  de  fer  circulaire 

d'un  centimètre  de  diamètre,  longue  d'un  mètre,  le  poids  étant  un 

32 
kilogramme,  on  trouve  6  =  7.-  =  34"*™.  Si  la  tige  était  de  lon- 

gueur  double,  avec  un  poids  Q  à  chaque 

extrémité  H,  H',  soutenue  au  milieu  0,  les  h 

courbes  OH,  OH'  seraient  les  mêmes  que 

ci-dessus,  car  on  ne  dérangerait  point  l'équilibre  en  la  supposant 

encastrée  en  0.  La  double  courbe  serait  encore  la  même,  mais 

renversée,  si  la  tige  reposait  en  H,  H,  au 

même  niveau,  sur  deux  appuis,  et  se  trou-  ^  1^^^^==::=:=:^=:::==^^ 

vait  chargée  au  milieu  d'un  poids  2Q,  car 

chaque  appui  exercerait  sur  elle  une  force  Q  de  bas  en  haut. 
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CHAPITRE  III 


CINEMATIQUE 


36.  Mou  veulent  d'un  point.  —  La  cinématiqae  est  la 
théorie  du  mouvement,  abstraction  faite  des  forces  qui  le  produi- 
sent ;  il  s'y  rattache  en  outre  des  applications  industrielles  impor- 
tantes. Quelquefois  on  y  a  fait  rentrer  aussi  l'étude  'géométrique 
des  courbes  déduite  de  leur  mode  de  génération.  Toutefois  dans 
la  théorie  générale  des  lignes  et  des  surfaces  ce  genre  de  consi- 
dération est  fréquemment  employé  quand  il  en  peut  résulter 
quelque  simplification  ;  aussi  ces  questions  ne  se  rattachent  qu'in- 
directement à  la  cinématique  et  nous  n'aurons  pas  à  nous  en 
occuper. 

Rej^résentation  du  mouvement  (Vun  point.  —  C'est  d'un  point 
géométrique  et  non  d'un  point  matériel  que  nous  avons  à  considé- 
rer le  mouvement.  On  peut  le  figurer  en  quelque  sorte  au  moyen 

des  positions  successives  A,  B,  C,  etc.,  du  point  à  des 
^    B  ^  D  ê     intervalles  de  temps  égaux  et  très  petits.  Ce  procédé 

est  quelquefois  utile  pour  des  raisonnements  géné- 
raux, mais  pour  une  étude  exacte,  il  faut  exprimer  la  loi  du  mou- 
vement d'une  façon  plus  précise. 

Premier  mode  de  représentation.  —  Le  mouvement  sera  connu 
si  les  coordonnées  x^  y,  z,  du  point  sont  exprimées  en  fonction  du 
temps  t;  il  est  clair  que  deux  d'entre  elles  suffiraient  si  le  mouve- 
ment s'effectuait  dans  un  plan,  et  une  seule  s'il  était  rectiligne. 

Second  mode.  —  Le  mouvement  sera  également  connu  si  l'on 
donne  la  courbe  parcourue  par  le  point  ou  sa  trajectoire,  et  la 
loi  suivant  laquelle  elle  est  parcourue,  c'est-à-dire  l'arc  5  en  fonc- 
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tion  du  temps  t;  l'arc  est  compté  à  partir  d'une  origine  fixe  jus- 
qu'au point  mobile  M. 

Un  de  ces  modes  d'expression  du  mouvement  étant  connu,  on 
peut  en  déduire  l'autre  ;  toutefois  à  chacun  d'eux  se  rattachent 
des  propriétés  distinctes. 

Vitesse.  —  On  nomme  uniforme  tout  mouvement  dans  lequel 
l'espace  e  parcouru  dans  le  temps  t  lui  est  proportionnel,  de  sorte 
qu'on  B,e=  ^Jty  V  étant  une  constante  nommée  la  intesse  ;  elle  est 
ainsi  le  rapport  de  l'espace  au  temps.  On  nomme  varié  tout  mou- 
vement non  uniforme  ;  si  le  point  va  de  M  en  M'  dans  le  temps  h 

MM' 

le  rapport  '-'-  est  la  vitesse  moyenne  et  en  supposant  6  et  par 
suite  MM'  infiniment  petits  elle  devient  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  v 

ds 

au  point  M  ;  elle  est  ainsi  la  dérivée  -r-  de  l'arc  par  rapport  au 

temps. 

La  vitesse  est  figurée  par  une  tangente  menée  en  M  à  la  tra- 
jectoire, dans  le  sens  du  mouvement,  sa  longueur  étant  égale  à  v 
ou  exprimée  par  le  même  nombre.  Quand  on  parle  de  la  composi- 
tion des  vitesses,  de  leurs  projections,  etc.,  ces  mots  s'appliquent 
aux  droites  qui  les  représentent  ;  de  la  sorte  les  propriétés  géné- 
rales des  résultantes  et  des  projections  restent  exactes  en  rempla- 
çant le  mot  de  droites  par  celui  de  vitesses. 

La  vitesse  en  M  est  dirigée  suivant  la  tang^te  ML  ou  du 
point  M  vers  un  autre  M' très  voisin;  en  nom- 
mant X,  y,  Zj  oi^  y,  si  les  coordonnées  de  M,  M' 
et  Q  le  temps  employé  à  parcourir  MM',  les 

cosinus  de  cette  direction  sont  -^^  >  etc.  La 

projection  de  la  vitesse  sur  OX  est  donc 

X  —  X  x'  —  X       MM'       X  —  X        dx 


MM'    •         MM'        e  e  dt' 

(Ix  étant  l'accroissement  de  x  correspondant  h  Q  on  dt  ;  en  raison- 

10 
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(Ix     d/u      o* 

nant  de  même  pour  OY,  OZ,  on  voit  que  -,  ,  -:  ,  -~  sont  les  pro- 

at     ai     ai 

jections  de  la  vitesse  but  les  axes  ;  c'est  sous  cette  forme  qu'elle 
est  connue  dans  le  premier  mode  ci-dessus  de  représentation  du 
mouvement.  Le  carré  d'une  droite  étant  la  somme  de  ceux  de  ses 
projections,  on  a 


V»  = 


En  général  la  vitesse  est  considérée  comme  une  grandeur  abso- 
lue, ou  positive.  Toutefois  quand  le  mouvement  s'effectue  sur  une 
droite  prise  pour  axe  des  a;,  elle  est  égale  sauf  le  signe  à  sa  pro- 

jection      ,  et  pour  simplifier  on  lui  attribue  également  ce  signe, 

de  sorte  que  v  désigne  -r-  ;  la  vitesse  devient  alors  négative  si  x 

diminue  pendant  le  mouvement. 

Mouvement  uniformément  varié.  —  On  nomme  ainsi  celui  dans 
lequel  la  vitesse  varie  proportionnellement  au  temps,  de  sorte 
qu'on  ^v  =  u-\-at,ueta  étant  des  constantes,  dont  la  première 
représente  la  vitesse  initiale,  correspondant  à  i  =  o.  Il  en  résulte 

ds  1 

h  étant  la  valeur  de  5  correspondant  kt  =  o. 

D'ordinaire  a  se  nomme  Y  accélération.  Toutefois  nous  donnerons 
bientôt  à  ce  mot  un  sens  plus  étendu,  de  sorte  que  dans  le  mouve- 
ment précédent  a  devrait  s'appeler  l'accélération  tangentielle  ;  ce 
nombre  deviendrait  l'accélération  elle-même  dans  le  seul  cas  où  il 
serait  positif  et  le  mouvement  rectiligne  ;  lorsqu'il  en  sera  ainsi  et 
qu'en  outre  u  ^ih  seront  nuls,  nous  dirons  que  le  mouvement  est 
uniformément  accéléré  simple.  On  aura  alors 

1 

V  =  a/,  c  =   ^-fl^*, 
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e  étant  l'espace  parcouru  dans  le  temps  ty  le  point  partant  du 
\^       repos.  On  sait  par  expérience  que  telle  est  la  loi  de  la  chute  des 
«  "  dans  le   vide,   a  étant  alors   remplacé  par  le  nombre 

^  ,809. 

>^  37.  Accélération.  —  On  nomme  ainsi  une  certaine  quantité 
variable  correspondant  à  chaque  position  d'un  point  mobile  M  et 
figurée  comme  la  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction,  par  une 
droite  MK  menée  à  partir  du  point,  ce  qui  permettra  de  parler 
de  la  composition  des  accélérations  et  de  leurs  projections.  Son 
importance  provient  de  ce  que  plus  tard,  en  dynamique,  elle  repré- 
sentera la  force  ;  nous  aurons  à  la  définir  et  à  démontrer  les  pro- 
priétés suivantes  : 

Première  propriété.  —  ^,y,z  étant  les  coordonnées  du  point 
mobile,  les  projections  de  l'accélération  sur  les  axes  sont  leurs 
dérivées  secondes 

à^x     d*y     d^z 
1^'     rfi»'     In' 

Seconde  propriété.  —  Elle  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 
Y  accélération  tangentielle  T  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  et 
V accélération  normale  N,  perpendiculaire  à  la  tangente.  Celle-ci 
est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  et  l'on  a 

dv  V* 

T  =  —  N  =  — 

dt  p 

p  étant  le  rayon  de  courbure  et  v  la  vitesse  ;  suivant  que  T  est 
positive  ou  négative  elle  aura  le  sens  de  la  vitesse  ou  le  sens  con- 
traire. 

Troisième  propriété.  —  M  étant  une  position  quel-  ,v|»» 
conque  du  point  mobile,  supposons  qu'un  autre  point, 
partant  de  M  en  même  temps  que  le  premier  et  avec  la 
même  vitesse,  conserve  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme ;  et  soient  M',  M"  les  positions  des  deux  points  m 
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an  bont  d'un  même  temps  6  ;  on  nomme  déviation  la  droite  allant 
de  M"  vers  M'.  La  propriété  consiste  en  ce  que  si  6  est  infiniment 
petit  r (accélération  a  pour  valeur 

T^ 

et  sa  direction  est  ceUe  de  la  déviation. 

Les  deux  premières  propriétés  correspondent  évidemment  aux: 
deux  modes  de  représentation  du  mouvement.  Chacune  des  trois^ 
est  une  expression  particulière  de  l'accélération  et  pourrait  lui 
servir  de  définition,  sauf  à  démontrer  ensuite  l'exactitude  des^ 
deux  autres.  Mais  il  est  préférable  de  la  définir  comme  il  suit, 
d'une  façon  purement  géométrique,  indépendante  de  toute  notion 
de  limites,  de  courbure,  et  du  choix  des  axes. 

Définition,  —  Soit  0  un  point  fixe  choisi  à  volonté,  que  nous 
nommerons  Y  origine  des  vitesses;  îl  étant  le  point  mobile,  nous^ 
ferons  correspondre  à  chacune  de  ses  positions  un  point  V  tel  que 

la  droite  OV  soit  égale  et  parallèle  à  la 
vitesse  ML  et  de  même  sens.  De  la  sorte 
'^         />^>'^      V  sera  un  second  point  mobile  décrivant 

la  courbe  représentative  des  vitesses  du 
premier.  L'accélération  du  point  M  sera  alors  la  vitesse  du  point  V 
dans  la  position  correspondante,  c'est-à-dire  la  droite  MK  égale 
et  parallèle  à  cette  vitesse  et  de  même  sens. 

De  quelque  manière  qu^on  ait  choisi  le  point  0,  il  est  clair 
qu'on  retrouvera  toujours  la  même  droite  MK. 

Démonstration  de  la  prenUère  propriété.  —  Prenons  pour  îe 
point  0  l'origine  des  axes  auxquels  se  rapportent  les  coordonnées 
Xy  y,  z  du  point  M,  et  soient  oi^  y',  /  celles  du  point  V  cmrespm- 
dant  à  M  ;  elles  sont  les  projections  de  OV  sur  les  axes,  et  puisque 
cette  droite  est  en  graadeor  et  en  direction  la  vitesse  de  M,  on  a, 

àx  ,    à^  dz 

dt  ^         dt  dt 


149 


De  même  jr^-^^-jr  sont  les  projections  de  la  vitesse  de  V,  ou  de 
Faccélération  du  point  M^  et  en  y  substituant  les  valeurs  précé- 
dentes elles  deviennent  -j^z.-j^,  -i^r- 

or    ai"    or 

Démonstration  de  la  seconde  propriété.  —  Nous  supposerons  le 
temps  0  pendant  lequel  le  point  va  de  M  en  M'  assez  petit  pour 
que  les  propriétés  géométriques  de  la  figure  soient  sensiblement 
<;elles  qui  conviennent  à  la  limite,  où  B  est  infiniment  petit.  En 
menant  par  l'origine  des  vitesses  OV,  0  V'  qui  figurent  les  vitesses 

V,  v'  en  M,  M',  les  points  V,  V  seront  très  voisins  et  la  vitesse 

VV 
de  V  ou  l'accélération  sera  la  droite  VH  =  — - 

dirigée  suivant  VV.  En  prenant  OP  =  OV,  et 
menant  VV"  égale  et  parallèle  à  PV,  VV  est  la 
résultante  de  VP,  VV  ;  en  décomposant  l'accé- 
lération VH  suivant  ces  deux  directions  il  est 
clair  que  le  rapport  des  composantes  aux  droites 
VV",  VP  est  celui  de  VH  à  VV  ;  leurs  valeurs  sont  ainsi 

VV"  . 


T  = 


e 


Ce  sont  les  icomposantes  tangentielle  et  normale,  car  VV  est 
dirigée  sensiblement  suivant  là  vitesse  OV  du  point  M,  et  VP  à 
angle  droit.  On  a 

VV"  =  PV  =  OV  —  OV, 


_  VV"  _  v'  - 

""  6    "  "e 


V 


et  à  la  limite,  9  étant  infiniment  petit,  T  =  ^-,  ce  qu'il  fallait  vé- 
rifier. Cette  composante,  dans  la  figure,  a  le  sens  de  la  vitesse, 
parce  que  OV  >  OV  ou  i^  >  v  ;  il  est  clair  qu'elle  serait  dirigée 

en  sens  contraire  si  la  vitesse  était  décroissante,  et  sa  valeur  -- 

ai 

serait  alors  négative. 

La  valeur  de  N  s'obtient  par  la  construction  suivante  :  On 
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nomme  d'ordinaire  jîZaw  osculateur  d'ane  courbe  en  un  point  M  la 
position  limite  d'un  plan  Q  mené  par  la  tangente  en  M  et  par  un 
point  très  voisin  M,  ;  de  la  sorte  M  et  M,  ;  sont  dans  le  plan  Q, 
mais  non  l'arc  MM^ .  Si  le  plan  était  horizontal  et  l'arc  au-dessus, 
il  est  clair  qu'en  son  point  le  plus  élevé  la  tangente  serait  horizon- 
tale, et  qu'en  général  entre  M  et  M,  il  y  a  un  point  où  la  tangente 
est  parallèle  au  plan  Q.  Nous  définirons  donc  plutôt  le  plan  oscu- 
lateur comme  position  limite  d'un  plan  Q  mené  par  la  tangente 
ML  en  M  et  parallèle  à  la  tangente  M'L'  en  M'.  Prenons-le  pour 
celui  de  la  figure  où  M'L'  se  projette  en  une  droite  parallèle  m'I'. 
V'  En  menant  MO,  ;n'0,  perpendiculaires  à 

ML,  m'l\  et  par  ces  droites  des  plans  per- 
pendiculaires à  celui  de  la  figure,  ce  seront 
les  plans  normaux  en  M,  M'  ou  perpendicu- 
laires aux  tangentes;  ainsi  Vintersection  de 
deux  plans  normaux  infiniment  voisins  est 
perpendiculaire  au  plan  osculateur  ;  le  point  0  où  elle  le  coupe  est 
le  centre  de  cxyurhure  ;  le  rayon  de  courhire  est  la  distance  OM  =  p. 
En  désignant  par  a  l'angle  MOw',  on  a  dans  le  triangle  MOm'. 

Mm'  MO  Mm' 

■        =    •    M    'H     ^"     ^  MO  =  p, 

sin  a       sin  Mm  0  a 

l'angle  Mw«'0  étant  sensiblement  droit. 

La  corde  MM'  fait  un  très  petit  angle  avec  la  tangente  en  M  et 
par  suite  avec  le  plan  Q  et  avec  sa  projection  Mm'  ;  leur  rapport 
étant  sensiblement  l'unité  on  aura  aussi 

MM' 
—  =  f>. 

a 

Prenons  maintenant  pouf  MM'  l'arc  parcouru  dans  le  temps  9 
parle  point  mobile.  Nous  pouvons  choisir  pour  origine  des  vites- 
ses le  centre  de  courbure  0  ;  les  droites  OV,  OV,  parallèles  aux 
vitesses,  ou  aux  tangentes  en  M,  M',  seront  ainsi  toutes  deux  dans 
le  plan  de  la  figure,  perpendiculaires  du  même  côté  à  OM,  Om', 
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et  feront  entre  elles  l'angle  a.  En  prenant  comme  précédemment 
OP  =  OV,  la  direction  VP  de  la  composante  N  sera  celle  de  M 
vers  0,  et  comme  on  la  suppose  menée  à  partir  du  point  M,  elle 
est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure.  Dans  le  triangle  OVP  on  a 


VP 


en  outre 


=  OV=t;; 
a 

MM' 
a         ' 

VP 

MM' 

6  >i 

puisque  l'arc  MM'  est  parcouru  dans  le  temps  0.  Il  en  résulte 


V 


VP^ 


VP 

a 

MM' 


V 


iN 


P 


a 


c'est  la  valeur  de  N  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  le  mouvement  uniformément  varié  mentionné  au  numéro 

4 
précédent,  et  dont  la  formule  générale  est  s  =  fe  +  eei  -f-  ~a    ^^  N 

on  a 


V   = 


ds 
IF 


=  H  -r-  ai. 


de  sorte  que  a  désigne  l'accélération  tangentielle.  Si  le  mouvement 
est  rectiligne  p  est  infini  et  N  =  o^  de  sorte  que  si  en  outre  a  est 
positive,  ce  nombre  est  l'accélération  elle-même. 

Démonstration  de  la  troisième  propriété.  —  Conservons  les 
désignations  indiquées  dans  l'énoncé.  Nous  regarderons  x  comme 
une  fonction  du  temps  ^;  si  sa  valeur  est  a  au  ^^^ 
point  M,  xf  en  M',  Taccroissement  correspondant 
de  t  étant  6,  la  série  de  Taylor  donne  pour  celui 
Aex 

x—a  =  ab+   !-  a"b''  +   ,!r  a'V  -f-  elc  , 
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à,  <f,  (f',  etc.,  étant  pour  le  point  M  les  valeurs  de  -rr,  -j-„  ~^,  etc. 

d  X 

Pour  le  second  point  mobile,  la  projection  -j-  de  la  vitesse  est 
constante  et  —  =  o  ;  ainsi  en  employant  la  même  formule  on  doit 

dx 

supposer  a"  =  o,*  a'"  =  o,  etc.,  mais  a\  valeur  de  -^  en  M,  est  la 

même  que  pour  le  premier  point  ;  on  aura  donc  x'*  —  a  =  a'9,  af' 
étant  la  valeur  de  x  en  M''.  En  soustrayant  cette  expression  de  la 
précédente  on  trouve 

x' x"  1 

-^^  =  ^- +  _  a"'e  +  etc. 

Or  xf  —  af'  est  la  projection  de  la  déviation  M"M'  sur  OX,  et 
si  on  prend  sur  sa  direction  la  longueur 


_« 


la  projection  de  M"L  sera  par  suite    ,-  ,    ;  or  quand  0  est  infi- 

d*x 

niment  petit,  sa  valeur  ci-dessus  se  réduit  à  a"  ou  à  -^ ,  projec- 
tion de  l'accélération.  On  verrait  de  même  que  les  projections  de 
M"L  sur  OY  et  02  coïncident  avec  celles  de  l'accélération. 


38.    Extension    de   la  définition  des  résultantes. 
Composition  des  mouvements.  —  Nous  dirons  que  A''B'' 
0  est  résultante  de  AB  et  A'B',  lors  même  que 

les  commencements  A,  A',  A"  de  ces  droites  ne 
coïncident  pas,  si  eu  menant  par  un  point  0 
des  droites  égales  et  parallèles  à  chacune 
d'elles  dans  le  même  sens,  la  première  est  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les  deux  autres.  Il  est  clair  que  si  cette 
propriété  a  lieu  pour  un  certain  point  0,  il  en  sera  de  même  en 
le  plaçant  partout  ailleurs. 
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Le  commencement  de  la  résultante  doit  être  en  outre  donné. 
Par  exemple  dans  tout  triangle  OAB,  le  côté  OA  est 
la  résultante  de  OB  et  BA  en  donnant  à  ces  droites 
le  sens  des  flèches.  De  la  sorte  pour  qu'une  droite 
soit  la  résultante  de  plusieurs  autres,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  soit  la  somme  de  ceux 
des  composantes.  Ce  qui  précède  s'appliquera  aux  résultantes  des 
vitesses,  des  espaces  parcourus,  etc. 

Composition  des  mouvements.  —  Supposons  que  trois  points 
partant   simultanément  de   A,   A,  A" 
décrivent  les   trajectoires   AM,   AM', 
A''M"  ;  le  troisième  mouvement  sera  dit     BY 
résultant  des  deux  autres,  si  en  dési-  a*^ 

A* 

gnant  par  M,  M',  M"  les  positions  attein-       ^  ...---'TTrrr^  m 
tes  au  bout  d'un  même  temps  quelcon- 
que, la  corde  A"M"  est  constamment  la  résultante  des  cordes 
AM,  AM'. 

En  désignant  par  a,  a\  a"  les  abscisses  de  A,  A'^  A",  et  par 
X,  dc^,  a"  celles  de  M,  M',  M",  la  même  condition  consiste  en  ce 
que  la  projection  de  A"M"  sur  l'axe  quelconque  OX  est  la  somme 
de  celles  de  AM ,  A'M',  ou  qu'on  a 

X  —  a    =  X  —  a  -\-  X  —  a  . 

On  en  déduit  les  propriétés  suivantes  : 

P  La  vitesse  du  troisième  mouvement  est  résultante  de  celles 
des  deux  autres  au  même  instant,  car  on  tire  de  l'égalité  pré- 
cédente 

àx"        dx        dx 
dl    "    dt    "^  ~di'' 

ainsi  la  projection  de  la  troisième  vitesse  sur  un  axe  quelconque 
est  la  somme  de  celles  des  deux  autres. 

2^  L'accélération  du  troisième  mouvement  est  aussi  la  résul- 
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tante  de  celles  des  deux  autres.  On  le  conclurait  de  même  de  ce 
que  leurs  projections  satisfont  la  relation 

~dl*    ~  dV  "^  "dp  • 

3^  La  propriété  suivante  est  la  réciproque  de  la  première  :  Si 
trois  mouvements  commencent  à  la  fois  en  A,  A',  A"  et  que  la 
vitesse  du  troisième  soit  constamment  la  résultante  de  celles  des 
deux  autres,  ce  mouvement  sera  aussi  résultant  des  deux  autres. 
En  effet,  on  a  par  hypothèse 

dx"       dx       dx 
dï  ^lt~^Tt 

d'où  x"  =  X  -+  x'  -\-  Gj  G  étant  une  constante;  cette  relation 
ayant  lieu  pour  des  positions  simultanées  quelconques,  on  a  aussi 
a"  =  a  +  a'  -j-  C,  et  par  suite 

X    Q     =^  X  —  a  -\-  X    —  «, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4^  Si  B,  B',  B"  sont  des  positions  simultanées,  et  qu'on  les  prenne 
pour  points  de  départ  au  lieu  de  A,  A',  A",  le  troisième  mouve- 
ment sera  encore  résultant  des  deux  autres  ;  en  eifet,  ces  points 
devant  satisfaire  les  mêmes  conditions  que  M,  M',  M",  on  a  à  la 
fois 

X   — a    =x  —  a-f-x  —  a,  h  —  a  ^=  b  —  a  -\-  b  —  rt, 

d'où 

x"  ^b-^x  —  b  -\-  X  —  b\ 

ce  qui  exprime  la  propriété  énoncée. 

Cas  particuliers,  —  Les  deux  suivants,  dans  lesquels  nous  sup- 
posons les  positions  initiales  au  même  point  0  ont  de  fréquentes 
applications. 

P  Si  deux  mouvements  rectilignes  et  uniformes  sont  dirigés 
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suivant  OA,  OB  et  ont  pour  vitesse  OA,  OB, 
le  mouvement  résultant  est  rectiligne  et  uni- 
forme, ayant  pour  vitesse  OC  résultante  de 
OA,  OB.  ^  '^ trt" 

2^  Si  deux  mouvements  uniformément  accélérés  simples,  par 
.conséquent  rectilignes,  ont  pour  accélération  OA,  OB,  le  mouve- 
ment résultant  sera  aussi  uniformément  accéléré  simple,  ayant 
pour  accélération  OC,  résultante  de  OA,  OB. 

Dans  les  deux  cas  nous  comparerons  les  deux  mouvements 
donnés  avec  celui  qui  correspond  à  la  résultante  OC  des  vitesses 
ou  des  accélérations,  puis  nous  vérifierons  que  celui-ci  est  bien 
résultant  des  deux  autres. 

Pour  cela  soient  A',  B',  C,  pour  les  trois  mouvements,  les  posi- 
tions simultanées  du  point  mobile  au  bout  d'un  temps  t  quelcon- 
que ;  dans  le  premier  cas,  t  étant  l'espace  parcouru,  on  a  6  =  vt^ 
c'est-à-dire 

OA'  =  ^  X  OA,  OB'  =  /  X  OB,  OC  =  /  X  OC. 

Dans  le  second  cas,  a  étant  l'accélération,  on  a  e  =  -^  a<',  ou 

OA'  =  ~  i'  X  OA,  OB'  =  ^-  i*  X  OB,  OC  =  ^-  i'  X  OC 

Dans  les  deux  cas  OA',  OB',  OC  sont  proportionnels  à  OA, 
OB,  OC,  tombent  dans  la  même  direction  et  forment  ainsi  un  pa- 
rallélogramme, puisque  A'C  est  parallèle  à  AC  et  B'C  à  BC  ; 
l'espace  parcouru  OC  est  donc  résultant  de  OA'  et  OB',  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

39.  Houvenient  de  translation  d'une  ligure.  Hou- 
Tement  relatif  et  absolu.  —  Désignons  par  y  une  figure 
composée  d'un  nombre  quelconque  de  points  A,  B,  C,  etc.  Suppo- 
sons-la d'abord  liée  à  un  système  s  d'axes,  et  déplaçons  s  et  cp  à  la 
fois  comme  un  solide  unique,  d'une  façon  quelconque  telle  que  les 
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axes  restent  parallèles  et  de  même  sens  ;  les  positions  cp'  que  u 
prend  ainsi  seront  dites  placées  semblablement  à  (p.  Quelle  que  soit 

la  direction  des  axes  il  est  clair  qae  si  Tori* 
gine  0  est  venue  en  0',  et  le  point  A  en  A', 
A  A  est  égale  et  parallèle  à  00'  ;  ainsi  en  dési- 
gnant par  A,  B',  G\  etc.,  les  points  homologues 
à  A,  B,  etc.,  et  laissant  de  côté  le  système 
d'axes,  nous  trouverons  encore  toutes  les  figu- 
res cp'  placées  semblablement  à  ç  en  menant  par  A,  B,  etc.,  des 
droites  AA',  BB',  etc.,  égales,  parallèles  et  de  même  sens. 

Puisque  AA  est  égale  et  parallèle  à  BB',  AB'  Test  aussi  à  AB, 
c'est-à-dire  que  les  droites  joignant  deux  points  homologues  dans 
les  figures  u  et  cp'  sont  parallèles  et  de  même  sens  ;  réciproque- 
ment si  cette  condition  est  satisfaite  la  première  le  sera,  c'est-à- 
dire  que  AA',  BB',  etc.,  seront  égales  et  parallèles  et  cp'  placée 
semblablement  à  cp. 

Si  deux  figures  cp',  ç"  sont  placées  semblablement  à  cp,  «lies  le 
sont  aussi  entre  elles  ;  en  effet,  A  et  B  étant  deux  points  quelcon- 
ques de  cp,  et  A",  B"  leurs  homologues  dans  cp",  les  droites  A'B', 
A'B",  toutes  deux  égales  et  parallèles  à  AB,  le  sont  aussi  entre 
elles. 
Dans  le  cas  fréquent  où  deux  courbes  sont  semblablement  pla- 
^    g»  cées,  nous  dirons  pour  abréger  qu'elles  sont  2î«- 

/^/^"^     rallèles;  les  droites  AA,  BB',  CC,  etc.,  joignant 
'A^  ^    '         leurs  points  homologues  sont  alors  égales  et  pa- 
rallèles. 

Mouvemeni  de  translation.   —  On  nomme  ainsi  celui  d'une 
figure  cp  si  toutes  les  positions  par  lesquelles  elle  passe  sont  sem- 
0    8'    R-       blablement  placées.  En  ce  cas,  en  désignant  par 
r/  T^^      A  et  B',  A"  et  B",  etc.,  diverses  positions  simul- 
avT^-  tanées  des  points  A  et  et  B,  les  droites  AB,  AB', 

A"B",  etc.,  sont  égales  et  parallèles.  Par  conséquent  les  trajec- 
toires de  tous  les  points  de  la  figure  cp  sont  des  lignes  droites  ou 
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coarbes  égales  et  parallèles^  et  il  est  clair  qae  leurs  vitesses  au 
même  instant  le  sont  aussi. 

Mouvement  relatif  d'un  point.  —  On  nomme  ainsi  le  mouve- 
ment du  point  tel  qu'il  apparaît  à  un  observateur  lui-même  en 
mouvement.  Pour  en  avoir  une  notion  plus  précise  il  faut  rempla- 
cer Tobservateur  par  une  figure  de  forme  invariable  à  laquelle  on 
puisse  rapporter  la  position  du  point  mobile.  Telle  serait  par 
exemple  une  chambre,  en  mouvement  dans  Tespace,  à  Tintérieur 
de  laquelle  le  point  se  déplacerait  ;  mais  il  est  plus  simple  de  rem- 
placer la  chambre  par  un  système  d'axes  qui  lui  soit  invariable- 
ment lié. 

Figurons  alors  la  trajectoire  relative  ABC  par 
une  tige  rigide,  fixe  par  rapport  aux  axes,  et  le 
long  de  laquelle  chemine  le  point.  Partageons  le 
temps  en  très  petits  instants  égaux  f>,  et  soient 
A,  B,  C,  etc.,  d'instant  en  instant,  les  positions 
du  point  sur  la  tige. 

Les  axes  se  déplaçant  d'une  façon  quelconque  dans  l'espace,  la 
tige  qu'ils  entraînent,  placée  en 
AB...E  quand  le  point  est  en  A, 
occupera  d'instant  en  instant  dans 
l'espace  les  positions  AB'...E',  A^F', 
etc.,  et  quand  le  point  paraîtra  ar- 
rivé en  B,  C,  etc.,  sa  position  dans 
l'espace  sera  B',  C,  etc.  ;  de  la  sorte 
son  vrai  mouvement,  nommé  mouvement  absolu^  est  figuré  par 
AB'C"D"E'\.. 

On  nomme  mmivement  (V entraînement  d'un  point  celui  qu'il 
prendrait  en  étant  lié  invariablement  au  système  ou  aux  axes. 
Celui  du  point  A  de  la  tige  est  ainsi  figuré  par  AA'A"A'''A'^, 
celui  de  B  par  B..,  B'"",  etc.  Quant  au  mouvement  relatif,  s'il  s'agit 
de  le  comparer  à  d'autres,  il  n'a  dans  l'espace  de  sens  précis 
qn'en  supposant  la  tige  et  les  axes  immobilisés  dans  une  de  leurs 
positions. 


158 

Nous  allons  démontrer  que  la  vitesse  absolue  du  point  est  lu 
réstdtante  de  la  vitesse  d'eniraUiement  et  de  la  vitesse  relative. 
Dans  la  position  B'  du  point,  par  exemple,  9  étant  supposé  très 

R'C" 

petit,  la  vitesse  du  mouvement  absolu  est  -  dans  la  direction  de 
B'C"  ;  la  vitesse  d'entraînement,  ou  celle  du  mouvement  d'entraî- 

B'B" 

nement  de  B'  est  de  même  -  -  suivant  B'B"  ;  la  vitesse  relative  est 
celle  qu'aurait  le  point  en  B'  en  supposant  la  tige  immobile  dans 

BT' 

sa  position  actuelle  :  c'est  donc  -r-  suivant  B'C  ;  CB"  et  C'B'  sont 

égales  comme  figurant  la  même  portion  de  la  tige;  si  de  plus  elles 
étaient  parallèles,  B'C'B"C'  serait  un  parallélogramme,  la  droite 
BC  serait  résultante  de  B'B"  et  B'C,  et  la  même  relation  existe- 

rait  entre  les  vitesses.  Cela  n'a  pas  tout  à  fait  lieu,  et  - .  -  est  ré- 

R'  R"  R"P" 

sultante  de    .  -  et  d'une  autre  égale  et  parallèle  à  -r—  ;  mais  celle- 

BT' 

ci  est  égale  à  la  vitesse  relative  -  -  et  fait  avec  elle  un  angle  infi- 
niment petit,  parce  que  dans  le  temps  fi  la  direction  de  B'C  change 
infiniment  peu  ;  ainsi  à  la  limite  le  principe  à  démontrer  est  tout  à 
fait  exact. 

Si  par  exemple  le  point  mobile  est  près  de  la  surface  de  la 
terre,  sa  vitesse  relative  est  celle  que  nous  observons  par  rapport 
à  nous,  et  dont  la  direction  dans  l'espace  est  bien  déterminée  à 
l'instant  actuel  ;  sa  vitesse  d'entraînement  est  celle  qu'il  aurait  en 
restant -lié  au  sol  et  partageant  les  divers  mouvements  de  la  terre. 
En  les  composant,  on  aurait  sa  vitesse  absolue. 

Si  le  mouvement  du  système  est  une  tramlation,  le  mouvement 
absolu  du  i)oint  est  résultant  du  mouvement  relatif  et  du  mouve- 
ment d'entraînement,  de  sorte  que  le  principe  établi  ci-dessus 
pour  les  vitesses  s'étend  aux  mouvements  eux-mêmes. 

En  efl^et,  la  tige  n'ayant  qu'un  mouvement  de  translation  les 
courbes  AE,  A^^E^^  sont  égales  et  parallèles,  et  la  corde  AE»^  du 
mouvement  absolu  est  résultante  des  cordes  AE,  AA'^  ;  or  c'est 
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ainsi  que  nous  avons  défini  an  numéro  précédent  le  mouvement 
résultant  de  deux  autres.  Cette  définition  restait  en  outre  la  même 
en  supposant  les  composantes  déplacées  parallèlement  ;  ainsi  il  est 
indifférent  de  remplacer  A  A"'  par  BB''',  CC*'',  ou  par  le  mouve- 
ment d'entraînement  d'un  point  quelconque  lié  aux  axes,  tous 
étant  égaux  et  parallèles.  Pour  la  même  raison  on  peut  remplacer 
AE  par  A'E',  A"E",  ou  par  le  mouvement  relatif  que  figure  la 
tige  immobilisée  dans  une  quelconque  de  ses  positions. 

Supposons  par  exemple  que  le  mobile  soit  un  bateau  traversant 
une  eau  tranquille  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  En 
réalité,  en  vertu  du  mouvement  de  la  terre,  cette  eau  est  un  sys- 
tème animé  d'un  mouvement  qu'on  peut  pendant  un  temps  court 
considérer  comme  une  translation  rectiligne  et  uniforme.  Les  deux 
mouvements  en  se  composant  donneront  celui  du  bateau  qui  sera 
aussi  rectiligne  et  uniforme.  Le  résultat  serait  pareil  si  l'eau  deve- 
nait celle  d'une  rivière  à  courant  régulier,  dont  le  mouvement 
remplacerait  celui  de  la  terre. 

De  même  si  la  vitesse  uniforme  d'un  bateau  est  représentée  par 
OA  en  grandeur  et  en  direction,  et  celle  du         ^ 
veut  par  OC,  nous  pouvons,  en  regardant  le 
bateau  comme  le  système  en  mouvement,  dé-     jL^^'^'^  j/b 
composer  la  vitesse  du  vent  en  deux  autres 
dont  l'une  OA  sera  la  vitesse  d'entraînement,  et  Tautre  OB  com- 
plétera le  parallélogramme  ;  celle-ci  sera  donc  la  vitesse  du  mou- 
vement relatif  du  vent,  ou  celle  qui  agit  réellement  sur  les  voiles. 

Mouvement  relatif  d'tme  figure  quelconque  par  rapport  à  un 
point.  En  désignant  ce  point  par  0  l'expression  précédente  signi- 
fiera le  mouvement  relatif  à  des  axes  ayant  0  pour  origine  et 
restant  constamment  parallèles  à  eux-mêmes  et  de  même  sens  pen- 
dant que  le  point  0  se  déplace  ;  celui-ci,  considéré  seul  n'aurait 
pas  suffi  pour  préciser  le  mouvement  relatif;  mais  il  s'agit  ici 
d'une  simple  locution  abrégée,  applicable  à  une  disposition  qui  se 
présente  très  fréquemment. 
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Ce  mouvement  relatif  est  celui  d'une  figure  quelconque  pouvant 
même  être  de  forme  variable,  et  il  va  sans  dire  qu'il  signifie  l'en- 
semble des  mouvements  relatifs  de  ses  divers  points. 

Pour  l'un  quelconque  d'entre  eux  le  mouvement  absolu  est 
résultant  de  son  mouvement  relatif  et  du  mouvement  du  point  0, 
car  les  axes  n'ont  qu'un  mouvement  de  translation,  et  pour  tout 
mouvement  d'entraînement  on  peut  prendre  celui  de  l'origine.  La 
vitesse  absolue  du  point  mobile  est  de  même  la  résultante  de  sa 
vitesse  relative  et  de  celle  du  point  0. 

40.  iDistribiition  des  vitesses   dans  un  solide.  — 

Il  s'agit  ici  des  vitesses  dont  peuvent  être  affectés  les  divers  points 
à  un  même  instant.  Elles  suivent  des  lois  simples,  ce  qui  n'aurait 
pas  lieu  pour  les  mouvements  eux-mêmes  de  ces  points  si  l'on 
voulait  les  comparer. 

La  loi  des  vitesses  est  immédiatement  connue  dans  deux  cas 
particuliers.  Le  premier  est  celui  où  le  solide  a  un  mouvement  de 
translation  ;  nous  avons  vu  au  numéro  précédent  que  toutes  les 
vitesses  sont  alors  égales  et  parallèles.  L'autre  cas  est  le  sui- 
vant : 

DistribîUion  des  vitesses  dans  un  solide  Umrnant  atdour  d'un 
axe  fixe,  —  Dans  ce  mouvement  tous  les  points  décrivent  simul- 
tanément des  arcs  de  cercle  semblables,  ayant  leurs  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  et  leurs  centres  snr  l'axe.  La  longueur  de  l'arc 
pour  chaque  point  est  donc  proportionnelle  à  son  rayon  ou  à  la 
distance  r  du  point  à  l'axe. 

n  en  est  ainsi  pour  un  arc  infiniment  petit  et  par  suite  pour  la 
vitesse  v  du  point,  de  sorte  qu'on  a 

V  =  ni, 

le  coefficient  w,  nommé  vitesse  tmgulaire,  étant  le  même  pour  tous 
les  points;  «  est  la  vitesse  quand  r  =  1,  ou  celle  d'un  point  situé 
à  l'unité  de  distance  de  Taxe.  Si  6  exprime  l'angle  variable  dont 
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tourne  le  corps,  ce  point  décrit  l'arc  M  dans  le  temps  dt,  et  la 

vitesse  angulaire  est  par  suite  u  =  -.  . 

En  outre  la  vitesse  en  chaque  point  est  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  l'arc  qu'il  décrit,  ou  perpendiculairement  au  plan  mené 
par  l'axe  et  le  point. 

La  vitesse  v  a  la  même  valeur  ru  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane  tournant  dans  son  plan  autour  d'un  point  fixe,  car  il 
s'eflfectue  réellement  autour  d'un  axe  mené  par  ce  point  et  per- 
pendiculaire au  plan. 

Condition  d'invariabilité,  —  Avant  d'examiner  les  autres  cas, 
cherchons  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  vitesses  de  deux 
points  du  corps  pour  que  leur  distance  reste  cons-  ^* 

tante.  Soient  0  un  point  fixe,  M  un  point  mobile         y^iA 
venant  en  M' dans  l'instant  très  petit  6.  Soient  aussi    o  ^^^^^^^"^ 
OM  =  r,  OM'  =  r',  et  l'angle  MOM'  =  rfc^.  Sa  vitesse  v  dirigée 
suivant  MM'  se  décompose  en  deux  autres,  la  première  i/  parallèle 

à  OM',  l'autre  v"  suivant  MP  en  prenant  OP  =  OM.  On  a  v  =  —  - 


et  par  saite 

PM'       r'       r 

„       MP 

A  la  limite,  en  remplaçant  la  corde  MP  par  l'arc, 

En  même  temps  v'  est  dirigée  suivant  le  prolongement  de  OM 
si  elle  est  positive,  et  xl'  à  angle  droit.  Si  la  trajectoire  est  plane 
eZcp  est  l'accroissement  de  l'angle  polaire  cp. 

Soient  maintenant  Vy  v'  les  vitesses  de  deux  points  A,  A'  d'un 
solide,  et  u  la  vitesse  relative  de  A'  dans  son  mouvement  relatif 
au  point  A,  défini  comme  au  numéro  précédent.  De  la  sorte  ^  est 
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résultante  de  r  et  de  u,  et  en  projetant  les  vitesses  sur  AA'  dans 
un  même  sens,  on  a 

proj.  V  =  proj.  t;  +  proj.  u. 

Dans  le  mouvement  relatif  A  est  un  point  immobile,  et  comme 
on  l'a  vu  ci-dessus  la  projection  de  la  vitesse  u  sur  AA'  ou  sur  r 

est      .  La  condition  que  r  soit  constant,  ou    -  =  o,  exprime  donc 

que  la  projection  de  u  est  nulle,  ou  que  l'on  a 

proj.  V  =  proj.  V. 

Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les  projections  des  vitesses 
de  A  et  A  sur  la  droite  AA,  prises  dans  h  même  sens,  soient 
égales.  C'est  ce  que  nous  nommerons  la  condition  d'invarinbilité. 
Si  l'une  des  vitesses  est  perpendiculaire  à  la  droite  AA',  l'au- 
tre doit  l'être  aussi  ;  cela  comprend  le  cas  où  ja  première  serait 
nulle. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  un  solide  tournant  autour  d'un 
axe,  on  peut  vérifier  que  la  loi  des  vitesses  reste  la  même  si  l'axe, 
au  lieu  d'être  fixe,  est  instantané,  ou  a  une  vitesse  nulle  à  un  cer- 
tain instant,  auquel  cas  on  peut  le  considérer  comme  joignant  deux 
points  0,  0',  dont  la  vitesse  actuelle  est  nulle. 

En  effet,  A  et  B  étant  deux  points  quelconques 
du  corps,  il  résulte  de  la  condition  d'invariabilité 
que  la  vitesse  du  point  A  doit  être  perpendiculaire 
'^  à  la  fois  à  AO  et  AO'  ou  au  plan  AOO',  comme  si 

l'axe  était  fixe.  Celle  de  B  l'est  de  même  au  plan  BOO'.  Les  direc- 
tion des  vitesses  v,  v'  étant  ainsi  déterminées,  la  condition  d'in- 
variabilité appliquée    à  la  droite   AB  donnera  nécessairement 

pour  le  rapport  -r,  la  même  valeur  que  si  l'arc  était  fixe. 

Distribution  des  mtesse^  dans  un  solide.  —  Premier  cas  :  Le 
solide  se  réduit  à  une  figure  plane  en  mouvement  dans  son  plan. 
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Supposons  qu'aux  points  A  et  B  les  vitesses  AA',  BB' 
ne  soient  pas  parallèles,  et  menons-leur  des  perpen- 
diculaires AO,  BO  qui  se  couperont  ainsi  en  un  point 
0  ;  d'après  la  condition  d'invariabilité  la  vitesse  de 
ce  point  devrait  être  perpendiculaire  à  la  fois  à  OA 
et  OB,  ce  qui  est  impossible,  à  moins  de  la  supposer 
nulle.  Le  point  0  est  donc  un  centre  instantané  de  rotation  ;  la 
loi  des  vitesses  est  alors  la  même  que  s'il  était  fixe. 

D  n'y  a  d'exception  à  ce  qui  précède  que  si  A  et  B  étant  deux 
points  quelconques  en  mouvement  leurs  vitesses  sont  parallèles  ; 
dans  ce  cas  elles  font  le  même  angle  aigu  avec  AB,  et  pour  que 
leurs  projections  sur  cette  droite  soient  égales  il  faut  qu'elles- 
mêmes  soient  égales  et  de  même  sens.  Ainsi  tous  les  points  ont 
alors  des  vitesses  égales  et  parallèles,  comme  cela  arrive  dans  un 
mouvement  de  translation.  Le  cas  précédent  rentre  donc  évidem- 
ment dans  le  cas  général  où  il  y  a  un  centre  instantané,  en  le 
supposant  éloigné  à  l'infini. 

Second  cas  :  Le  solide  ne  peut  qiie  tourner  en  tous  sens  autour 
d'un  point  fixe  0,  —  La  vitesse  d'un  point  quel- 
conque A  doit  être  perpendiculaire  à  OA  et  par 
suite  on  peut  mener  par  OA  un  plan  OAI  per- 
pendiculaire à  cette  vitesse.  Il  existe  nécessaire- 
ment hors  de  ce  plan  des  points  en  mouvement . 
B  étant  l'un  d'eux  menons  de  même  le  plan  OBI 
perpendiculaire  à  sa  vitesse  ;  il  sera  distinct  du  premier,  et  soit  I 
un  point  quelconque  de  leur  intersection. 

La  vitesse  du  point  0  étant  nulle,  et  celle  du  point  A  perpendi- 
culaire à  AI,  celle  du  point  I  doit  être  perpendiculaire  à  10  et  à 
lA  et  par  suite  au  plan  lOA.  Elle  doit  être  pour  la  même  raison 
perpendiculaire  au  plan  lOB,  et  cette  double  condition  est  impos- 
sible à  moins  qu'elle  ne  soit  nulle  ;  ainsi  01  est  un  axe  instantané 
de  rotation.  Il  en  existe  donc  toujours  un,  dont  la  direction  est  en 
général  variable  dans  le  corps  et  dans  l'espace,  et  comme  on  l'a 
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vu  la  loi  des  vitesses  est  à  chaqae  instant  la  même  que  s'il  était 
fixe. 

Troisième  cas  :  Le  solide  est'  entièrement  libre,  —  Nous  avons 
vu  au  numéro  précédent  ce  que  signifiait  le  mouvement  d'un  solide 
relatif  à  un  point  0.  Choisissons  ce  point  à  volonté,  en  le  suppo- 
sant lié  au  solide  ;  soit  v  sa  vitesse  et  v  celle  d'un  autre  point 
quelconque;  si  v"  est  sa  vitesse  relative  nous  avons  vu  que  v  est 
résultante  de  v  et  v".  Le  mouvement  relatif  du  solide,  dans  lequel 
0  est  immobile,  ne  peut  d'ailleurs  être  que  sa  rotation  autour  d'un 
axe  instantané  01  ;  ??"  est  donc  la  vitesse  due  à  cette  rj^tation  en 
supposant  01  immobile. 

On  peut  remarquer  que  pour  tous  les  points  d'une  droite  01 
parallèle  à  01  v"  est  la  même,  et  en  la  composant  avec  v  on  trouve 
la  même  vitesse  absolue  r'  ;  par  conséquent  si  on  rapporte  le  mou- 
vement du  solide  à  un  point  0'  de  cette  droite  au  lieu  de  0,  tous 
ses  autres  points  auront  une  vitesse  relative  nulle  ;  l'axe  instantané 
sera  donc  OT.  Soit  alors  v"  la  vitesse  relative  de  0  due  à  sa  rota- 
tion autour  de  0  T  immobile,  et  commune  à  tous  les  points  de  01  ; 
r  sera  résultante  de  if  et  ?/  ou  de  v'\  v  et  v\  de  sorte  que  v"  et  t/" 
auront  une  résultante  nulle  ou  seront  égales  et  opposées.  Pour 
interpréter  ce  résultat  menons  un  plan  perpendiculaire  aux  axes 

et  les  coupant  en  A,  A'.  Dans  le  premier  cas,  où  le 

^  mouvement  est  relatif  à  0,  v"  est  la  vitesse  A'L'  de 

A     A'  tournant  autour  de  A  immobile  ;  quand  on  le  rap- 

porte  à  0',  v"'  est  la  vitesse  AL  de  A  tournant  autour 

de  A'  immobile.  Ces  vitesses  étant  égales  parallèles  et  de  sens^ 

contraire,  il  est  clair  que  les  vitesses  angulaires  dans  les  deux 

cas  sont  égales  et  de  même  sens.    Par  conséquent  de  quelque 

^nanière  qu'on  choisisse  le  point  0  Vaxe  instantané  a  toujours  la 

même  direction  et  la  intesse  angulaire  est  la  même. 
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41.  Relations  entre  deux  positions  quelconques 
ti,  1^'  d'un  même  solide.  —  Premier  cas  :  Le  solide  ne  peut 
que  tourner  en  tous  sens  autour  d'un  point  fixe  0.  —  Nous  allons 
démontrer  qu'une  certaine  droite  OL  est  la  même  dans  les  posi- 
tions S  et  S',  de  sorte  qu'aw  moyen  d'une  seule  rotation  autour 
d'elle  on  peut  amener  le  solide  de  l'une  à  l'autre  position. 

Remarquons  d'abord  que  si  un  solide  tourne  autour  d'un  axe, 
l'angle  de  rotation,  que  nous  désignerons  par  rx,  peut  être  supposé 
<ie  180^  au  plus,  en  le  comptant  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Par 
suite  a  est  au  plus  de  90°  et  diffère  de  o,  sans  quoi  il  n'y  aurait 
pas  de  rotation. 

Cela  posé,  étant  donné  un  plan  quelconque  M,  passant  par  l'axe 
et  fixe  dans  l'espace,  il  existe  un  plan  R,  passant  aussi  par  l'axe, 
distinct  de  M  et  lié  au  solide,  qui  après  la  rotation  ira  occuper 
une  position  symétrique  de  R  par  rapport  à  M.  Il  suffit  pour  cela 
de  prendre  pour  R  un  plan  faisant  avec  M  le  dièdre  oc  d'un  côté 
<:onvenable,  de  façon  que  pendant  la  rotation  il  se  rapproche 
d'abord  du  plan  M,  car  après  l'avoir  traversé  il  fera  de  nouveau 
avec  lui  le  dièdre  a  de  l'autre  coté. 

On  peut  faire  passer  le  solide  de  la  ^position  S  à  S'  par  deux 
rotations  successives.  En  effet,  D  étant  un  point  quelconque  de  S, 
venant  en  D'  dans  la  position  S',  on  peut,  en  faisant  tourner  le 
solide  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  DOD',  faire  en 
sorte  que  D  vienne  en  D',  et  puisque  la  droite  OD'  ne  doit  plus 
changer,  une  rotation  autour  d'elle  produira  la  position  S'. 

Considérons  la  position  du  solide  à  l'instant  où  il 
vient  de  tourner  autour  du  premier  axe  OA  et  va 
tourner  autour  du  second  OB,  et  prenons  AOB  pour  ^  ^ 
le  plan  M  ;  il  existe  un  plan  R,  passant  par  OB  et'  distinct  de  M, 
qui  après  la  seconde  rotation  ira  occuper  une  position  symétrique 
de  R  par  rapport  à  M  ;  il  existe  de  même  un  plan  Q,  passant  par 
A,  distinct  de  M  et  par  suite  de  R,  qui  avant  la  première  rotation 
occupait  une  position  symétrique  de  Q  par  rapport  à  M.  Soit  01 
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l'intersection  de  Q  et  R,  et  OL  la  droite  symétrique  de  01  par 
rapport  à  M  ;  01  appartenant  à  la  fois  aux  deux  plans  Q  et  R  ira 
après  la  seconde  rotation  se  placer  en  OL  et  s'y  trouvait  déjà 
avant  la  première  ;  ainsi  la  droite  OL  du  solide  est  placée  de 
même  dans  les  positions  S  et  S',  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  l'existence  d'un  axe  instan- 
tané pendant  le  mouvement  d'un  solide.  Toutefois  cette  démonstra- 
tion est  moins  rigoureuse  que  celle  du  numéro  précédent. 

Remarque  sur  le  déplaeement  (V un  point  quelconque  d'un  solide 
quand  celui-ci  a  tourné  autour  d'un  axe.  —  La  droite  /  joignant 
les  deux  positions  du  point  est  évidemment  la  même  en  grandeur 
et  en  direction  pour  tous  les  points  d'une  droite  parallèle  à  l'axe. 

Pour  les  points  qui  sont  à  la  même  distance  r  de  l'axe  il  est 
clair  que  les  droites  1  sont  égales,  mais  ont  toutes  les  directions 
possibles  perpendiculaires  à  l'axe,  et  en  faisant  varier  r  elles  ont 
toutes  les  grandeurs  possibles. 

Second  cas  :  Le  solide  est  entièrement  libre,  —  Soit  0  un  de  ses 
points,  qui  vient  en  0'  dans  la  position  S';  nous  pouvons  déplacer 
le  solide  par  une  translation  amenant  0  en  0',  après  quoi,  comme 
dans  le  premier  cas,  il  prendra  la  position  S'  en  tournant  autour 

,       d'un  axe  01.  En  menant  à  l'axe  une  parallèle 

A, Jo'      OA  et  une  perpendiculaire  O'A,  nous  pouvons 

supposer  la  translation  formée  d'un  déplace- 
ment rectiligne  suivant  OA  suivi  d'un  autre 
suivant  AO'.  Tout  point  du  solide  prendrait  donc  sa  nouvelle  posi- 
tion en  suivant  des  droites  égales  et  parallèles  à  OA,  AO',  puis  la 
droite  X  définie  ci-dessus,  ou  le  déplacement  résultant  de  la  rota- 
tion ;  celle-ci  ayant  toutes  les  directions  perpendiculaires  à  l'axe 
et  les  grandeurs  possibles,  il  existe  une  droite  D  parallèle  à  l'axe, 
pour  tous  les  points  de  laquelle  /  est  égale  et  parallèle  à  AO'  en 
sens  contraire;  le  déplacement  de  chacun  se  réduit  ainsi  à  une 
droite  égale  et  parallèle  à  OA.  La  droite  D  ne  fera  donc  que  se 
déplacer  suivant  sa  direction  et  si  l'on  opère  d'abord  ce  déplace- 
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ment  par  une  translation  il  suffira  d'une  rotation  autour  de  la 
droite  pour  amener  la  position  S'.  Ainsi  le  solide  peut  passer  de  la 
position  8  à  S'  en  glissant  le  long  d'une  droite  et  tvurnant  ensuite 
en  même  temps  autour  d'elle.  Ce  mouvement  est  celui  d'un  écrou 
autour  d'une  vis  immobile.  En  supposant  les  positions  S,  S' infini- 
ment voisines  on  pourrait  en  conclure  que  la  loi  des  vitesses  dans 
un  solide  est  pareille  à  celle  qui  existe  dans  le  mouvement  de 
l'écrou,  ce  qu'on  pourrait  déduire  aussi  des  résultats  du  numéro 
40  ;  mais  il  faut  remarquer  que  l'axe  jouissant  de  cette  propriété 
change  à  tout  instant  pendant  le  mouvement  sans  passer  par  un 
même  point,  tandis  qu'en  employant  comme  on  le  fait  constam- 
ment le  mouvement  d'un  solide  relatif  à  un  point  0  on  doit  regar- 
der celui-ci  comme  lui  étant  lié. 

Troisième  cas  :  Le  solide  se  réduit  à  une  figure  plane  glissant 
dxins  son  plan,  —  Nous  allons  démontrer  qu'elle  peut  passer  de 
la  position  S  à  S'  par  une  seule  rotation  autour  d'un  point  0. 

Remarquons  d'abord  que  si  a,  h  sont  deux  points  de  la  figure  S, 
et  que  par  un  déplacement  de  glissement  quelconque  on  les  amène 
à  leurs  positions  correspondantes  a',  h'  de  la  figure  S',  celle-ci 
sera  obtenue,  c'est-à-dire  que  la  position  nouvelle  c'  de  tout  autre 

point  c  sera  entièrement  déterminée,  car  ^  ^ ^ ^. 

les  distances  ac,  bc  devant  rester  cons- 
tantes pendant  le  mouvement,  c  ne  pourra 
se  trouver  qu'à  deux  places  c\  c";  or  en  c"  il  formerait  un  triangle 
a'b'c"  symétrique  de  abc,  et  qui  n'en  pourrait  résulter  par  un  glis- 
sement sans  retournement. 

Supposons  maintenant  qu'une  droite  LL  dans 
la  position  S  vienne  ^dans  l'autre  en  L'L',  cou- 
pant LL  en  un  point  b  ;  ce  point  appartenant 
à  LL  soit  b'  sa  nouvelle  position  sur  L'L'  ;  soit      y^  o      \^* 
aussi  a  sur  LL  la  position  primitive  du  point  a'  ^^ 

de  L'L'  placé  à  la  même  intersection.  En  faisant  passer  par  a,  b' 
et  a'b  une  circonférence  de  centre  0,  ab  et  a'b'  en  seront  deux 
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cordes  égales  où  les  points  a  et  6,  a'  et  b'  se  suivent  dans  le  même 
ordre;  de  la  sorte  si  l'on  fait  tourner  la  première  autour  du 
point  0  pour  l'appliquer  sur  la  seconde,  a  viendra  sur  a'  et  b  sur 
b\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Le  seul  cas  laissé  de  côté  est  celui  où  LL,  L'L'  seraient  paral- 
lèles ou  coïncideraient.  Soient  alors  a,  b,  deux  points  quelconques 
L      ^  y?  de  LL  et  a'  b'  leurs  correspondants  sur 

L'L'  ;  s'ils  sont  placés  dans  un  ordre  in- 
verse on  amènera  a  sur  a'  et  b  sur  b'  par 
un^  rotation  de  180°  autour  du  milieu  0 
de  bb'  ;  s'ils  sont  dans  le  même  ordre,  aa'  et  bb'  étant  égales  et 
parallèles,  ce  sera  par  une  translation  ou  une  rotation  autour  d'un 
point  infiniment  éloigné. 

42.  Projections  de  la  vitesse  de  rotation  d'nn 
point.  Composition  des  vitesses  de  rotation.  —  En 

supposant  qu'un  solide  ait  un  point  fixe  0^  pris  pour  origine,  nous 
dirons  que  sa  rotation  est  figurée  par  une  droite  01,  si  la  distribu- 
tion des  vitesses  est  celle  qu'il  aurait  en  tournant  autour  de  01 
dans  le  sens  direct,  et  si  en  outre  la  longueur  01  est  égale  à  la 
vitesse  angulaire  u,  ou  exprimée  par  le  même  nombre.  Cette  droite 
suffit  ainsi  pour  déterminer  la  loi  des  vitesses. 

On  nomme  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  les  projections 
p,  q,  r  de  01  sur  OX,  OY,  OZ,  qui  sont  aussi  les  coordonnées  du 
point  I. 

Projections  de  la  vitesse  d'un  point  queUonque  M  sur  les  axes, 
,    —  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M,  v  sa  vitesse  et  a, 
M     \    ô,  y  ses  projections  sur  les  axes,  que  nous  proposons 
d'exprimer  en  fonction  de^;.  q,  r,  x,  y,  z. 

Dans  la  formule  générale  i;  =  r^^  on  a  w  =  01,  et  r  est 
la  distance  de  M  à  01  ;  par  suite  v  iest  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  01  et  OM.  La  vitesse  est  perpendiculaire  au  plan  de 
la  figure;  nous  pouvons  la  supposer  dirigée  en  avant,  en  choisis- 
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sant  convenablement  le  côté  du  plan  d'où  la  figure  est  vue.  Si 
nous  menons  par  0  une  droite  ON  égale  et  parallèle  à  la  vitesse 
dans  le  môme  sens,  ses  projections  seront  aussi  oc,  (3,  -y,  et  l'on  voit 
de  plus  qu'elle  est  l'axe  de  l'aire  du  parallélogramme,  cet  axe 
étant  défini  comme  au  numéro  5.  Pour  que  le  sens  de  rotation  de 
Taire  soit  direct  par  rapport  à  ON,  ou  le  même  que  celui  de  M 
tournant  autour  de  01,  il  faut  supposer  que  ce  sens  aille  de  01 
vers  OM.  C'est  évident  dans  la  figure,  où  M  est  à  gauche  de  01  ; 
il  en  est  de  même  s'il  se  trouve  à  droite,  le  sens  pris  pour  direct 
étant  alors  inversé. 

D'autre  part,  les  projections  a,  /3,  y  de  l'axe  de  l'aire  ou  de  la 
vitesse  ont,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  5,  les  valeurs 

yz  —  zy\  zx'  —  xz\  xy'  —  yx\ 

dans  lesquelles  x^  y,  z  sont  les  coordonnées  de  l'extrémité  I  de  la 
première  droite  et  doivent  par  suite  être  remplacées  par  ja  q,  ;*, 
tandis  que  a/,  y',  /  sont  les  coordonnées  de  M  et  doivent  être  rem- 
placées par  x^  y,  z.  On  trouve  ainsi  les  formules  cherchées 

a=  qz'-ry,  ^  =  rx  —  pz,  ^  =  py  —  qx. 

Tout  ce  qui  précède  reste  exact  si  les  axes  OX,  OY,  OZ  sont 
en  mouvement,  en  admettant  toujours  que  le  solide  tourne  actuel- 
lement autour  de  01  avec  la  vitesse  angulaire  u  ou  01.  En  ce  cas 
les  projections  de  la  vitesse  sont  encore  a,  /3,  y,  mais  ne  sont  plus 

,     ,      ^  dx    dy    dz 

Dans  le  cas  où  un  point  tourne  autour  de  l'origine  dans  le  plan 
Aesxy,  on  a  a;  =  p  cos  cp,  y  =  p  sin  cp,  p  et  çp  étant  ses  coordonnées 
polaires  ;  p  étant  constant,  les  projections  de  la  vitesse,  en  suppo- 
sant les  axes  immobiles,  sont 

dx  d<p  dy  d^ 

-TT  =  —  p  sin  œ  .  -/-,  — r-  =  0  cos  CD .  -  ; 

dt  ^       ^    dt  dt        ^         '     dt 

D'ailleurs  -J-  est  la  vitesse  angulaire  u,  d'où 
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a  =  —  uy,  p  =  ux,  T  =  ?• 

La  rotation  a  lieu  réellement  autour  de  OZ  ;  or  pour  tout  point 
M  du  corps  X,  y  et  la  vitesse  sont  les  mêmes  que  pour  sa-  projec- 
tion sur  le  plan  des  xy  ;  aussi  le  résultat  est  compris  dans  les  valeurs 
générales  de  a,  (3,  y  en  supposant  p  =  q=  o^  r  =  u;r  n'étant  que 
la  projection  de  01,  on  pourrait  avoir  r  =  —  ti^  le  sens  de  rotation 
étant  alors  rétrograde  par  rapport  à  OZ.  La  vitesse  en  ce  cas  est 
la  même  en  sens  contraire,  et  ses  projectiens  ne  font  que  changer 
de  signe.  On  vérifierait  de  même  les  valeurs  générales  de  x,  /3,  7 
dans  le  cas  où  le  corps  tournerait  autour  de  OY  ou  OX. 

Composition  des  ritesses  de  rotation.  —  On  désigne  ainsi  le 

B .c    principe  suivant  : 

Si  en  laissant  un  solide  dans  la  même  positimi 
on  suppose  tour  à  tour  qu'il  ait  une  rotation  figurée 
par  la  droite  OA,  ou  par  OB^  ou  par  OC  résultante  des  deux  au- 
très,  la  vitesse  de  (àaque  point  dans  la  troisième  hypothèse  est 
résultante  de  celles  qu  avait  le  même  point  dans  les  deux  autres. 

En  efi'et,  soient  p,  q,  r  les  projections  de  OA  sur  les  axes  ;  p\ 
g^,  /•'  celles  de  OB,  et  /',  q\  r"  celles  de  OC.  Soient  ausssi  3c,  3c',  «' 
les  projections  de  la  vitesse  d'un  même  point  M  sur  OX  dans  les 
trois  hypothèses.  Les  formules  trouvées  donnent 

a  =  çi  —  r«/,  a!  =  qz  —  ry,  a   =  q"z  —  r"y. 

D'ailleurs  OC  étant  résultante  de  OA  et  OB,  on  a  pour  ses  pro- 
jections sur  OY,  OZ 

q    z=z  q  -\-  q  ^  r   =z  r  -\-  r 

d'où  a"  =  a  +  a'.  La  projection  de  la  vitesse  due  à  OC  sur  OX, 
c'est-à-dire  sur  un  axe  quelconque,  est  donc  la  somme  de  celle  des 
vitesses  dues  à  OA,  OB,  et  par  suite  la  première  est  la  résultante 
des  deux  autres,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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43.  Démonstration  géométrique  dn  principe  de 
la  composition.  Applications.  —  Désignons  encore  par 
y,  v\  v"  les  vitesses  d'un  point  quelconque  M 
du  corps  dans  les  trois  hypothèses  où  la  ro- 
tation serait  figurée  par  OA,  OB,  ou  leur 
résultante  OC,  la  position  du  solide  étant  la 
même  dans  les  trois  cas. 

Menons  par  A,  B,  C  des  parallèles  à  OM,  a 

coupant  en  A',  B',  C  un  plan  P  passant  par  M  et  perpendiculaire 
à  OM.  La  section  MA'C'B'  d'un  prisme  dont  la  base  est  un  paral- 
lélogramme en  est  également  un.  On  a  r  =  ru,  u  étant  0  A  et  r  la 
distance  de  M  à  OA  ;  v  est  donc  Taire  du  parallélogramme  cons- 
truit sur  OA  et  OM,  et  peut  aussi  s'exprimer  par  le  produit 
OM  X  MA'.  On  trouverait  de  même 

V  =r  OM  X  MB',  v"  =.  OM  X  MC. 

La  vitesse  v  étant  perpendiculaire  au  plan  AOM.  sa  direction  se 
déduirait  de  celle  de  MA'  en  faisant  tourner  cette  droite  de  90° 
autour  de  M  dans  le  plan  P  ;  les  directions  de  ? ',  r''  se  déduiraient 
de  même  de  celles  de  MB'^  MC  ;  mais  il  faut  remarquer  que  ces 
trois  rotations  de  90"^  doivent  s'effectuer  dans  un  même  sens,  afin 
que  les  vitesses  x.  r',  v"  aient  un  même  sens  direct  par  rapport  à 
OA,  OB,  OC. 

De  la  sorte  si  nous  faisons  tourner  l'ensemble  de  la  figure 
MA'C'B'  de  90°  autour  de  M  dans  le  plan  P,  les  vitesses  i\  v\  v" 
seront  dirigées  suivant  MA',  MB',  MC,  et  en  outre,  comme  on 
vient  de  le  voir,  elles  seront  proportionnelles  à  ces  droites.  Elles 
formeront  donc  aussi  un  parallélogramme.  Par  conséquent  v"  est 
la  résultante  de  v  et  v\  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

H  est  clair  qu'on  pourra  de  même  composer  un  nombre  quel- 
conque de  rotations  figurées  par  OA,  OB,  OC,  etc.  La  vitesse  de 
tout  point  M  due  à  leur  résultante  sera  elle-même  résultante  des 
vitesses  dues  aux  composantes. 
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Démonstration  indirecte  des  formules  du  numéro  42.  —  On  peut 
la  tirer  de  ce  qui  précède  en  décomposant  01  suivant  les  axes  et 
regardant  chaque  composante  comme  figurant  une  rotation;  la 
vitesse  v  du  point  M  due  à  01  sera  alors  résultante  de  celles  qui 
sont  dues  aux  composantes. 

Suivant  l'axe  des  z,  r  est  cette  composante,  en  la  dirigeant  sui- 
vant OZ  si  r  est  positif,  en  sens  opposé  s'il  est  négatif.  Dans  les 
deux  cas  nous  avons  trouvé  directement  au  numéro  précédent 

a  =  —  rt/,  P  =  rx,  7  =  0,' 

pour  les  projections  de  la  vitesse  qui  lui  est  due.  Elles  seraient 
de  même 

pour  la  composante  suivant  OY,  et 

pour  la  troisième.  La  vitesse  v  étant  la  résultante  des  trois  autres, 
ses  projections  oc,  |3,  y  sur  les  axes  sont  les  sommes  de  celles  qui 
leur  correspondent,  ce  qui  donne 

a  =  qz  —  ry,  ^  =  rx  —  pz,  ^  =  py  ^  qx 

OU  les  formules  à  démontrer. 

c  Axes  parallèles,  —  Les  rotations  figurées 

par  des  axes  AA',  BB'  parallèles  et  de  même 
B*    sens  se  composent  en  une  seule 


'b  CC'  =  AA'  +  BB' 

parallèle  aux  deux  autres  et  placée  de  façon  qu'on  ait 

A  C  _  BB' 
BC  ~  AA' 

En  effet,  en  supposant  que  les  axes  se  rencontrent  en  un  point 
très  éloigné  la  figure  est  la  même  que  le  parallélogramme  des 
forces  ou  celui  des  rotations  ;  il  est  indifférent  que  la  droite  figu- 


173 

rant  nae  rotation  parte  ou  non  du  point  de  concours.  La  rotation 
OA  conserve  la  même  signification  si  Ton  dé-    .- . 

^  0  A  O  A 

place  les  points  0  et  A  sur  sa  direction  sans 
changer  leur  distance.  Dans  le  cas  où  les  axes  AA',  BB'  seraient 
de  sens  contraire  et  inégaux,  la  construction  serait  encore  la 
même  que  pour  des  forces.  S'ils  sont  égaux  ou  figurent  des  rota- 
tions de  même  vitesse  et  de  sens  contraire,  la  résultante  des  forces 
s'éloigne  à  l'infini,  et  par  conséquent  il  en  est  de  même  pour  l'axe 
résultant.  De  la  sorte  la  rotation  devient  alors  une  translation,  et 
tous  les  points  du  solide  ont  des  vitesses  égales  et  parallèles. 

Premier  exemple.  —  Les  étoiles  dans  le  mouvement  diurne  pré- 
sentent la  même  apparence  que  si  elles  étaient  fixées  g.  une  sur- 
face sphérique  ayant  pour  centre  l'observateur  0  et  tournant  dans 
le  sens  de  la  flèche  autour  de  l'axe  OP  allant  au  pôle  céleste  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  ».  Cette  rota- 
tion peut  se  décomposer  en  deux  autres  autour 
de  la  verticale  OZ  et  de  la  méridienne  ON; 
celles-ci  étant  à  angle  droit  leurs  vitesses  an- 
gulaires seront  les  projections  de  la  vitesse  n 
portée  sur  la  direction  OP,  c'est-à-dire  n  cos  l  pour  ON,  et  n  sin  l 
pour  OZ,  l  désignant  l'angle  PON  ou  la  latitude.  En  tout  point  du 
ciel  la  vitesse  d'une  étoile  est  résultante  de  celles  qui  sont  dues 
aux  rotations  composantes.  En  particulier  si  l'étoile  est  à  l'horizon 
en  S,  la  vitesse  composante  due  à  ON  est  verticale,  l'autre  horizon- 
tale ;  celle-ci  est  donc  la  projection  horizontale  de  la  vitesse  de 
TétoDe;  elle  provient  de  la  rotation  autour  de  OZ  et  par  suite 
reste  la  même  en  tout  point  de  l'horizon.  Par  conséquent  la  pro- 
jection horizontale  de  la  vitesse  apparente  d'une  étoile  qui  se  lève 
ou  se  couche  est  la  même  pour  toutes  et  résulte  d'une  vitesse  an- 
gulaire n  sin  l  autour  de  la  verticale. 

Second  exemple.  —  La  terre,  en  laissant  de  côté  son  mouve- 
ment de  translation,  tourne  en  un  jour  autour  de  l'axe  OP,  fixe  à 
son  intérieur,  0  étant  le  centre  supposé  immobile,  et  P  le  pôle 
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nord.  En  même  temps  OP  tourne  en  26,000  ans 
autour  d'une  droite  fixe  OQ  faisant  avec  OP  l'an- 
gle e  =  23",  28'  ;  ce  sens  de  rotation  est  inverse 
du  précédent  ou  rétrograde;  ainsi  OP  tourne 
dans  le  sens  direct  autour  de  OF  prolongement 
de  OQ. 

Rapportons  le  mouvement  de  la  terre  à  un  système  tournant 
autour  de  OP'  en  même  temps  que  OP.  De  la  sorte,  dans  le  mou- 
vement relatif,  OP  est  immobile,  et  la  vitesse  d'un  point  de  la 
terre  provient  seulement  de  la  première  rotation  ;  sa  vitesse  d'en- 
traînement est  celle  qu'il  aurait  en  étant  lié  au  système  et  provient 
seulement  .de  la  seconde  rotation  ;  sa  vitesse  absolue  étant  résul- 
tante des  deux  précédentes  sera  due  à  la  rotation  composée  des 
deux  autres.  Nous  la  trouverons  en  portant  sur  les  droites  OP,  OP' 
des  longueurs  OA,  OB,  égales  aux  vitesses  angulaires  des  rota- 
tions autour  de  ces  axes.  Leur  résultante  OC  sera  la  vitesse  angu- 
laire réelle  de  la  terre  et  la  direction  de  son  axe  instantané.  On  a 

sin  AOC  =  -^^  sin  CAO. 

Mais  le  rapport  ^  des  vitesses  angulaires,  inverse  de  celui  des 

durées  de  révolution,  est  extrêmement  petit.  On  peut  donc  rempla- 
cer OC  par  OA,  et  le  sinus  par  l'angle,  d'où 

AOC  =  TT.-  sine. 
U  A 

En  désignant  par  I  le  point  où  OC  rencontre  la  surface  de  la  terre 
et  par  r  son  rayon,  l'arc  PI  est 

PI  =  r  X  AOC  =  ^%  sin  (23%  28'). 

U  A 

On  a  à  peu  près 


r  =  0,4.00,000"', 
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0  B  _^       1  jour      _  l 

Ô  Â  """  -26Â)00"ans  "  26,000  x  ^^65 


d'où  résulte  PI  =  0">,27. 

L'axe  instantané  01  reste  dans  le  plan  POP'  et  n'a  pas  d'autre 
mouvement  que  la  rotation  autour  de  OP'  ;  il  est  donc  presque 
immobile  dans  l'espace;  mais  par  rapport  à  la  terre  le  point  I  au- 
quel il  aboutit  décrit  en  un  jour  sur  le  sol  une  circonférence  ayant 
le  pôle  P  pour  centre  et  un  rayon  de  27  centimètres. 

44.  Angles  déterniliiant  la  position  d'nn  solide 
par  rapport  à  un  point  O.   Expressions  de  p,  q,  r  an 

moyen  de  leurs  dérivées.  —  Nous  considérons  le  solide 
comme  ne  pouvant  que  tourner  autour  du  point  0  ;  pour  exprimer 
sa  position  au  moyen  d'angles,  il  faut  la  définir  par  celle  d'un 
système  S  d'axes  OX,  OY,  OZ,  fixes  à  son 
intérieur  et  partageant  son  mouvement  ;  les 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  de  ses  points  res-  i^ 
tent  ainsi  invariables.  Le  sens  de  rotation 
de  OX  vers  OY  par  rapport  à  OZ  sera  con- 
sidéré comme  direct. 

Rapportons  la  position  à  un  axe  principal  OL  et  un  axe  polaire 
OL'j  perpendiculaires  entre  eux  et  fixes  dans  l'espace.  Soit  DOD' 
l'intersection  du  plan  L'OD  perpendiculaire  à  OL  et  de  celui  des 
xy;  nous  choisirons  à  volonté  OD  ou  OD'  pour  définir  les  angles, 
par  exemple  OD.  Les  angles  seront  : 

P  L'angle  polaire  \|;  compté  de  OL'  à  OD,  dans  le  sens  direct 
par  rapport  à  OL  ; 

2°  L'angle  polaire  6  compté  de  OL  à  OZ,  dans  le  sens  direct 
par  rapport  à  OD  ; 

3^  L'angle  polaire  cp  compté  de  OD  à  OX,  dans  le  sens  direct 
par  rapport  à  OZ. 

Ces  angles  déterminent  la  position  des  axes  S;   mais  pour 
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l'exprimer  complètement,  il  convient  d'en  déduire  les  coordonnées 
Ji.iJ^sl  de  tout  point  du  solide  par  rapport  à  un  système  S'  d'axes 
fixes,  en  plaçant  OZ'  sur  OL,  OX'  sur  OL'  et  0 Y'  sur  OL"  de  façon 
que  le  sens  de  rotation  de  OX'  à  0  Y'  par  rapport  à  OZ'  soit  direct. 
Soit  ensuite  S"  le  système  d'axes  déduit  de  S'  en  le  faisant  tour- 
ner de  l'angle  \  autour  de  OL,  OX'  venant  de  la  sorte  sur  OD  ; 
soit  aussi  S'"  celui  qu'on  déduit  de  S"  tournant  de  l'angle  0  autour 
de  OD,  de  façon  que  OL  ou  OZ"  vienne  sur  OZ  ;  en  faisant  tour- 
ner le  système  S'"  de  l'angle  'f>  autour  de  OZ,  il  viendra  coïncider 
avec  le  système  S.  En  désignant  par  des  accents  les  coordonnées 
relatives  à  S",  S'",  leurs  formules  de  transformations  successives 
sont 

X  =  jj" cos  ^  —  y"  sin  {«,  y'  =  x'  sin  'f*  -f-  y*  cos  ^^  z  =  z"  ; 

x"  =  x'\  y"  ■=  y"  cos  6  —  z"  sin  6,  z"  =  y"  sin  6  +  z"  cos  6  ; 

x'"  =  x  cos  y  —  1/  sin  '^,  y"  —  x  sin  y  -}-  y  cos  y,  j*'  =  z. 

Par  une  série  de  substitutions  on  en  déduira  des  valeurs  de  la 
forme 

X  =  ax-^  by  -\-  es,  y  =  ax  +  ^'v  +  c'z, 

z'  =  d'x  +  M'y  +  d'z  ; 

en  particulier 

a"  =  sin  6  sin  fp,  h"  =  sin  6  cos  '^,  c"  =  cos  6. 

D'après  les  théorèmes  du  numéro  4  il  est  clair  que  a",  V\  c"  sont 
les  cosinus  de  la  droite  OZ'  par  rapport  à  OX,  OY,  OZ,  et  les 
coefficients  a^  b,  etc.,  ont  une  signification  analogue. 

Pour  un  point  M  du  solide,  x,  y,  z  étant  constants,  les  projections 

,  ,   .  ,   ,    de   la  vitesse   contiennent  trois  groupes  de  termes 

ayant  en  facteur  les  dérivées  -^ ,  -tt,  -J    que   nous    désignerons 

par  \|^',  6',  cp'.  Le  premier  groupe  représente  la  vitesse  dans  l'hypo- 
thèse où  6  et  cp  resteraient  constants  et  il  est  clair  qu'alors  le 
solide  tourne  autour  de  OL  ou  OZ'  avec  la  vitesse  angulaire  \|/', 
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la  rotation  est  alors  figurée  par  une  longueur  ^'  portée  sur  0Z\ 
De  même  si  9  varie  seul  les  vitesses  sont  dues  à  une  rotation 
figurée  par  une  longueur  9'  sur  OD,  et  si  cp  varie  seul  c'est  une 
longueur  rp  suivant  OZ. 

Les  projections  de  la  vitesse  sont  la  somme  des  trois  groupes 
de  termes,  et  par  conséquent  la  vitesse  est  résultante  de  celles  qui 
correspondent  aux  trois  rotations  ;  ainsi  elle  provient  de  la  rota- 
ton  01  obtenue  en  les  composant. 

Désignons  comme  au  numéro  42  par  p,  q,  r  les  projections  de 
01  sur  OX,  OY,  OZ:  elles  seront  les  sommes  des  projections  des 
composantes  4''^  ô',  ^'.  La  première  étant  dirigée  suivant  OZ',  ses 
cosinus,  comme  on  Ta  vu,  sont  a'\  6",  c"  et  ses  projections 

^'  sin  6  sin  cp,  îj>'  sin  6  cos  rp,  (]>'  cos  Q  ; 

6K  est  dirigée  suivant  OD  qui  fait  avec  les  axes  les  angles  cp, 

I  1 

<f  -}-  ^-TT  et  ^TT]  ses  projections  sont  ainsi 

6'  cos  y,  —  6'  sin  "f,  o  ; 

cp'  étant  dirigée  suivant  OZ  a  de  même  pour  projections  o^  o,  cp'. 

En  ajoutant  les  projections  homologues  et  remplaçant  \}/',  6',  cp' 
par  leurs  valeurs,  on  trouve 

p  =  siii  6  sin  ©    ,-  +  cos  œ  -j- 

d^  .  db 
q  =  sin  6  cos  œ  — ^  —  sin  œ  -r- 
^  ^  dt  ^  dt 

r  =  cos  e  /   +  -,— 
dt     '     dt 

Remarque  sur  les  formîdes  précédentes.  —  Les  valeurs  de 
ir',  y,  ^  en  fonction  de  x,  y,  z  sont  des  relations  purement  géomé- 
triques, d'où  l'on  peut  déduire  par  l'analyse  les  principaux  résul- 
tats des  numéros  précédents.  Les  projections  ^^  ^^  ,  ~r-  de  la  vi- 
tesse d'un  point  en  fonction  de  jj* ,  ^,  -^^  s'en  déduisent,  en  re- 

12 
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gardant  x,  y,  z  comme  constants,  et  la  projection  de  cette  vitesse 
sur  OX  est 

dt     '        dt  dt 

puisque  a,  a',  a"  sont  les  cosinus  de  OX  par  rapport  à  OX',  OY', 
OZ'  ;  c'est  la  même  projection  qui  a  été  désignée  par  a  au  nu- 
méro 42,  et  on  calculerait  de  même  (3,  7;  ces  expressions  seront 
nécessairement  identiques  aux  formules  trouvées  a  ^qz  —  ry,  etc., 
Py  î;  ^  ayant  les  valeurs  ci-dessus,  que  nous  avons  déduites  d'un 
calcul  beaucoup  plus  court;  3c,  |3,  7  s'annulent  pour  un  point  M  tel 
qu'on  ait  qz  —  ry  =  0,  etc.,  ou 

p    ~    q  r 

c'est-à-dire  pour  tous  les  points  d'une  droite  01  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  h  2^,  q,  r,  et  on  en  conclut  l'existence  d'un  axe 
instantané.  On  pourrait  alors  démontrer  que  p,  q,  r  sont  les  pro- 
jections de  la  droite  01  figurant  la  rotation  et  déduire  de  là,  comme 
on  l'a  vu,  le  principe  de  la  composition  des  vitesses  de  rotation. 
Au  lieu  de  ce  procédé  analytique  assez  compliqué,  il  est  évidem- 
ment préférable  de  démontrer  les  mêmes  principes  par  des  rela- 
tions géométriques  plus  simples. 

45.  Monvemeiit  de  ronlement  et  son  applleatlon 
an  déplaeement  d^une  figure  Invariable*  —  On  dit 

^     qu'une  surface  mobile  S  roule  sur  une  surface  fixe  S'  si  elle  se 
déplace  de  façon  à  lui  rester  toujours  tangente.  Dans  ce  cas,  nous 
allons  démontrer  que  la  projection  de  la  vitesse  du  point  de  contact 
«^     S  sur  la  normale  est  nulle.  Soit  M  le  point  de  la 

A  surface  S  qui  viendra  plus  tard  au  contact  en  A. 

Prenons  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  tangent 
commun  aux  deux  surfaces  en  A  ;  menons  MM' 
parallèle  â  l'axe  des  z  jusqu'à  la  rencontre  de  la  surface  S'  en 


\ 
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M'  et  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M  ;  \x,  y,  nf  celles  de  M'  ; 
nous  supposons  OZ  dirigé  de  sorte  que  z  y  2f  d'où  MM'  =z  —  z\ 
Les  coordonnées  x,  y  soiit  toujours  les  mêmes  pour  M  et  M,  et  ^ 
en  est  une  fonction  donnée  par  Téquation  de  la  surface  S',  de  sorte 
qu'on  aura  pendant  le  mouvement 


'F 


^  /  (iz\  àx        I  dz\  dy 
■~  Wï)  dF  '^\dy)"dT 


{ fï^)y{  'j')  étant  les  dérivées  partielles  de  /. 

Si  Ton  coupe  en  A  la  surface  S'  par  un  plan  parallèle  à  celui 
des  xz,  la  tangente  en  A  à  la  courbe  de  section  est  parallèle  à 

'  dz'  ' 

OX  ;  on  a  donc  en  ce  point  (  t-  )  =  o,  et  Ton  verrait  de  même  que 
(  ^  j  =  o;  en  outre  -  -,  J  projections  de  la  vitesse  de  M,  restent 

toujours  finies  ;  par  conséquent  -^  devient  nulle  quand  M  arrive 

au  point  A.  Ensuite  pendant  le  mouvement  M  reste  au-dessus  de 
M',  et  MM'  oxxz  —  z  est  constamment  positive  sauf  au  point  A 
où  elle  devient  nulle,  après  quoi  elle  redevient  positive.  Par  con- 
séquent en  ce  point,  z  —  /  passe  par  un  minimum  et  sa  dérivée 

-j ^,  restant  finie,  doit  être  nulle.  Comme  on  a  vu  que  -t- 


dz 

l'est  aussi,  il  en  est  xie  même  de  -j^  projection  de   la  vitesse  du; 

point  M  sur  la  normale,  ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  dit  que  la  surface  S  rofde  sans  glisser  si  non  seulement  la 
projection  de  la  vitesse,  mais  cette  vitesse  elle-même  est  nulle  au 
point  de  contact.  De  même  une  courbe  plane  roule  sur  une  autre 
située  dans  le  même  plan  si  elle  se  meut  de  façon  à  lui  rester  tan- 
gente. Dans  ce  cas  on  prouverait  comme  ci-dessus  que  la  projec- 
tion de  la  vitesse  du  point  de  contact  sur  la  normale  est  nulle,  et 
s'il  en  est  de  même  de  la  vitesse  la  courbe  roule  sans  glisser. 

Déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  —  Partageons 
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le  temps  en  petits  instants  6  et  soient  A,  B,  C...,  au  commencement 
de  chacun  d'eux  la  position  du  centre  instantané  de  rotation  par 

rapport  à  la  figure  de  sorte  que  le  poly- 
gone ABCD...  soit  considéré  comme  en 
faisant  partie.  Soient  aussi  sur  le  plan 
fixe  A',  B',  C,  etc..  les  positions  de  ces 
mêmes  points  à  l'instant  où  chacun  de- 
vient  centre  instantané. 
Nous  aurons  une  représentation  approchée  du  mouvement  en 
supposant  que  pendant  l'instant  tout  entier  la  figure  tourne  autour 
du  point  A  ou  B  ou  C,  etc.  De  la  sorte  A  étant  en  A'  elle  tournera 
autour  de  ce  point  jusqu'à  ce  que  B  soit  arrivé  au  point  B'  qui  est 
sa  position  quand  il  devient  centre  ;  elle  tournera  ensuite  autour 
de  B  jusqu'à  ce  que  C  soit  arrivé  en  C  position  où  il  doit  être  le 
centre,  et  ainsi  de  suite. 

Le  polygi)ne  ABCD...  étant  entraîné  par  le  mouvement  roulera 
sur  le  polygone  fixe,  de  sorte  que  AB  viendra  s'appliquer  sur  son 
égal  AB',  puis  s'en  écartera  tandis  que  BC  viendra  se  placer  sur 
B'C,  et  à  l'instant  suivant  CD  sur  CD',  etc. 

A  la  limite  où  6  est  infiniment  petit  le  mouvement  approché 
devient  le  mouvement  réel  ;  les  polygones  sont  des  courbes  tan- 
gentes, et  le  point  de  contact  étant  un  centre  instantané  a  une 
vitesse  nulle.  Par  conséquent  en  désignant  par  S  le  lieu  des  cefUres 
instantanés  sur  1 1  figure  7}iohile,  et  par  S  celui  de  ces  centres  sur 
le  plan  fixe,  le  mouvement  de  la  figure  consiste  tmijours  à  accom^ 
pagner  la  courhe  S  roulant  sans  glisser  sur  la  courbe  S'. 

Il  faut  remarquer  que  la  loi  du  mouvement  est  en  général  fort 
compliquée,  et  si  l'énoncé  précédent  semble  la  ramener  à  la  connais- 
sance de  deux  courbes,  c'est  qu'il  indique  seulement  la  forme  du 
mouvement,  abstraction  faite  de  toute  notion  de  temps  et  de  vitesse, 
celle-ci  pouvant  varier  d'une  façon  quelconque. 

Quand  une  courbe  S  roule  sur  une  autre  S'  sans  glisser,  le  point 
de  contact  ayant  une  vitesse  nulle  est  le  centre  instantané  de  rota- 


f     "  m^f* 
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tion  de  la  figure  S,  et  par  conséquent  dans  ce  mouvement  S  et  S' 
sont  les  mêmes  courbes  que  nous  venons  de  considérer  ou  les  limi- 
tes des  deux  polygones  ;  or  dans  ceux-ci  les  portions  telles  que 
AD,  A'D',  comprises  entre  deux  points  de  contact  correspondants, 
sont  égales.  Par  conséquent  si  une  courbe  roule  sur  une  autre  sans 
glisser^  les  arcs  compris  sur  les  deux  courbes  entre  les  points  de 
contact  à  deux  histants  différents  sont  égaux. 

Réciproquement  si  S  roule  sur  S'  de  façon  que  cette  condition 
soit  satisfaite,  elle  roule  sans  glisser.  En  effet,  si  on  la  faisait  rou- 
ler sans  glisser,  le  point  de  contact  satisferait  la  condition  ci- 
dessus,  et  par  suite  serait  toujours  le  même  que  dans  le  mouve- 
ment  donné.  Les  deux  mouvements  sont  donc  identiques. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  courbes  planes  S,  S'  est  applicable  à 
deux  surfaces  cylindriques  dont  elles  seraient  les  bases,  leurs 
génératrices  étant  perpendiculaires  au  plan.  Si  S  roule  sur  S' sans 
glisser,  la  première  surface,  accompagnant  ce  mouvement,  roulera 
aussi  sans  glisser  sur  la  seconde,  puisque  la  génératrice  de  contact 
a  une  vitesse  nulle  en  tous  ses  points  ;  elle  sera  par  suite  un  axe 
instantané.  Si  par  exemple  le  roulement  est  celui  d'une  roue  sur 
un  plan,  ses  points  à  chaque  instant  tournent  autour  de  la  ligne 
de  contact  comme  axe. 

Roulement  conique,  —  Si  un  solide  tourne  en  tous  sens  autour 
d'un  point  fixe  0,  imaginons  qu'une  surface  sphérique  <j  de  centre  0 
et  de  rayon  arbitraire,  accompagne  son  mouvement.  Partageons  le 
temps  en  instants  0  et  soient  OA,OB,  OC,  etc.,  les  axes  instantanés 
au  commencement  de  chacun  d'eux,  A,  B,  C,  etc.,  désignant  les 
points  où  chacun  7-encontre  la  surface  -r,  de  sorte  que  la  figure 
ABC...  partage  le  mouvement  de  <7  ou  du  solide.  Soient  aussi  A', 
B',  O...  les  points  où  aux  mêmes  instants  ces  axes  rencontrent 
une  surface  sphérique  c  de  même  centre  et  de  même  rayon  que 
la  première,  mais  immobile. 

Supposons  d'abord  que  le  solide  tourne  pendant  l'instant  tout 
entier  autour  de  OA  ou  OB,  etc.  Les  points  étant  joints  par  des 
arcs  de  grands  cercle  formeront  un  polygone  sphérique  mobile 
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ABC...  et  un  polygone  fixe  A'B'C...,  et  on  verra  comme  pour  les 
polygones  plans  qae  le  premier  roule  sur  le  second  et  que  leurs 
côtes  correspondants  sont  égaux. 

Le  mouvement  réel  résulte  de  celui-là  en  supposant  6  infini- 
ment petit;  les  polygones  deviennent  alors  des  courbes  S,  S'  tra- 
cées sur  une  surface  sphérique.  La  première  roule  sur  l'autre  sans 
glisser,  et  si  on  joint  tous  leurs  points  au  centre  de  manière  à 
former  une  surface  conique  C  mobile  et  une  autre  G  immobile? 
C  roulera  aussi  sur  C  sans  glisser,  leur  génératrice  de  contact 
étant  un  axe  instantané  et  ayant  partout  une  vitesse  nulle.  Par 
conséquent  tout  mouvement  (Vuu  solide  autour  (Vuu  point  fixe  0 
consiste  à  arcompaf/ner  le  mouvement  <Vune  surface  conique  de 
sommet  0  roulant  sans  (/lisser  sur  une  autre  surface  conique  immo- 
bile  et  de  même  sommet,  La  première  est  le  lieu  des  axes  instanta- 
nés dans  le  solide  ;  la  seconde  est  le  lieu  de  ces  axes  dans  l'espace . 
Si  par  exemple  on  fait  rouler  un  cône  posé  latéralement  sur  un 
plan,  le  sommet  reste  immobile  et  la  ligne  de  contact  est  l'axe 
instantané. 

Roulement  de  dr.ux  surfaces  mobiles  S,  S\  —  On  nomme  ainsi 
tout  mouvement  dans  lequel  elles  restent  tangentes.  En  ce  cas,  si 
A,  A'  sopt  des  points  en  coiitact,  et  /v,  v'  leurs  vitesses,  les  pro- 
jections de  celles-ci  sur  la  normale  commune  sont  égales  et  de 
même  sens. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  mouvement  relatif  de  S  par  rapport 
au  système  formé  par  S',  le  mouvement  d'entraînement  du  point  A 
de  S  est  celui  qu'il  aurait  en  restant  lié  à  S',  c'est-à-dire  celui  de 
A'  ;  si  donc  u  est  sa  vitesse  relative  /•  est  résultante  de  u  et  de  v' 
vitesse  de  A,  et  en  les  projetant  sur  la  normale  on  a 

proj.  V  =  pruj.  u  4-  proj.  y' 

Or  dans  le  mouvement  relatif.  S'  étant  immobile,  et  u  la  vitesse 
du  point  de  contact,  on  a  vu  que  la  projection  de  u  sur  la  normale 


était  nulle,  d'où  résulte 


proj.  V  =  proj.  V 
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On  dit  que  les  surfaces  roulent  sans  glisser  si  la  vitesse  rela- 
tive H  est  nulle,  auquel  cas  les  deux  points  en  contact  ont  une 
vitesse  commune. 

Ce  qui  précède  s'applique  sans  changement  au  cas  où  S,  S'  sont 
deux  courbes  planes  se  mouvant  dans  un  même  plan  et  roulant 
l'une  sur  l'autre,  ou  restant  tangentes.  Les  projections  des  vitesses 
des  deux  points  en  contact  sur  la  normale  sont  égales  et  de  même 
sens  ;  si  ces  deux  points  ont  une  vitesse  commune  les  courbes 
roulent  sans  glisser,  et  dans  ce  cas,  en  considérant  le  mouvement 
de  S  relatif  à  S',  on  voit  que  sur  les  deux  courbes  les  arcs  compris 
entre  les  points  de  contact  à  deux  instants  différents  ont  la  même 
longueur. 

Cas  où  il  y  a  déformation.  —  Si  une  surface  S  roule  en  se 
déformant  sur  une  surface  fixe  S',  on  démontre,  comme  dans  le 
cas  où  elle  est  invariable,  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  la 
normale  est  nulle  au  point  de  contact.  Toutefois  la  vitesse  de  ce 
point  n'a  de  sens  précis  que  s'il  est  matériel,  ou  que  la  déforma- 
tion soit  physiquement  réalisable  ;  elle  est  alors  celle  d'un  plan 
fonnant  une  surface  dév  eloppable. 

46.  Tranumisfiiioiifii  de  moiiveuientsi.  —  On  nomme 
^insi  dans  les  machines  les  dispositions  au  moyen  desquelles  une 
pièce  ayant  un  mouvement  déterminé  en  conduit  une  autre  ou  lui 
imprime  un  mouvement  également  déterminé.  Les  mouvements  ren- 
trent d'ordinaire  dans  Tune  des  espèces  suivantes  :  rectilif/ne  con- 
tinu, rectiUf/ne  alternatif,  circulaire  continu,  circulaire  alternatif. 
La  pièce  conductrice  peut  avoir  un  de  ces  quatre  mouvements,  de 
même  que  la  pièce  conduite,  ce  qui  présente  seize  combinai- 
sons. 

Les  principales  de  ces  transmissions  se  répètent  dans  toutes  les 
machines  et  leur  description  serait  superflue;  quelques-unes? 
quoique  très  ingénieuses,  sont  rarement  employées;  telles  sont 
par  exemple  des  engrenages  de  roues  carrées,  ou  d'autres  dont  les. 


H 
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dents  sont  remplacées  par  des  tiges  formant  les  génératrices  d'un 
hyperboloïde,  la  transmission  du  mouvement  d'un  arbre  à  un  autre 
par  l'intermédiaire  d'un  ressort  en  hélice  contourné  d'une  manière 
quelconque,  etc. 

'  Nous  nous  bornerons  à  décrire  quelques  dispositions  qui,  sans 
être  fort  simples,  sont  d'un  usage  continuel.  Outre  les  engrenages, 
dont  nous  verrons  la  théorie  au  numéro  suivant,  ce  seront  le  joint 
universel  et  le  parallélogramme  de  Watt. 

Joint  de  Cardan  ou  joint  universel.  —  Dé- 
signons par  H  un  arbre  ne  pouvant  que  tourner 
sur  lui-même,  terminé  par  une  fourche  à  la- 
quelle est  articulée  en  A  et  B  une  tige  AB 
pouvant  tourner  sur  son  axe,  tout  en  étant  en- 
traînée par  la  rotation  de  l'arbre  ;  le  mouvement  est  transmis  à 
une  seconde  pièce  identique,  un  arbre  H'  avec  une  tige  A'B',  et  les 
lA        deux  tiges  sont  fixées  de  façon  à  ne  faire  qu'un  seul 

:>A'  solide  en  forme  de  croix. 
B  En  menant  par  le  centre  0  des  plans  P,  F  per- 

pendiculaires aux  arbres  H,  H',  la  tige  OA  est  contrainte  de  se 
mouvoir  dans  le  plan  P  et  OA'  dans  le  plan  F  de  façon  à  rester 

fH'  perpendiculaire  à  OA  ;  l'angle  HOH'  des  axes  est 
çj  obtus,  et  nous  nommerons  i  son  supplément,  dièdre 

aigu  de  P  et  F. 

Prenons  P  pour  le  plan  de  la  figure,  coupant  F  suivant  LOL' 

et  menons  NON'  perpendiculaire  à  LOL'. 
Supposons  la  rotation  de  H  uniforme,  de 
sorte  que  OA  tourne  aussi  uniformément 
dans  le  sens  de  la  flèche  ;  0  A  lui  restant 
^  perpendiculaire,  il  en  est  de  même  de  sa 
projection  OD  sur  le  plan  de  la  figure,  et 
0  par  suite  OD  tourne  uniformément.  Il  est 
clair  que  si  OD  tourne  de  OL  à  ON,  OA' 
décrit  aussi  un  angle  droit,  et  il  en  est  de 


B'c 


11 


Ç^' 
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même  quand  OD  va  de  ON  à  OL',  etc.  ;  mais  dans  Fintervalle  le 
mouvement  de  OA'  n'est  pas  uniforme.  Posons 

DOL  =  rp^      .         A'OL  =  'f  ' 

de  sorte  que  ce  soient  les  angles  de  rotation  de  OD  et  0  A'  ;  me- 
nons DC  perpendiculaire  à  OL  ;  A'C  le  sera  aussi  et  Ton  aura 


CI)  ,      CA'  tangç        CD 


=  ,- -,  =  cosi 


puisque  OCA'  est  dans  le  plan  P'.  Soient  /?,  n'  les  vitesses  angu- 
laires deOA,  OA',  ou  lij  ^  dont  la  première  est  constante. 

L'équation  tang  io  =  **"^  ?  donne 

^  •  cos  t 


drf'  df 


n'  cos-  'c' 


cos*  rp'        cos  î  cos'  f  '  n         cos  i  cos^  ç 

On  a 


cos*  i  cos*  z 


sin  œ  ,    ,  cos-  i  cos-  'f 

^   ^  COJ 

d'où 


tsinâr  '!c'  —  -  —  -  cos'  ce  — r  — 

^        cos  «  cos  ^  '  ^        cos*  i  cos*  z  +  siii'  ç 


n'  cos  i 

n         cos'  f  cos'  ç  -(-  sin*  'x 

Le  dénominateur  varie  entre  1  et  cos'  i,  et  par  suite  -—  entre 
COS  ^  et      . 

COSI 

Le  défaut  d'uniformité  du  mouvement  est  toujours  un  inconvé- 
nient dans  une  machine  ;  ainsi,  n  étant  constant,  on  doit  supposer  i 
assez  petit  pour  que  les  changements  de  valeur  de  n'  soient  peu 
marqués.  ^      ^/-/////o 


Parallélogramme  de    Watt.  —  On   /  ^-iju^// 

sait  que  cet  appareil  a  pour  but,  étant  / z~^ 

donné  le  balancier  d'une  machine  à  va- 
peur que  nous  figurons  par  son  centre 
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0  et  son  axe  OA,  de  lui  transmettre  le  mouvement  de  la  tige  DE 
d'un  piston  que  nous  supposons  verticale. 

Le  point  D  étant  contraint  de  se  mouvoir  verticalement,  il  est 
clair  qu'il  suffirait  de  la  tige  DA,  articulée  en  D  et  en  A,  pour 
imprimer  au  point  A  et  au  balancier  son  mouvement  circulaire 
alternatif;  mais  AD  ne  restant  pas  verticale,  la  résistance  qu'elle 
exerce  sur  DE  aurait  une  composante  horizontale  tendant  à  cour- 
ber la  tige  DE.  Pour  y  remédier,  Watt  a  imaginé  de  placer  d'au- 
tres tringles  BC,  CD,  articulées  en  B,  CetD,  de  façon  à  compléter 
un  parallélogramme  ABGD.  En  outre  une  tige  CO'  est  articulée 
d'une  part  aux  autres  en  C,  et  d'autre  part  en  un  point  fixe  0' 
convenablement  choisi,  autour  duquel  elle  ne  peut  que  tourner. 
De  la  sorte,  même  en  supprimant  la  tige  DE,  le  mouvement  du 
point  C  et  de  tout  le  parallélogramme,  quand  le  balancier  oscille, 
est  complètement  déterminé,  et  l'effet  nuisible  dont  nous  avons 
parlé  ne  peut  plus  se  produire  si  le  point  D  est  lui-même  contraint 
à  un  mouvement  vertical  ;  mais  il  faut  examiner  s'il  en  est  ainsi. 
Pour  cela  supposons  menée  OF  égale  et  parallèle  à  AD,  complétant 
le  parallélogramme  OFCB  qui  fait  suiteà  l'autre.  De  la  sorte  F  dé- 
crit un  arc  de  cercle  de  centre  0,  d'où  résulte  la  nature  du  mouve- 
^  ment  du  point  D  ;  c'est  un  point  du  prolonge- 

L    ^^ (       0   ment  d'une  droite  FC  de  longueur  constante, 

dont  les  extrémités  F  et  C  sont  assujetties 
à  rester  sur  deux  circonférences  données.  Toutefois  dans  le  mou- 
vement du  balancier  ces  points  ne  sortent  pas  des  arcs  LL,  L'L' 
assez  courts,  et  le  point  D  ne  décrit  qu'une  très  petite  portion  de 
la  courbe  complète  déterminée  par  ces  conditions.  Celle-ci  a  la 
forme  d'un  8  très  allongé  et  se  nomme  la  courbe  à  Jonnne 
inflexion .  Ainsi  le  point  D  ne  parcourt  pas  une  verticale 
exacte,  et  la  tige  du  piston  est  forcément  courbée  pendant 
le  mouvement  ;  mais  c'est  d'une  quantité  imperceptible,  et 
il  n'en  résulte  aucun  inconvénient. 
Voici  comment  on  choisit  le  point  0'  une  fois  que  la  position  de 


I  . 
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la  verticale  DE  est  connue  et  le  parallélogramme  construit.  Cela 
détermine  les  positions  D',  D",  D'"  que  doit  avoir  le  point  D  sur 
une  même  verticale,  quand  le  balancier  est  soit  horizontal,  soit 
au  point  le  plus  haut  et  le'  plus  bas  de  son  excursion.  On  en  déduit 
les  positions  correspondantes  C,  C\  C'"  du  point  C  ;  on  fait  passer 
une  circonférence  par  ces  trois  points,  et  c'est  son  centre  qu'on 
prend  pour  le  point  0'. 

Si  la  droite  OD  coupe  CB  en  G  on  a  ^  =  tt^  ce  rapport  étant 

constant,  le  point  G  décrit  une  courbe  semblable  à  celle  du  point 

D,  réduite  dans  le  rapport  rp  .  On  a  aussi 

BG_BG  _0H 
BC~  AD7  OA 

Par  conséquent  la  position  du  point  G  sur  la  tringle  BC  est  inva- 
riable "et  on  en  profite  pour  y  articuler  la  tige  verticale  d'une 
pompe. 


47.  Engrenages.  —  Dans  un  engrenage  plan,  deux  roues 
ayant  des  axes  fixes  et  parallèles,  la  première  transmet  à  la  seconde 
son  mouvement  de  rotation  au  moyen  de  dents  équidistantes  pla- 
cées sur  la  circonférence  dé  chacune  d'elles.  Nous  pouvons  assimi- 
ler l'appareil  à  une  figure  plane,  où  les  dents  se  réduisent  à  des 
courbes.  Cette  figure  est  la  section  des  roues  par  un  plan  perpendi- 
culaire aux  axes.  Soient  0',  0  les  centres  des  roues,  qui  désigneront 
aussi  les  roues  elles-mêmes,  et  /?',  ^n  le  nombre  des  dents  de  cha^- 
cune.  Dans  un  même  temps,  le  nombre  de  celles  qui  traversent  la 
ligne  des  centres  est  égal  pour  les  deux  roues  ;  si  ce  nombre  est 


nn 


nn\  celui  des  tours  qu'a  faits  la  roue  0'  est  — r  ou  n^  et  l'autre  en 


n 


n 


a  fait  n'.  Le  rapport  — rdes  nombres  de  dents  est  donc  inverse  de 
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celui  des  vitesses  angulaires  ;  or  celui-ci  est  assigné  d'avance  ;  on 

îl 

devra  donc  le  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle     7, 

7» 

et  s'il  est  irrationnel  ou  trop  compliqué,  le  remplacer  par  une 
valeur  approchée,  qu'on  trouvera  par  les  propriétés  des  fractions 
continues. 

Circonférences  primitives.  —  Le  but  n'est  pas  seulement  de  trans- 
mettre le  mouvement  ;  il  faut  encore  que  la  rotation  de  la  roue  0 
étant  uniforme  celle  de  0  le  soit  aussi  ;  pour  cela  partageons  la  ligne 

00'  des  centres  au  point  I  de  manière  qu'on  ait'  ^-=     ; ,  puis 

traçons  des  circonférences  dites  primitives, 
de  centres  0, 0'  et  passant  en  I  ;  la  condition 
sera  que  ces  circonférences,  accompagnant  le 
mouvement  des  roues,  roulent  l'une  sur  l'au- 
tre sans  glisser.  En  effet,  en  leur  attribuant 
ce  mouvement,  soient  A,  A'  les  points  qui  un  instant  auparavant 
étaient  en  contact.  Comme  on  l'a  vu  au  numéro  42,  les  arcs  AI, 
Al  sont  égaux;  ils  sont  le  produit  des  rayons  par  les  angles 
AOI,  A'O'I  dont  les  roues  ont  tourné,  d'où  • 

A'O'I  _  01  _  ^ 
AOi  ~  0'1~  n 

en  supposant  AI  très  petit  ce  rapport  des  angles  est  celui  des  vites- 
ses angulaires,  qui  par  conséquent  est  le  même  à  tout  instant.  Si 
donc  celle  de  la  roue  0'  est  constante,  Tautre  le  sera  aussi;  d'ail- 
leurs le  rapport  a  la  valeur  — r,  assignée  d'avance. 

Solution  générale,  —  Pendant  le  mouvement  une  dent  D'  de  la 
roue  0'  reste  tangente  à  une  dent  D  de  la  roue  0,  et  c'est  de  la 
forme  de  ces  dents  que  doit  résulter  l'uniformité  ;  mais  on  peut 
choisir  à  volonté'l'une  d'elles,  et  nous  supposerons  que  ce  soit  celle 
de  D,  de  sorte  qu'il  reste  à  en  déduire  la  forme  de  D'. 
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Dans  le  mouvement  relatif  de  0  par  rapport  à  0',  celle-ci  reste  im- 
mobile ;  la  circonférence  0  roule  sur  l'autre  sans  glisser  et  la  dent 
D  en  mouvement  doit  rester  tangente  à  D'  immobile.  Il  faut  pour 
cela  que  D'  soit  Y  enveloppe  de  D,  c'est-à-dire 
le  lieu  des  intersections  des  positions  infini- 
ment  voisines  de  la  courbe  D,  telles  que  A, 
B,  C,  car  de  la  sorte  la  droite  AB  joint  deux  points  voisins  de 
l'enveloppe,  et  aussi  deux  d'une  même  courbe  D,  et  à  la  limite 
devient  tangente  à  toutes  deux.  L'enveloppe  est  donc  tangente  à 
la  fois  à  toutes  les  positions  de  D  et  doit  être  prise  pour  D'  ;  en 
outre  la  vitesse  au  point  de  contact  étant  dirigée  suivant  la  tan- 
gente, la  perpendiculaire  à  celle-ci  va  passer  au  centre  instan- 
tané de  rotation,  ce  qui  permet  de  construire  par 
points  la  courbe  dont  la  dent  D'  forme  un  are  de  fai- 
ble étendue.  Si  I  ^st  le  point  de  contact  de  0  et  0', 
ou  le  centre  instantané,  on  mènera  lA  normale  à  la 
position  correspondante  de  D,  et  A  sera  un  point  de 
D';  on  en  trouvera  ie  même  d'autres  A',  A",...  cor- 
respondant aux  contacts  en  I',  F,  etc. 

Il  reste  à  appliquer  cette  ^construction  à  quelques  exemples. 

Ca.s  où  la  roue  0  est  une  lanterne,  —  On  la  nomme  ainsi  quand 
elle  est  formée  de  deux  disques,  ayant  leurs  plans  parallèles,  réu- 
nis par  des  chevilles  cylindriques  nommées  ftiseaux. 
Dans  la  figure  plane  les  dents  sont  de  petits  cercles, 
ayant  leurs  centres  sur  la  circonférence  primitive.  On 
nomme  épicycloide  la  courbe  décrite  par  un  point  d'une 
circonférence  roulant  sans  glisser  sur  une  circonférence  immobile  ; 
c'est  donc  la  ligne  LL  que  décrit  le  centre  C  d'une 
des  dents  circulaires  D,  quand  0  roule  sur  0'  ;  le  cen- 
tre instantané  étant  le  point  de  contact  I,  IC  est 
perpendiculaire  à  LL  et  l'est  aussi  à  la  dent  D  en 
A,  qui  est  un  point  de  D';  on  en  trouvera  plusieurs 
A,  A,  etc.,  en  traçant  l'épicycloïde  LL  et  lui  me- 
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^-l-^'     nant  diverses  normales  CA,  C'A',  C'A",...  égales 
au  rayon  du  fuseau.  La  courbe  D'  se  nomme  une 
développante  (V épicycUnde. 
Engrenaffe  à  flancs.  —  On  le  désigne  ainsi  quand  la  courbe 

d'une  dent  D  se  réduit  à  une  portion  d'un  rayon 
de  la  circonférence  0.  Soit  OML  ce  rayon,  et 
I  le  point  de  contact  de  0  et  0'  à  un  instant 
quelconque.  Imaginons  qu'une  circonférence  de 
centre  0"  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de  0 
roule  intérieurement  sur  celle-ci  sans  glisser, 
de  façon  à  avoir  toujours  son  contact  au  point  I  ;  sa  vitesse  en  ce 
point  sera  la  même  que  pour  le  point  I  de  la  circonférence  0, 
c'est-à-dire  nulle  ;  par  conséquent  elle  roulera  en  même  temps 
sans  glisser  sur  0'.  Si  elle  coupe  OL  en  M,  l'angle  IO"M  est  double 
de  lOL  ;  ce  sont  les  angles  au  centre  des  arcs  XM,  IL,  et  le  second 
ayant  un  rayon  double  ces  arcs  sont  égaux. 

Par  conséquent  quand  le  contact  était  en  L  au  lieu  de  I,  le 
point  M  de  la  circonférence  0'  était  aussi  en  L.  Il  en  résulte  que 
dans  le  mouvement  de  0"  relatif  à  0,  un  point  M  de  la  circonfé- 
rence 0''  décrit  un  rayon  OL  ;  en  même  temps  0"  roulant  sur  0'  ce 
point  M,  dans  le  plan  fixe  de  0'  décrit  une  épicycloïde,  à  laquelle 
IM  est  toujours  normale  ;  elle  l'est  aussi  à  la  dent  D  ou  à  OL, 
l'angle  OMI  étant  droit;  l'épicycloïde  est  donc  constamment  tan- 
gente à  D  et  doit  être  prise  pour  la  dent  D'. 

On  peut  remarquer  que  si  un  engrenage  existait  entre  la  roue  0 
fixe  et  une  roue  0"  mobile,  un  point  quelconque  M  de  la  circonfé- 
rence 0''  aurait  un  mouvement  rectiligne  alternatif. 

Cas  où  la  roue  0  devient  une  erémaillere  ou  une  barre  rectiligne 
dentée,  —  Dans  le  mouvement  réel,  pendant  que  0'  tourne,  la 
barre  se  meut  d'une  vitesse  uniforme  suivant  sa  longueur.  Ce  cas 
rentre  dans  le  précédent  en  supposant  infini  le  rayon  de  0  ;  la 
circonférence  primitive  est  alors  remplacée  par  une  droite  primi- 
tive BB'  qui  roule  sans  glisser  sur  0'.  En  supposant  encore  l'en- 
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greuage  à  flancs  la  dent  D  dans  la  portion  tangente  à  D'  est  une 
droite  perpendiculaire  à  BB'.  La  circonférence  0"  se  réduisant 
aussi  à  BB',  l'épicycloïde  qui  était  décrite  par  un  point  M  de  O' 
devient  une  déreloppante  de  cercle,  courbe  décrite  par  un  point 
d'une  droite  roulant  sans  glisser  sur  une  circonférence  0'.  Il  est 
clair  que  C  étant  l'origine  de  la  courbe  et  M, 
M',  M",  etc.,  plusieurs  de  ses  points,  çorrespon-  ^  1^>Z!^  'i^ 
dant  aux  contacts  en  I,  F,  T,  etc.,  on  a  o* 

ÎM  =  aiT  IC,  l'M'  =  l'C,  etc. 

de  sorte  qu'en  supposant  un  fil  enroulé  sur  0'  et  qu'on  déroule  en 
tenant  tendu  le  bout  libre,  le  point  C  de  celui-ci  décrit  la  courbe. 

Enfirenafie  de  deux  développantes,  — 
Supposons  que  deux  circonférences  0,  0' 
autres  que  les  primitives  tournent  ensem- 
ble dans  le  sens  des  flèches,  de  façon 
qu'un  fil  se  déroule  sur  0'  et  s'enroule  sur  0,  en  restant  tendu  entre 
elles.  Un  point  M  du  fil  décrira  sur  le  plan  mobile  de  0'  une  déve- 
loppante de  cette  circonférence,  car  en  considérant  le  mouvement 
du  fil  relatif  à  0'  on  retomberait  sur  le  cas  ci-dessus  ;  le  point  M 
décrit  de  même  une  développante  de  la  circonférence  0  sur  son 
plan  ;  le  fil  est  d'ailleurs  perpendiculaire  en  M  à  ces  deux  courbes 
CL,  CL'  ;  si  donc  on  les  remplace  par  des  dents  en  supprimant  le 
fil  elles  resteront  tangentes  et  la  première  transmettra  à  la  seconde 
le  mouvement  de  0'  suivant  la  même  loi  qu'auparavant  ;  par  con- 
séquent si  la  rotation  de  0'  est  uniforme,  l'autre  le  sera  aussi  et 
le  rapport  des  vitesses  angulaires  sera  inverse  de  celui  des  rayons. 

La  propriété  précédente  subsistera  si  l'on  fait  varier  légèrement 
la  distance  des  centres,  sans  changer  les  dents,  ce  qui  est  un  avan- 
tage de  cette  disposition. 

Engrenofies  coniques.  —  Dans  cet  appareil  les  axes  des  deux 
roues,  au  lieu  d'être  parallèles,  se  rencontrent  en  un  point  C.  Les 
dents  de  l'une  et  l'autre  ont  la  forme  de  surfaces  coniques  ayant 


192 

leur  sommet  C  commun.  En  traçant  une  surface  sphérique  de 
centre  C  elle  coupera  les  roues  et  les  dents  suivant  une  figure 
sphérique  dont  la  forme  détermine  complètement  celle  des  roues. 
C'est  sur  cette  surface,  au  lieu  d'un  plan,  qu'on  devra  décrire  les 
circonférences  primitives,  roulant  sans  glisser  Tune  sur  l'autre,  et 
Ton  trouvera  la  forme  des  dents  par  un  tracé  analogue  à  celui 
qui  a  été  employé  dans  les  engrenages  plans. 


CHAPITRE  IV 


PREMIERE  PARTIE  DE  LA  DYNAMIQUE 
MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL 


48.  Frinelpes  foiidamentanx.  —  Définition  d'un  point 
matériel,  —  On  nomme  ainsi  un  corps  ayant  toutes  ses  dimensions 
imperceptibles,  de  sorte  que  dans  son  mouvement  les  trajectoires 
décrites  par  ses  divers  points  se  confondent  sensiblement  en  une 
courbe  unique,  et  que  la  vitesse  du  point  ait  ainsi  une  signification 
précise. 

Nous  avons  plusieurs  fois  employé  la  décomposition  d'un  corps 
en  très  petites  parties  nommées  éléments.  Ceux-ci  sont  des  points 
matériels  ;  mais  on  donne  spécialement  ce  nom  à  l'un  d'eux  s'il  est 
isolé  et  en  mouvement. 

Dans  ce  qui  précède  nous  faisons  abstraction  du  fait  que  la 
matière  à  un  degré  d'extrême  subdivision  se  résout  en  molécules. 
Ce  fait  constitue  un  défaut  d'homogénéité,  ou  des  irrégularités  de 
structure  dont  les  dimensions  sont  en  général  imperceptibles  en 
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comparaison  de  celles  d'un  corps,  et  dont  l'influence  par  suite 
peut  être  négligée  en  mécanique. 

Il  en  est  de  même  s'il  s'agit  d'un  élément  ou  d'un  point  maté- 
riel. En  réalité,  on  pourrait  sans  erreur  sensible  le  considérer 
comme  infiniment  petit  tout  en  lui  attribuant  des  dimensions  im- 
menses en  comparaison  de  l'intervalle  moyen  des  molécules.  Mais 
il  n'est  pas  même  nécessaire  de  s'arrêter  à  cette  sorte  d'approxi- 
mation; en  eifet,  les  lois  de  la  mécanique  ne  peuvent  dépendre  de 
cet  intervalle,  dont  la  valeur  nous  est  inconnue;  si  donc  nous  lui 
supposons  une  petitesse  indéfinie,  ces  lois  ne  seront  pas  changées. 
Cela  revient  à  regarder  la  matière  comme  continue,  conformément 
du  reste  à  sa  nature  apparente. 

C'est  à  cette  condition  qu'on  pourra,  comme  on  l'a  vu  au  numéro 
21  pour  un  corps  déformable,  appliquer  les  conditions  d'équilibre 
à  un  de  ses  éléments  solidifié,  par  exemple  à  un  élément  ds  d'un 
fil  comme  au  numéro  33.  De  même  un  point  matériel  solide  aura 
toutes  les  propriétés  d'un  solide  théorique. 

Loi  d'inertie.  —  Nous  avons  admis  en  statique  comme  évident 
qu'un  solide  en  repos  sur  lequel  n'agit  aucune  force  reste  en  repos. 
Il  en  est  donc  ainsi  quand  il  se  réduit  à  un  point  matériel. 

En  outre,  si  aucune  force  n'agit  sur  un  point  pendant  le  mou- 
vement, celui-ci  est  rectiligne  et  uniforme.  Cela  résulte  de  la  loi 
expérimentale  qui  va  suivre  et  s'étend  plus  ou  moins  à  un  corps 
quelconque.  On  nomme  inertie  de  la  matière  les  deux  propriétés 
précédentes. 

Principe  dti  nwu^ement  relatif,  —  Le  mouvement  relatif  d'un 
ensemble  matériel  quelconque  produit  par  des  forces,  étant  rap- 
porté à  un  système  invariable  animé  d'une  translation  rectiligne 
et  uniforme,  est  le  même  que  si  cette  translation  n'existait  pas. 

Supposons  par  exemple  que  le  système  soit  une  chambre  dans  un 
navire  ayant  une  vitesse  rectiligne  et  uniforme,  sans  aucun  balan- 
cement ni  secousse.  Tous  les  mouvements  et  les  phénomènes  méca- 
niques observés  dans  la  chambre  sont  alors  les  mêmes  que  si  le 

13 
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bateau  était  immobile;  un  corps  lancé  en  Tair  décrit  la  même 
trajectoire,  en  outre  si  l'on  immobilise  une  boule  sur  un  plan 
horizontal,  elle  reste  immobile,  conservant  ainsi  d'elle-même  la 
vitesse  commune  de  translation,  conformément  à  la  seconde  partie 
de  la  loi  d'inertie  ;  d'après  cette  loi  également,  si  la  vitesse  du 
bateau  s'accélère,  on  voit  la  boule  reculer  ;  elle  se  déplace  à  droite 
si  le  bateau  tourne  à  gauche,  etc. 

Par  suite  du  déplacement  de  la  terre  autour  du  soleil,  combiné 
avec  celui  du  système  solaire,  la  terre  est  affectée  d'un  mouvement 
qui  dans  un  temps  très  court  est  sensiblement  rectiligne  et  uni- 
forme, tandis  qu'à  diverses  époques  de  l'année  sa  vitesse  et  sa 
direction  sont  très  différentes  :  mais  il  ne  résulte  de  cette  diversité 
aucun  changement  dans  les  phénomènes  mécaniques  observés  à  la 
surface  terrestre. 

n  faut  conclure  de  ces  divers  exemples  que  les  phénomènes 
relatifs  sont  en  général  indépendants  de  la  translation  rectiligne 
et  uniforme  du  système  et  par  suite  les  mêmes  que  si  elle  était 
nulle  ou  si  le  système  était  en  repos.  On  peut  remarquer  que  si  ce 
repos  existait  rien  ne  nous  en  ferait  apercevoir,  ce  qui  ne  nous 
empêche  point  de  le  considérer  comme  un  état  possible,  servant 
de  terme  de  comparaison. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  effets  mécaniques  est  vrai  aussi  pour 
les  forces,  en  ce  sens  que  les  mêmes  forces,  attractions  à  distance, 
actions  au  contact,  etc.,  se  produisent  dans  les  mêmes  circons- 
tances, indépendamment  de  la  translation. 

Remarques  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel.  —  1°  Dési- 
gnons par  translation  ce  mouvement,  pour  le  distinguer  de  la 
rotation  qui  affecte  en  général  tout  corps  entièrement  libre,  et  des 
déformations  s'il  n'est  pas  solide. 

Quand  des  particules  de  nature  quelconque  tombent  dans  le 
vide,  elles  se  meuvent  verticalement  ou  dans  la  direction  de  la 
force,  et  toutes  suivant  la  même  loi  ;  or  elles  ont  en  général  des 
mouvements  de  rotation  différents;  elles  peuvent  aussi  éprouver 


195 

des  déformations  diverses  provenant  des  circonstances  initiales  de 
leur  mouvement.  Par  conséquent,  ces  rotations  ou  déformations 
n'ont  aucune  influence  sur  la  translation. 

Or  on  ne  peut  supposer  que  ce  soit  une  propriété  spéciale  du 
mouvement  de  chute  verticale;  nous  devons  donc  admettre  que 
cette  influence  est  nulle  dans  le  mouvement  quelconque  dû  à  une 
ou  plusieurs  forces. 

2^  Si  A  et  B  sont  deux  points  d'une  particule  très  petite,  la 
rotation  et  la  déformation  différeront  suivant  qu'une  même  force 
sera  appliquée  parallèlement  en  A  ou  B,  mais  la  translation  ne 
changera  pas;  c'est  évident  si  on  suppose  la  force  exercée  par 
un  fil  tirant  A  ou  B,  leurs  trajectoires  se  confondant  sensible- 
ment. 

On  peut  aussi  s'en  rendre  compte,  du  moins  quand  la  particule 
est  solide,  en  supposant  d'abord  que  le  point  B,  lié  à  la  particule, 
en  soit  à  une  distance  finie.  Le  mouvement.de  A  sera  alors  changé 
si  la  force  agit  sur  B  au  lieu  de  A;  mais  il  restera  du  même  ordre, 
c'est-à-dire  ne  sera  pas  infiniment  plus  rapide  ou  plus  lent.  Il  sera 
moins  changé  à  mesure  qu'on  placera  B  plus  près  de  A,  et  si  lia 
distance  AB  devient  imperceptible,  il  sera  sensiblement  le  même. 

Si  plusieurs  forces  agissent,  le  point  d'application  de  chacune 
est  par  suite  indifférent  pour  la  translation. 

3®  Le  point  matériel  est  une  particule  d'une  petitesse  indéfinie. 
Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  qu'en  considérant  seulement  son 
déplacement  ou  sa  translation  on  peut,  s'il  est  de  nature  déformable, 
le  supposer  solidifié^  et  qu'en  outre  on  j)eut  regarder  imites  les 
forces  qui  agissent  sur  lui  comme  apjjliquées  au  mêtne  de  ses  divers 
points. 

Il  en  est  ainsi  à  chaque  instant,  et  comme  il  a  déjà  une  vitesse 
acquise,  son  mouvement  à  partir  d-une  époque  quelconque  dépend 
uniquement  de  Vintensité  et  de  la  direction  des  forces  agissant  sur 
lui,  et  de  sa  vitesse  initiah. 

En  outre,  d'après  l'expérience  citée  plus  haut,  fi'il  n'agit  qu'une 
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seule  force  de  direction  constante  et  que  le  point  parte  du  repos,  il 
se  meut  suivant  la  force. 

4^  Si  une  particule  appartient  à  une  masse  gazeuse  ou  en  est  un 
élément,  les  pressions  exercées  par  les  particules  voisines  sont  un 
obstacle  à  son  expansion  indéfinie.  Si  ensuite  nous  supposons  la 
particule  isolée,  mais  animée  de  ces  mêmes  forces  à  sa  surface, 
l'obstacle  subsistera,  de  sorte  qu'on  pourra  l'assimiler  à  un  point 
matériel,  et  lui  appliquer  les  remarques  précédentes,  comme  à 
toute  particule  comprimée  par  des  forces.  Son  mouvement  sera 
ainsi  le  même  que  si  elle  était  solidifiée. 

49.  Mouvement  d'un  point  matériel  produit  par 
de»  foreewo  —  Voici,  quand  il  s'agit  d'un  point,  à  quoi  se  réduit 
le  principe  du  mouvement  relatif  : 

Si  un  point  matériel  est  animé  d'une  vitesse  initiale  et  qu'en 
même  temps  une  force  a,qisse  sur  lui,  sa  vitesse  au  bout  d'un  temps 
quelconque  est  résultante  de  la  vitesse  initiale  et  de  celle  que  lui 
aurait  donnée  la  force  (c'est-à-dire  le  mmivement  produit  par  k( 
force)  s'il  était  parti  du  repos. 

En  eifet,  rapportons  le  mouvement  à  celui  d'un  système  ayant 
pour  vitesse  de  translation  rectiligne  et  uniforme  la  vitesse  initiale 
du  point.  Dans  le  mouvement  relatif,  la  vitesse  sera  due  à  la  force 
seule,  le  corps  partant  du  repos  ;  la  vitesse  absolue  du  point  est 
résultante  de  cette  vitesse  relative  et  de  celle  d'entraînement  ;  or 
celle-ci  est  la  vitesse  du  système  ou  la  vitesse  initiale  du  point. 

Partageons  maintenant  le  temps  en  très  petits  instants  0,  et 
supposons  qu'une  force  constante  ou  variable  agisse  sur  un  point 
matériel  partant  du  repos.  A  la  fin  du  premier  instant  soit  jl  la 
vitesse  que  lui  a  donnée  la  force  ;  nous  pouvons  la  regarder  comme 
initiale  pour  le  second  instant.  Si  à  ce  moment  le  point  partait 
du  repos,  la  force  lui  donnerait  à  la  fin  du  même  instant  une  cer- 
taine vitesse  |S,  et  d'après  le  principe  précédent  la  vitesse  sera  en 
réalité  la  résultante  de  a  et  .S  ;  on  peut  la  regarder  comme  vitesse 
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initiale  pour  le  troisième  instant  ;  si  le  point  partait  alors  du  repos, 
la  force  à  la  fin  de  l'instant  lui  donnerait  une  vitesse  y  ;  mais  elle 
sera  en  réalité  résultante  de-  y  et  de  la  vitesse  initiale,  ou  de  ex,  (3,  y 
et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  au  bout  d'un  temps  t  quelconque  h  vitesse  est 
résultante  de  a,  jS,  «y,  etc.,  que  nous  nommerons  les  vitesses  etémen- 
taires  dues  à  la  force  ;  chacune  d'elles  signifie  la  vitesse  que  la 
force  donnerait  au  point  à  la  fin  d'un  des  instants,  s'il  était  parti 
du  repos  au  commencement  du  même  instant. 

D'après  le  numéro  précédent,  si  la  force  est  constante  de  gran- 
deur et  de  direction,  le  point  se  meut  suivant  la  force  ;  en  suppo- 
sant  les  instants  Q  égaux  et  infiniment  petits,  toutes  les  vitesses 
a,  (3,  etc.,  sont  égales,  placées  sur  une  même  droite  et  se  composent 
en  s'ajoutant.  Leurs  résultantes,  d'instant  en  instant,  sont  a,  2  a, 
33C,  etc.,  et  la  vitesse  croit  comme  le  temps. 

Ainsi  quand  un  point  n'a  pas  de  vitesse  initiahy  une  force  cons- 
tante de  grandeur  et  de  direction  produit  un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré  simple.  C'est  celui  qui  a  été  ainsi  désigné  au  nu- 
méro 36,  et  pour  lequel  on  a,  v  =  at^  a  étant  l'accélération. 

Examinons  ensuite  un  second  mode  d'action  de  la  force,  celui 
où  elle  se  compose  d'une  série  de  chocs.  Il  ne  faut  pas  entendre 
par  là  des  forces  tout  à  fait  instantanées,  car  11  n'en  existe  pas; 
dans  un  choc  la  force  agit  avec  une  grande  intensité,  mais  seule- 
ment pendant  un  temps  très  court.  Non  seulement  ce  mode  d'action 
d'une  force  est  admissible  comme  tout  autre,  mais  il  se  rencontre 
dans  la  nature  ;  la  pression  des  gaz  entre  autres  parait  être  dans 
ce  cas.  Sous  l'expression  de  choc,  nous  devons,  du  reste,  com- 
prendre plus  généralement  les  périodes  d'action  de  la  force,  si 
elle  est  intermittente  ou  cesse  de  temps  en  temps. 

Or  en  supposant  les  chocs  indéfiniment  rapprochés,  la  force  à 
la  limite  équivaut  complètement  à  une  force  continue  qui  four- 
nirait les  mêmes  vitesses  élémentaires,  de  sorte  que  l'une  et 
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l'autre  produiraient  sur  un  point  matériel  un  mouvement  iden- 
tique. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  les  vitesses  élémentaires 
a,  ^,  etc.,  correspondent  à  des  instants  Ô  inégaux,  de  sorte  que 
dans  chacun  d'eux  il  y  ait  au  plus  un  seul  choc  ;  la  vitesse  au  bout 
d'un  temps  quelconque  sera  encore  la  résultante  de  or,  (3,  -y,  etc. 

Supposons  maintenant  que  deux  forces  f,  f  agissent  à  la  fois 
sur  un  point  M  partant  du  repos  ;  considérons-les  d'abord  comme 

intermittentes,  a,  ;3,  y correspondant  à  /,  et  de  même  a ,  |3' 

à  f.  On  peut  supposer  que  l'action  des  deux  forces  ne  soit  jamais 
simultanée  ;  de  la  sorte  le  point  n'est  jamais  soumis  qu'à  une  seule, 
et  toutes  les  vitesses  «,  /3,  y ,  a,  /S',  y se  succèdent  en  alter- 
nant irrégulièrement.  Leur  résultante  totale  sera  ainsi  la  vitesse 
du  point  aa  bout  du  temps  i  ;  or  cette  résultante  est  la  même  que 
celle  de  v  et  v\  en  désignant  par  v  celle  de  a,  jS,  etc.,  et  par  r'  celle 
de  a,  |3',  etc. 

Par  conséquent,  la  oifesse  du  point  à  tout  instant  est  la  résîd- 
tante  des  vitesses  r^  v'  quil  aurait  arquise^  en  vtant  animé  de  la 
forée  f  seule  (ru  de  f  seule. 

A  la  limite  où  les  chocs  deviennent  très  rapprochés,  les  deux 
forces  sont  équivalentes  à  des  forces  continues  qui  peuvent  être 
quelconques.  Le  principe  précédent,  nommé  Y  indépendance  de 
V action  des  forces,  reste  ainsi  exact,  quelles  que  soient  les 
forces  /*,  f  agissant  à  la  fois  sur  le  point. 

Mais  nous  n'avons  à  l'employer  qu'en  supposant  f  et  f  toutes 
deux  constantes  de  grandeur  et  de  direction,  de  sorte  qu'en  dési- 
gnant par  a,  a'  les  accélérations  correspondantes,  on  a  r  =  at^ 
r'  =  a't,  et  la  vitesse  v"  du  point  est  résultante  de  v  et  v'. 

Pronier  cas,  —  Si  /*  et  /'  agissent  suivant  la  même  droite,  r  et 
r'  se  composent  en  s'ajoutant,  de  sorte  que 

et  en  même  temps  fetf  ne  font  qu'un  seule  force  f-^f,k  laquelle 
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correspond  par  suite  raccélération  a  -f-  ^*'-  U  ^^  résulte  que  l'ac- 
célération correspondant  à  2/*,  3/1..,  nfest  2a,  3a...,  na;  pour  la 
force  n'fj  c'est  de  même  >i'a',  de  sorte  que  si  nf  =  /^/',  on  a  aussi 

a'         n         r 
a  n  f 

par  conséquent,  j^oe^r  ww  même  jmnt  raccélération  due  à  une  farce 

constante  lui  esi  proportionnelle.  Leur  rapport  —  est  donc   pour 

chaque  point  matériel  un  nombre  invariable  m  qu'on  nomme  sa 
masse. 

Second  cas.  —  Si-  f,  f  ne  sont  pas  dirigées  suivant  la  même 

droite,  figurons-les  par  OA,  OB,  le  mobile  . ^ 

partant  du  point  0;  soient  OC  =  f"  leur 
résultante,  et  OA'  =  a,  OB'  =  a/,  OC  =  a' 
les  accélérations  qui  leur  correspondent; 
étant  proportionnelles  aux  forces,  elles  forment  un  parallélo- 
gramme, et  a"  est  résultante  de  a  et  a'  ;  la  vitesse  if  du  point  est 
résultante  de  celles  qui  seraient  dues  h  f,  f  séparément  ou  aux 
accélérations  a,  a',  et  d'après  le  numéro  38  cette  vitesse  résultante 
est  celle  que  produirait  l'accélération  a",  résultante  des  deux 
autres;  or  c'est  aussi  celle  que  produirai  la  force/*"  agissant  seule. 
L'effet  de  celle-ci  équivaut  donc  à  celui  de  fet  f  réunies. 

La  règle  du  parallélogramme  des  forceji  est  ainsi  démontrée 
dans  le  ca^s  où  le  point  ejit  en  mouvement.  Le  résultat  s'étend  à  des 
forces  variables,  car  on  peut  les  supposer  constantes  de  grandeur 
et  de  direction  pendant  un  temps  très  court. 

Si  plusieurs  forces  agissent,  on  les  remplacera  par  leur  résul- 
tante, et  l'on  n'a  par  suite)  à  chercher  que  Teffet  d'une  seule 
force  f.  Nous  pouvons  admettre  pour  cela  qu'elle  reste  constante 
de  grandeur  et  de  direction  pendant  chaque  instant  0,  pourvu 
qu'ensuite  on  le  suppose  infiniment  petit.  La  formule  v  =  at  donne 
alors  la  vitesse  due  à  la  force  seule,  le  point  partant  du  repos,  et. 
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f  f 

Ton  a  —  =  w,  m  étant  la  masse  du  point  ;  il  en  résulte  a  =  — , 

et  quand  <  =  Ô  ou  à  la  fin  de  l'instant  la  vitesse  est  — :  c'est  donc 

m 

la^valeur  des  vitesses  élémentaires  a,  (3,  y,  etc.,  f  pouvant  différer 
pour  chacune  d'elles.  En  outre  chacune  est  parallèle  à  la  force 
et  de  même  sens. 

Menons  par  un  point  quelconque  0  la  droite  OV 
égale  et  parallèle  à  la  vitesse  du  point  au  commence- 
ment de  l'instant,  ou  à  sa  vitesse  initiale,  et  W  pa- 
rallèle à  la  force  et  égale  à  la  vitesse  élémentaire 

—  ;  leur  résultante  OV  sera  !la  vitesse  à  la  fin  de 

l'instant.  Or  au  numéro  37,  nous  avons  vu  qu'en  sup- 
posant 0  très  petit  Taccélération  était  une  droite  VH  dirigée  sui- 

vant  VV  et  égale  à    -  ou  -^.  Par  conséquent,  en  passant  à  la 

limite,  V accélération  du  point  est  constamment  dirigée  suivant  la 

force  fy  et  a  pour  valeur    -.  Cette  règle  ramène  la  recherche  du 

mouvement  dû  à  une  force,  à  une  question  de  calcul  et  tient  lieu 
de  tous  les  résultats  de  ce  numéro  et  du  précédent,  sauf  le  paral- 
lélogramme des  forces  et  le  principe  des  mouvements  relatifs. 

50.  Équations  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel. —  1^  Les  projections  de  la  force  f  sur  les  axes  sont  dési- 
gnées d'ordinaire  par  X,  Y,  Z.  L'accélération  est  dirigée  suivant 

la  force  et  s'en  déduit  en  la  multipliant  par  —  ;  ses  projections  se 

déduisent  donc  de  même  de  celles  de  la  force,  et  sont  ,  etc. 
D'autre  part,  on  a  vu  au  numéro  37  que  leurs  valeurs  étaient 

d*x  d*y   d*z   j,   ^     -.     i.    d^x        X 
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c'est  la  forme  usuelle  des  équations  du  mouvement.  Elles  se  rédui- 
sent à  deux  si  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  pris  pour  celui  des 
xy  ;  elles  se  réduisent  de  même  à  la  première  si  le  mouvement  est 
reetiligne  sur  Taxe  des  x. 

2^  Nous  avons  vu  aussi  que  l'accélération  résultait  de  deux 
composantes  tangentielle  et  normale 

la  force  s'en  déduit  en  la  multipliant  par  m  et  sera  de  même  ré- 
sultante de  deux  autres 

dv  inv^ 

r  =  mT  =  m  y-,  N'  =  mN  =  —  ; 

T  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  dans  le  sens  du 
mouvement  si  elle  est  positive,  en  sens  contraire  si  elle  est  néga- 
tive ;  N'  toujours  positive  est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure, 
et  p  est  le  rayon  de  courbure. 

Ces  formules  ne  sont  pas  propres  comme  les  précédentes  à 
donner  par  l'intégration  la  loi  du  mouvement,  puisqu'on  ne  connaît 
pas  d'avance  la  trajectoire,  ni  par  suite  T'  et  N'  ;  toutefois  elles 
sont  d'un  emploi  fréquent. 

3®  Équations  du  mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  donnée.  —  En  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement, 
nous  pourrons  considérer  le  point  comme  libre,  en  joignant  à  la 
force  /*  donnée  ou  directement  appliquée  la  pression  normale  P  de 
la  surface  sur  le  point.  Ses  projections  sont  Pcos  a,  Pcos  (3,  P  cosv, 
en  désignant  par  q(,  (3,  y  les  angles  que  fait  la  normale  avec  les 
axes  ;  en  les  joignant  aux  projections  de  la  force  f  on  aura  pour 
équations 

d^  X  d'^v 

m  -   -  =  X  +  Pcos  a,  w  -^^^  =  Y  +  Pcos^, 

dh 
m  —  =  Z  +  Pcos  Y- 
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Elles  ne  suffisent  pas  poar  déterminer  les  quatre  fonctions  incon- 
nues x^  y  y  2,  P  ;  mais  on  doit  leur  joindre  Téquation  de  la  surface, 
toujours  satisfaite  par  x,  y,  z. 

4°  Équations  du  mouvement  d'un  point  a^ssujetti  à  rester  sur 
une  courbe  donnée.  —  On  pourrait  trouver  pour  ce  cas  des  équa- 
tions analogues  aux  précédentes,  mais  il  est  beaucoup  plus  simple 
d'employer  la  seconde  forme  des  équations  du  mouvement.  La 
trajectoire  est  donnée  et  par  suite  on  connaît  les  composantes  tan- 
gentielle  et  normale  T'  et  H  de  la  force  f.  En  supposant  le  frotte- 
ment nul,  on  peut  regarder  le  point  comme  libre,  en  joignant  aux 
forces  T',  H,  la  pression  normale  P  de  la  courbe  sur  le  point.  En 
remplaçant  les  forces  normales  P,  H,  par  leur  résultante  N',  on 
aura,  comme  on  l'a  vu, 

r    =    m  -r-  ,  i\     =  — . 

dl  p 

La  première  équation,  en  l'intégrant,  donnera  la  valeur  de  v, 
ou  la  loi  du  mouvement,  après  quoi  la  seconde  donnera  la  force 
inconnue  P  ;  mais  on  l'emploie  sous  une  forme  un  peu  différente  : 

p w  Le  point  étant  en  M,  figurons  dans  un 

plan  normal  à  la  courbe  les  forces  P, 
M  /^-^^^        /h     h,  N'  par  MP,  MH  et  leur  résultante 

MN'.  La  force  MF  égale  et  opposée  à 
P'  MN'  ferait  équilibre  à  MP,  MH  ;  par 

conséquent  MP'  égale  et  opposée  à  MP  est  résultante  de  MF  et 
^IH  ;  on  a 

.MF  =  ]\IN  ==— ; 


?/ll'* 


On  nomme  force  centrifuge  cette  force  —  dirigée  en  sens  con- 

traire  de  MN'  ou  suivant  le  prolongement  du  rayon  de  cour- 
bure ;  MP  étant  la  pression  de  la  courbe  sur  le  point,  MF  est  celle 
du  point  sur  la  courbe.  Celle-ci  est  donc  la  résultante  de  la  force 
centrifuge  et  de  la  comjjosante  normale  de  la  force  directement  ap- 
plupiée  au  point. 
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Supposons  par  exemple  qu'un  point  pesant  M 
soit  suspendu  à  un  point  fixe  I  par  un  fil  de  lon- 
gueur l,  et  assujetti  ainsi  à  décrire  un  arc  de      v^m 
cercle  dans  un  plan  vertical  ;  de  la  sorte  il  n'y  a  «^ 
pas  de  frottement.  La  force  f  est  le  poids  j)  du  point,  et  en  dési- 
gnant par  u  l'angle  de  IM  avec  la  verticale,  ses  composantes  sont 

F'  =  p  sin  y,  H  =  p  cos  y  ; 

la  première  produit  la  vitesse  du  point  ;  l'autre  agit  suivant  ML 
prolongement  de  IM:  il  en  est  de  même  de  la  force  centrifuge; 
leur  résultante  est  donc  leur  somme 


mv* 


C'est  la  pression  de  point  sur  la  courbe  qui  devient  ici  la  tension 
du  fil. 

5°  Mouvement  (Vun  jmnt  sur  une  courbe  ou  une  surface  en 
ayant  éfiard  au  frottement.  Le  frottement  est  égal  à  kV,  k  étant 
son  coefficient,  et  P  la  pression  du  point  sur  la  courbe  ou  la  sur- 
face ;  il  est  directement  opposé  à  la  vitesse  du  point.  Ce  n'est  donc 
plus,  comme  en  statique,  une  force  de  direction  et  de  valeur  indé- 
terminées, ce  qui  permet  d'en  tenir  toujours  compte. 

Le  mouvement  ne  serait  point  changé  si  on  supposait  le  frotte- 
ment dû,  non  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  mais  à  une  force  exté- 
rieure ;  on  devra  donc  le  comprendre  parmi  les  forces  dont  f  est 
la  résultante  et  déterminer  ensuite  le  mouvement  comme  si  la 
surface  ou  la  courbe  ne  frottait  pas  ;  seulement  le  point  exercera 
sur  celle-ci,  outre  sa  pression  normale,  une  force  égale  et  opposée  . 
au  frottement. 

* 

51.  Eiol  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  — 

Au  numéro  17  nous  avons  trouvé  pour  les  coordonnées  x,,  y,,  z, 
du  centre  de  gravité  d'un  corps  les  valeurs 

__  pa;+pa;+... 
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p,  p  etc.,  étant  les  poids  des  particules  ou  points  matériels  qui 
composent  le  corps,  et  x,  y,  z,  x\  etc.,  leurs  coordonnées.  Ce  résul- 
tat suppose  le  corps  de  dimensions  imperceptibles  par  rapport  à 
celles  de  la  terre,  de  sorte  que  p,  p\  p\  etc.,  puissent  être  consi- 
dérées comme  des  forces  parallèles.  Or  ces  forces,  dans  un  même 
lieu,  si  les  particules  tombent  dans  le  vide,  leur  donnent  la  même 
accélération  (^  ;  de  la  sorte,  en  désignant  par  m,  m',  etc.,  leurs 

masses,  rapport  de  la  force  à  l'accélération,  on   a  —  =  m, 

1^  =  m\  etc.  En  substituant  p  =  mg,  pî  =  m'y,  etc.,  dans  les 
valeurs  de  x^,  y^,  z^^  et  supprimant  le  facteur  commun  ,</,  on  trouve 

mx  -f-  m'x  +  ...  iny  -\-  m'y  +  ••• 

m  +  m  4-  ...  ?w  +  m    }-  ... 

mz  -|-  m V  4*  •  •  • 
m  -\-  m'  ~\-  ... 

Nous  premlrons  ces  formules  comme  définition  nouvelle  du 
centre  de  gravité  d'un  système  ou  assemblage  quelconque  de  points 
matériels.  S'ils  forment  un  solide  pesant,  ce  centre  sera  le  même 
que  nous  connaissons  déjà  ;  dans  le  cas  général  ce  sera  un  certain 
point  bien  déterminé  par  ses  coordonnées  rr^,  y,,  ^,,  car  tout  point 
matériel  a  une  masse  qui  lui  est  propre. 

Le  centre  de  gravité  primitif  pouvait  s'obtenir  par  une  construc- 
tion géométrique,  donnant  le  même  point  que  les  formules  ;  il  le 
pourra  donc  encore  dans  le  cas  général,  en  substituant  les  masses 
A.^,,^^  aux  poids;  pour  des  masses  m,  m', ...  placées 

B^L-? —^li^  en  A,  A',  ...,  on  composera  m  et  m'  en  une 

seule  m  +  m'  placée  en  B,  de  sorte  que 
AB       m'  I         r  ,  ^ 

^  =  —  ;  on  composera    ensuite  m  +  ^'*'  ^t  ^^^"  en  une  seule 

m  +  w'  -f-  7n''  en  B',  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  revient  à  chercher  le 
centre  de  gravité  de  A  et  A',  puis  celui  de  A,  A',  A",  etc.  On 
pourra  de  même  remplacer  plusieurs  masses  par  leur  résultante 
prise  à  part.  S'il  s'agit,  par  exemple,  du  centre  de  gravité  de  la 


205 

terre  et  de  la  lune  réunies,  on  emploiera  leurs  masses  totales  M,  M\ 
au  lieu  de  celles  des  particules  ;  elles  sont  placées  aux  deux  cen- 
tres T,  L,  et  on  partagera  la  droite  TLen  raison  inverse  de  M,  M'. 
Le  centre  de  gravité  est  ainsi  défini  indépendamment  de  la  pesan- 
teur, mais  ne  représente  plus  le  point  d'application  de  la  résul- 
tante  de  forces  parallèles. 

Mouvement  du  centre  de  f/ravité,  —  Chacun  des  éléments  ou 
points  matériels  du  système  peut  d'après  le  numéro  2 1  être  regardé 
.  comme  libre,  en  remplaçant  les  obstacles  à  son  mouvement  par 
les  forces  qu'ils  exercent.  De  la  sorte,  en  désignant  par  X,  X',etc., 
pour  chacun  la  somme  des  projections  des  forces  qui  l'animent 
sur  Taxe  des  x^  c'est-à-dire  celle  de  leur  résultante,  la  première 
équation  du  mouvement  sera 

d*x  d\T' 

*"•*'  V  f**^  17'» 

d'où  résulte  en  les  ajoutant 

^ [m.v  -h  mx  +  wV  +  ...)  =  X  +  X'  +  X"  +  ... 

Or  en  désignant  par  M  la  masse  totale  m  -f  m'  -f-  etc.,  la  valeur 
de  x^  donne  mx  -f-  w^'a;'  -}-  etc.,  =  Mo;^  ;  par  suite 

M  "^J^^  =  Xp     où     X,  =  X  f  X'    I-  X"  -f  etc.  ; 

X,  est  ainsi  la  somme  des  projections  de  toutes  les  forces  agissant 
sur  tous  les  éléments.  Elles  comprennent  les  forces  extérieures  au 
système  total  ;  les  autres  sont  toutes  celles  qui  agissent  entre  deux 
éléments,  y  compris  les  forces  de  contact.  Il  y  entre  séparément 
celles  qu'exerce  soit  le  premier  sur  le  second,  soit  le  second  sur  le 
premier.  Or  d'après  le  principe  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion la  somme  des  projections  est  pour  ces  deux  groupes  de  forces 
la  même  en  signe  contraire,  de  sorte  qu'elles  se  détruisent  dans 
la  somme  totale  X,,  où  n'entreront  plus  que  les  forces  extérieures. 
De  la  sorte,  en  les  supposant  déplacées  parallèlement  et  appliquées 
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au  centre  de  gravité,  X,  sera  la  somme  de  leurs  projections  ou 
celle  de  leur  résultante. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  sont 

et  deux  autres  analogues,  semblables  à> celles  d'un  point  matériel. 
Par  suite  il  se  meut  comme  un  point  mutériel  ayant  pour  masse  la 
masse  totale  du  système  et  auquel  seraient  appliquées  toutes  les 
forces  extérieures  qtii  agissent  sur  le  système,  déplacées  parallèle-' 
ment. 

Si  par  exemple  plusieurs  corps  pesants  sont  lancés  dans  le  vide, 
pouvant  se  rencontrer,  se  déformer,  etc.,  leur  centre  de  gravité 
commun  décrit  une  parabole  comme  le  ferait  un  point  pesant  isolé  ; 
il  en  est  de  même  s'il  s'agit  d'êtres  animés,  tout  organisme  étant 
soumis  à  la  même  loi. 

Si  un  système  '  n'est  animé  d'aucune  force  extérieure,  aucune 
n'agit  sur  son  centre  de  gravité,  qui  se  meut  alors  en  ligne  droite 
d'un  mouvement  uniforme.  Il  en  est  ainsi  pour  celui  du  système 
solaire  si  on  néglige  l'attraction  des  étoiles. 

Remarques  sur  ce  qui  précède,  —  \^  Quand  nous  avons  trouvé 
que  les  forces  intérieures  se  détruisaient,  c'était  en  supposant  la 
loi  d'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  exacte  dans  l'état  de 
mouvement.  On  pourrait  le  regarder  comme  évident  ;  en  tout  cas 
cette  exactitude  se  trouve  démontrée  par  celle  de  la  loi  du  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  qui  en  dépend  ;  celle-ci,  en  effet,  est 
vérifiée  par  Texpérience  avec  la  dernière  précision,  en  particulier 
en  astronomie. 

2^  Les  mouvements  qui  peuvent  être  pris  pour  exemples  affec- 
tent toujours  un  corps  et  non  un  point  infiniment  petit  ;  aussi  dans 
toutes  les  applications  qui  seront  faites  des  équations  du  numéro 
précédent,  nous  devrons  considérer  le  point  comme  le  centre  de 
gravité  d'un  corps  de  masse  m,  et  X,  Y,  Z  seront  les  projections 
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de  la  force  extérieure  ;  de  même  quand  nous  parlerons  dans  ce 
chapitre  du  mouvement  d'un  corps,  il  s'agira  de  celui  du  centre, 
qu'on  nomme  aussi  son  mouvement  de  translation.  C'est  en  vue  de 
ces  applications  qu'il  convenait  d'établir  dès  à  présent  la  loi  du 
mouvement  du  centre  de  gravité. 

3°  On  a  vu  que  pour  les  particules  d'un  corps  pesant  on  a 

p  p' 

Ji^  z=i  m,  —  =  m\  etc.,  (p  -\-p  +  p"  -+-  .-.)  =  flf  (tn  +  m'  -f-  ...), 

"  il 

de  sorte  que  la  relation  m  —  —  reste  exacte  en  prenant  pour  p 

et  m  le  poids  total  et  la  masse  totale  ;  elle  donne  la  valeur  numé- 
rique de  m, 

La  masse  mesure  la  résistance  qu'oppose  l'inertie  d'un  corps 
à  la  force  fqui  tend  à  le  mouvoir;  on  peut  conclure,  en  effet,  de  la 

relation  -i-  =  a  que  si  la  masse  devient  trois  fois  plus  grande,  il 

faut  une  force  triple  pour  donner  au  corps  la  même  vitesse  dans 
le  même  temps,  ou  qu'une  même  force  lui  donne  une  vitesse  trois 
fois  moindre. 

On  dit  aussi  quelquefois  que  la  masse  mesure  la  quantité  de 
tnatiere  d'un  corps  ;  c'est  exact  pourvu  qu'on  regarde  cette  quan- 
tité comme  mesurée  par  le  poids  ;  mais  cette  comparaison  n'a  de 

sens  précis  que  s'il  s^agit  de  corps  formés  d'une  même  substance. 

f 
Le  mouvement  d'un  corps  ne  dépend  que  du  rapport  —  qu'on 

nomme  la  force  rapportée  à  Vunité  de  masse,  ou  la  force  accéléra- 
trice ;  quelquefois  par  opposition  on  nomme  f  la  force  motrice. 

52.  Méthodes  d'Intégration  de  l'équation  du  mou- 
vement reetlllgne.  —  Pour  que  le  mouvement  d'un  point  soit 
déterminé,  on  doit  connaître  sa  vitesse  initiale  et  sa  position  ini- 
tiale, ou  celles  qui  correspondent  à  t  =  o. 

Le  point  restera  toujours  sur  une  même  droite  si  la  vitesse 
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m 

initiale  u  est  placée  sur  cette  droite  et  qu'elle  soit  aussi  la  direc- 
tion de  la  force.  Eu  la  prenant  pour  axe  des  x,  Téquation  sera 

^- A 

OÙ  X  désigne  la  projection  de  la  force  ;  mais  on  peut  regarder  X 
comme  la  force  elle-même  en  lui  attribuant  le  signe  -f-  ou  —  sui- 
vant qu'elle  agit  ou  non  dans  le  sens  des  x  positives  ;  le  signe  de 
la  vitesse  initiale  ti  est  déterminé  de  la  même  manière. 

Les  seules  quantités  variables  dont  la  force  peut  dépendre  sont 
X,  t  et  V,  et  on  ne  peut  point  donner  pour  l'intégration  des  règles 
propres  à  tous  les  cas ,  nous  nous  bornerons  à  ceux  où  la  force  ne 
dépend  que  de  l'une  de  ces  trois  quantités. 

Sous  *  cette  forme  générale  on  ne  peut  que  ramener  la  solution 
aux  quadratures,  c'est-à-dire  à  des  intégrales  indéfinies  ordinaires  ; 
on  peut  en  général  les  évaluer,  et  en  tout  cas  la  difficulté  est  ainsi 
abaissée. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  conviendrons  de  désigner  par  le  signe 
/*(/), /*(ic),  etc.,  non,  suivant  l'usage,  une  fonction  déterminée  de 
t,  X.  mais  l'équivalent  du  mot  fonction,  de  sorte  qu'elle  pourra 
changer  de  forme  chaque  fois  que  nous  emploierons  ce  signe  f. 

Dans  les  trois  cas  que  nous  allons  examiner  se  présentent  deux 
intégrations  successives  ;  la  constante  arbitraire  est  déterminée 

dx 

pour  la  première  par  la  condition  qu'on  ait  v  ou  — =  wpour  *=o, 

et  pour  la  seconde  par  celle  que  x  ait  pour  ^  =  o  sa  valeur  initiale 
donnée. 

Premier  cas.  —  X  est  fonction  de  f  ;  on  a  alors 


=  f{t),  d.{^^)  =  f{t)dt', 


on  en  tire  en  intégrant 


dx 
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en  intégrant  de  nouveau  on  a  la  solution  sous  la  forme  x  =  f  (f), 
qui  est  pour  les  trois  cas  la  forme  demandée. 

Second  cas.  —  Xest  fonction  de  v.  L'équation  est  —  =  /*  (v)  ; 

on  récrit 

en  l'intégrant,  le  résultat  a  la  forme  t  =:  f  (v),  d'où  l'on  devra 
tirer  v  en  résolvant  l'équation  ;  on  trouvera  un  résultat  tel  que 

V  =  f{t)    d'où    dx^fif)  dt, 

et  en  l'intégrant  comme  ci-dessus  on  aura  la  solution  x=f  (t). 
Troisième  cas.  —  Xest  fonction  de  x.  Il  faut  remarquer  qu'on  a 


'{th'% '■(%)-' 


dx     d^x  d^x 

dt       dt*  dt^ 


d^x 

Ainsi  l'équation  ayant  la  forme  ^  =  f{x)  devient  en  la  mul- 
tipliant par  2dx. 

On  en  tire  en  intégrant 


m 


dx\*  .  dx 

=  l{x),  rfi^dt 

\/f{x) 


et  en  intégrant,  à  part  l'ambiguïté  de  signe  que  nous  allons  exa- 
miner, on  trouvera  t  =  f{x)^  équation  qu'on  devra  résoudre  pour 
en  tirer  la  forme  demandée  x  =  f{t). 

Complément  du  troisième  cas.  —  On  nomme  intégrale  première 
le  résultat  de  la  première  intégration  qui  fournit  déjà  l'expres- 
sion de  la  vitesse.  Dans  le  troisième  cas,  elle  a  la  forme 

(E)  .  (J)'  =  m , 

où  ¥{x)  est  one  fonction  de  forme  déterminée  ayant  pour  dérivée 

U 
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F{x).  Il  en  résulte  les  propriétés  saivantes,  auxquelles  ou  ne  peut 
guère  se  dispenser  d'«¥oir  égard  avant  de  poisser  plus  loin  l'inté^ 
gration.  Elles  s'étendent  à  toute  équation  de  la  forme  (£)  antre 
que  celle  du  mouyement. 

V  Soient  a,  a',  a'\  a'"  ...  les  valeurs  de  x  satisfaisant  l'équation 
Y{x)  =  0,  et  rangées  pas  ordre  de  grandeur  croissante  ;  nous  lais- 
serons de  côté  le  cas  où  Fune  d'elles  satisferait  en  même  temps  la 
condition  F(x)  =  o  ;  supposons  pour  simplifier  qu'il  y  ait  quatre 
racines,  le  résultat  ne  dépendant  pas  de  leur  nombre. 

Si  l'on  fait  croître  x  de  —  »>  à  +  =^  »  F(^)  change  de  signe 
quand  x  =  a,a'y  etc.,  puisqu'alors  F{x)  s'annule  et  non.  F(a;)  ;  par 
conséquent  le  signe  de  F(a;)est  tour  à  tour  -(-et  —  dans  lea  inter- 
valles successifs  des  nombres 

—  »ï,     a,     a     a  ,     a  ,     -|i-  cso. 

D'ailleurs  d'après  l'équation  (E),  F(x)  doit  rester  toujours  positif; 
par  conséquent  la  variable  x  reste  toujours  comprise  dans  le  même 
des  intervalles  précédents,  puisque  étant  continue  eQe  ne  peut  en 
franchir  les  limites  ;  cet  intervalle  est  celui  qui  contient  sa  valeur 
initiale. 

2^  L'équation  (E)  donne 

/dx\^  d^x  d*x        1. 

Il  en  résulte  qu'on  ne  peut  supposer  x  constant,  car  alors  on  devrait 
avoir  -^  =o,  -^  =  o,  ou  à  la  fois  ¥(x)  =  o,  F(a?)  =  a. 
D'autre  part,  pour  que  x  cesse  de  croître  ou  cesse  de  décroître, 

dx 

il  faut  que  -.-  change  de  signe  et  par  suite  s'annule,  ou  qu'on  ait 

x  =  aonx  =s  a\  etc.,  et  alors  x  ne  pouvant  rester  constant  doit 
varier  en  sens  contraire.  Par  conséquent,  si  par  exemple  x  est 
compris  entre  a  et  a!  sa  valetir  croît  sans  cesse  jusqu^à  a',  puis 
décroît  sans  cesse  jusqu'à  a,  et  ainsi  de  suite  alternativement.  On 
verrait  de  même,  dans  le  cas  où  x  est  compris  entre  a"et  -f-  î>o, 
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que  si  sa  yaleur  croît  c'est  jusqu'à  Tinfini,  et  si  elle  décroît  c'est 
jusqu'à  a",  après  quoi  elle  augmente  ;  le  résultat  est  analogue  si  x 
est  compris  entre  a  et  —  c». 

Par  conséquent,  Fintégrale  première  suffit  pour  faire  coimaitre 
la  forme  générale  du  mouvement. 

3°  Quand  la  fonction  x  ne  fait  qu'osciller  comme  ci-dessus  entre 
deux  limites,  il  est  toujours  avantageux,  soit  pour  faciliter  l'inté- 
gration, soit  pour  faire  disparaître  l'ambiguïté  du  signe  ±  men- 
tionnée plus  haut,  d'employer  la  transformation  suivante  :  Si  x 
oscille  entre  A  et  Bon  posera 

A+B . A— B 
ou    a?  =5=  — g 1 — -  cos  tt  ,      ou      a?  =  A  cos'  w  +  B  sin^  u  , 

u  étant  un  cmgle  touj(n4rs  croissant  avec  le  temps. 

En  eflfet,  u  croissant  toujours  cos  u  oscille  entre  ±  1  ;  s'il  en 

était  de  même  de  -r-,  h  étant  une  constante,  on  pourrait  faire 
croître  u  de  manière  à  avoir  constamment  cos  eé  —  ;   ainsi  dcms 

le  cas  simple  oit  x  oscille  entre  +  A,  U  convient  de  poser 
x  =  heos u.  Le  cas  général  où  x  oscille  entre  A  et  B  se  ramène 

A  +  B 
au  précédent  en  remarquant  qu'alors  x ^-  oscille  entre 

±  (    ~    j  ;  on  devra  donc  l'égaler  à  (— i— )  cos  w^  ce  qui  donne 

la  première  des  formules  ci-dessus  ;  l'autre  s'en  déduit  en  rempla- 
çant u  par  2u^  de  sorte  que  u  est  encore  un  angle  toujours  crois- 
sant. 

La  transformation  précédente  introduit  dans  le  calcul  les 
constantes  A  et  B  qui  sont  les  mieux  adaptées  à  la  forme  du 

mouvement  ;  -r-  étant  toujours  positif,  le  signe  ±  du  troisième 

cas  disparaît. 

En  outre,  elle  généralise  des  procédés  qui  sous  une  apparence 
très  diverse  servent  à  intégrer  les  équations  du  mouvement  des 
planètes,  du  pendule  simple,  du  pendule  conique,  etc. 
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53.  Houvement  reeti ligne  dû  à  une  forée  eonii- 
tante.  —  Le  premier  cas  du  numéro  précédent,  où  la  force  est 
fonction  du  temps,  se  présente  rarement,  et  nous  en  prendrons 
seulement  pour  exemple  le  cas  où  elle  est  constante.  L'équation 
du  mouvement  est  alors 

d'x        X 


a  étant  l'accélération  constante.  On  en  déduit 

dx  i 

—  =  M  +  a/,  ,r=zb+  ut  +  -  -  at\ 

u  et  h  étant  les  valeurs  initiales  de  v  eXx;  mais  dans  les  applica- 
tions nous  supposerons  h  nulle,  de  sorte  que  le  point  partira  de 
l'origine  ;  de  plus  u  sera  positive  en  prenant  OX  dans  le  sens  de  la 
vitesse  initiale,  et  si  a  est  négative,  nous  la  remplacerons  par —  a; 

en  outre  nous  substituerons  t  =  -^^,  tiré  de  la  première  formule, 

dans  la  valeur  de  x,  afin  d'avoir  des  relations  entre  les  trois  varia- 
bles X,  t,  V,  prises  deux  à  deux.  Le  résultat  aura  ainsi  les  trois 
formes  suivantes,  dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  en 
remplaçant  a  par  —  a,  et  la  troisième  en  posant  ^*  =  o. 

(I)  Mouvement  uniformément  accéléré,  la  force  ayant  le  sens 
de  la  vitesse  initiale  : 

x=zut  -\-  \  at^ ,  t?  =  tt  +  a( ,  V*  =  u*  +  2aa;. 

(U)  Mouvement  uniformément  retardé,  la  force  ayant  le  sens 
contraire  à  celui  de  la  vitesse  initiale  î 

X  =^  ut  —  J  0/- ,  t;  =  M  —  at  ^  v»  =  u^  —  2aa;. 

(III)  Mouvement  uniformément  accéléré  simple,  la  vitesse  initiale 
étant  nulle. 

jc  =  I  ai» ,  V  =  at  y  v'  =  2(u;. 

IVemier  exemple,  —  Mouvement  vertical  d'un  corps  pesant. 
On  a  dans  ce  cas  a  =  g. 
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Si  le  corps  est  lancé  de  bas  en  haut  et  qu'on  demande  sa  hau- 
teur ascensionnelle  A,  on  doit  employer  les  formules  (II)  et  dans 
l'équation  !;*=«'  —  2gx  supposer  pour  la  position  la  plus  élevée 

du  point  v  =  o,x  =  h^  d'où  A  =  — . 

Si  le  corps  retombe  ensuite  partant  ainsi  sans  vitesse,  les  for- 
mules (ni)  donnent  pour  sa  vitesse  quand  il  est  revenu  au  point 
de  départ 

c'est  dqnc  la  même  vitesse  qui  le  ferait  élever  à  la  hauteur  h  ; 
aussi  la  relation  u"  =  2gh  s'exprime  en  disant;  soit  que  la  hauteur 
h  est  diie  à  la  vitesse  u,  soit  que  la  vitesse  u  est  due  à  la  hati- 
teur  h. 

Les  formules  (II)  s'appliquent  à  toute  la  durée  du  mouvement 
montant  et  descendant;  si  par  exemple  un  second  mobile  est 
lancé  n  secondes  après  le  premier  avec  une  vitesse  n'y  et  qu'on 
demande  le  point  où  ils  se  rencontrent,  x  sera  le  même  pour  les 
deux  mouvements,  et  en  comptant  t  à  partir  du  départ  du  second 
point  on  aura 

j.  =  M(^t+  n)  —  —  a{t  -h  n)«  =  u't  —  -^  at\ 

d'où  l'on  tirera  t  par  une  équation  du  premier  degré. 

Second  exemple.  —  Mouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan 
incliné  en  ayant  égard  au  frottement. 

Soient  i  l'inclinaison  du  plan,  c  le  coefficient  du  frottement, 
p  lé  poids  du  corps;  ce  poids  se  décompose  en  deux  forces,  p  cos  i 
normale  au  plan,  ou  pression  du  corps  contre  le  plan,  et  p  sini  qui 
seule  fait  mouvoir  le  corps;  en  même  temps  le  frottement  est 
<5P  cos  î;  ces]  forces  s'ajoutent  ou  se  retranchent,  le  frottement 
étant  toujours  en  sens  contraire  du  mouvement,  et  il  en  est  de 
même  des  portions  correspondantes  de  l'accélération,  qui  sont 

p  sin  t  .    .  cp  cos  i 

=  ^  sin  1,  ' =  c^  cos  t  . 

m  fn  j^- 
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Si  le  corps  monte  toutes  deux  sont  négatives^  et  dans  les  for- 
mules (H)  on  a 

a  =  —  g  (sin  î  +  c  cos  t)  . 

Si  le  corps  descend  l'accélération  est 

a  —  g  (sin  i  —  c  cos  i) 

si  elle  est  positive,  et  correspond  alors  aux  formules  (I)  ou  (III)  ; 
si  elle  est  négative  ou  si  c  >  tang  i  on  emploiera 

a  =  g  {c  cos  t  —  sin  t) 

dans  les  formules  (U). 

Du  reste  Tusage  de  ces  formules  est  le  même  que  dans  le  pre- 
mier exemple,  sauf  que  les  formules  (H)  ne  correspondent  qu'à  la 
première  partie  du  mouvement,  jusqu'à  l'instant  où  la  vitesse  est 
nulle. 

Troisième  eoœmpk,  contenant  les  divers  emplois  des  formules  ; 
. . . on  doit  faire  parcourir  l'espace  AB  =  20"  à 

A      c  D      b 

un  wagon  pesant  6000*"'^  ;  le  coefficient  du  frot- 

i 
tement,  qui  est  ici  un  roulement,  est  ^.  Deux  hommes  poussent 

le  wagon  en  A  avec  une  force  de  25^*  chacun,  jusqu'en  un  point  C 
où  il  ait  acquis  la  vitesse  de  0",4  par  seconde;  ils  se  homent 
ensuite  à  entretenir  sa  vitesse  uniforme  jusqu'à  un  point  D  où 
ils  l'ahandonnent;  ce  point  doit  être  tel  que  le  wagon  aille  de 
lui-même  s'arrêter  en  B.  On  demande  la  position  de  C  et  D  et  le 
temps  total  employé. 

Pour  faire  usage  de  la  valeur  ^  =  9,809  on  doit  prendre  pour 
unité  le  mètre  et  la  seconde  ;  en  supposant  pour  simplifier  ^r  =  10^ 
on  a 

.  =  A  =  6000==600. 

g        io 
La  pression  est  le  poids  du  corps;  le  frottement  est  ainsi 
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De  D  en  B  il  n'y  a  pas  d'autre  force^  et  le  mouvement  est 

retardé  :  a  =  —=  ^7^  =  ^^-  Conme  en  B  c'est  la  vitesse  qui 
^  m      4KI0      W 

est  douée  ou  t;  =  o^  on  doit  employer  les  relations  où  entre  v, 
c'est-à-dire 

v  =  tt  —  0/,  i;*  ^  u*  —  iax^ 

\ 
et  en  substituant  u  =  0,4,  -a  a^  -g^r^  r  «s  o,  «n  «n  ti«  <  se  8, 

a;  =  DB=l,6- 
De  A  en  C  la  force «zôrcée  |Ar  les  homBies  «st  50^"*  ;  »mbs- 

trayant  le  frotteaifiatou30"'-ona.|»rarla  £ûr€eTéelle/s20^^^',d'où 

f        20        1 
a«r  -L_3BB  —  =  —  ;eBC c'^t ta  1^886  0,4  tjui  «st donnée,  et 

il  n'y  a  pas  de  vitesse  initiale  ;  on  doit  donc  employer  dans  les 
formules  (III) 

et  en  substituant  a=  o/x ,  ^ = 0,4,  on  en  tire  < = 1 2,  ic  =  AC  =  2,4. 
On  a  ensoite 

CD  =  AB— AC  — DB  =  ÎO  — M  — i,6  =  16« 

Cette  distance  est  parcourue  avec  la  vitesse  uniforme  0,4,  d'où 
t  =—  =  7Î4=40.Lad1l^éetx)tofceBtfiinfli40H-12«  +  8«==l•"'^ 


54.  Houvement  vertical  d'un  corps  pesant  dan» 
nn  milieu  résistant.  —  Parmi  les  forces  dont  on  a  à  étudier 
l'effet,  la  résistance  d'un  milieu  est  à  peu  près  la  seule  qui  dépende 
de  la  vitesse.  Bsns  te  «as  «ctuel  nous  la  supposerons  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse  ;  c'est  la  loi  em  «générad  admise  pour 
l'air,  du  moins  dans  les  cas  ordinaires.  Elle  a  donc  pour  valeur 
kv%  fc étant  une  constante;  toutefois  le  poids  du  corps  étante, 
c'est  surtout  du  rapport  des  deux  forces  que  dépendra  le  résultat, 

de  sorte  qu'il  sera  préférable  de  prendre  —  pour  constante,  et  la^ 
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k  1 

meilleure  forme  à  lui  donner  est  —  =  — r  car  alors  p  =ka%  et 

a  représente  la  valeur  de  la  vitesse  pour  laquelle  les  deux  forces 

sont  égales  ;  on  a  ainsi  fc  =  -^  et  la  résistance  devient  ^  ;  les 

X 

forces  rapportées  à  l'unité  de  masse  ou  les  deux  parties  de  — ,  en 

remplaçant^  par  mg,  sont  alors  g  et  ^. 

Nous  supposerons  que  le  point  part  de  l'origine  0  avec  une 
vitesse  initiale  verticale  u,  et  nous  prendrons  l'axe  OZ  vertical 
dans  le  sens  de  la  vitesse  ;  la  résistance  est  toujours  en  sens  con- 
traire du  mouvement.  En  employant  z  au  lieu  de  x  nous  aurons 
pour  l'équation  du  mouvement 

— -  =  —  g  —  g  ---  SI  le  corps  monte, 
or  o' 

dh  v» 

^iv  =       9  —  ^"T  s'il  descend. 
a"  <r 

Premier  cas.  —  Le  corps  monte.  C'est  le  plus  simple  des  deux 
parce  que  ce  mouvement  n'est  pas  indéfini  ;  on  n'a  à  le  déterminer 
que  jusqu'à  l'instant  où  la  vitesse  est  nulle,  l'équation  changeant 
ensuite  de  forme. 

D'après  le  second  cas  du  numéro  52  l'équation  doit  s'écrire 

dv  v'  ,  a*dv 

=  —  9  —  9-^-    ou    —gdt=-^ 


dt  ^       ^a*  ^         c"+t;* 

Pour  intégrer  le  second  membre  on  doit  diviser  haut  et  bas 

V  V 

par  a%  afin  de  prendre  —  pour  variable,  en  substituant  dv=^ad.  -  - 
ce  qui  donne  en  intégrant 


d.' 


a  qt  f  V  \ 

—  qdt  =  a — ,  c  —  —  =  arc  tang    —  ) 
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c  étant  une  constante  arbitraire,  et  l'arc  étant  supposé  compris 

entre  +  -^tt.  On  a  i;  =  w  pour  i  =  o,  d'où 

u 
c  =  arc  tancr  —  . 

°    a 

On  doit  ensuite  tirer  de  l'équation  précédente 


V  =  a  tangic )  > 


quand  t  croit,  v  diminue,  et  l'emploi  de  la  formule  cesse  quand  on 
ac —  =  oovLv  =  o;  ainsi  en  désignant  par  t  le  temps  de  la 


a 


montée  du  corps,  on  a 

a             a  /  «  \ 

f  =  — c  =  -  arc  tanjç     —  ) . 

9            9  ''Va/ 

On  aura  ensuite 

dz  =i  vdt  =  a ^ —.  dt  =^ , 

cos(c ^)  ^       cos(c ^j 

d'où  en  intégrant 


=T'h('-T)]+'^ 


b  est  une  constante  qu'on  détermine  par  la  condition  ^  =  o  pour 
<  =  0;  ce  qui  donne 

Désignons  par  h  la  hauteur  à  laquelle  s'élève  le  point  ;  c'est  la 

valeur  de  z  correspondant  ht  =  if,et  comme  c  —  —  =  o,  elle  se 
réduit  à 

g      Icos  c)i . 
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D'ailleurs  on  a 


u  u 

c  =  arc  tang  — ,  —  =  taiig  c,  cos  c  = 


d'où 


,  =  ^i[l^'] 


Second  cas.  —  Le  corps  descend.  Comme  dans  le  premier  cas, 
on  met  Féquation  sous  la  forme 

év  V*  ^  ct*iv 

—  =  g-g-    OU    J*=irz:;;-,. 

On  doit  décomposer  le  second  membre  en  fracdons  simples,  ùn  en 
multipliant  par  2,  écrire 


igdt  =a\——  + 


Il  faut  remarquer  qu'on  ne  peut  employer  le  logarithme  d'une 
quantité  négative  ;  de  la  sorte  on  doit  prendre 

f  dv 

I =  —  l  (a  —  v)    ou    —  l(v  —  a) 

suivant  que  t;  <  a  ou  >  a  ;  les  deux  cas  ne  peuvent  se  rencontrer 
dans  un  même  mouvement,  sans  quoi  v  passant  par  la  valeur  a,  le 
résultat  deviendrait  infini  dans  l'intervalle.  Nous  devons  donc 
prendre  l'une  ou  l'autre  fonsœ  suivant  qu'an  «Msmeiiceiiieiit 
t;  <  ou  >  a,  ou  suivant  que  w  <  ou  >  a. 

En  divisant  par  a,  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 
l'intégrale  sera 

-^  -|-  c  =  M SI  M  <  a  ; 

a  \a — v/ 

a  \v  —  aj 

d'où  l'on  déduit,  en  posant  v  =  u,t  =  o. 

Ja+u\  (u  +  o\ 

ou  c  =  M ,     ou     c  =  / ; 

\a  —  uj  \u  —  aJ 
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ces  valeurs  sont  positives,  etc  =  osi  u  =  o. 
On  doit  tirer  v  de  l'intégrale.  En  posant  ponr  abréger 

valeur  de  +  ?L2l?  qq  anra  pour  les  deux  cas 

a        b  +  V  a      '  6  —  1  ' 

d  croit  constamment  jusqu'à  l'infini,  et  pour  connaître  le  mode  de 
variation  de  v  il  faut  diviser  haut  et  bas  par  9,  ou  écrire  dans  le 
premier  cas 

1-^ 


V  e 


-T-  décroissant,  le  numérateur  augmente,  le  dénominateur  diminue, 
et-  -augmente convergeant  vers  1  ou  i;  vers  a;  on  voit  de  même 

(JL 

que  dans  le  second  cas  v  diminue  convergeant  vers  a  ;  ainsi  dans 
les  deux  cas  le  mouvement  au  bout  d'un  certain  temps  est  sensi- 
blement uniforme.  Il  le  serait  dès  le  commencement  dans  le  cas, 
laissé  de  côté,  où  l'on  aurait  u  =  a;  alors  en  effet  le  poids  et  la 
résistance  se  détruisant  aucune  force  n'agit  sur  le  corps  ;  d'ailleurs 
l'équation 

dv  v' 

est  identiquement  satisfaite  en  supposant  v=a  —  const,   d'où 

dv 

Bornons-nous  maintenant  au  premier  cas  où  l'on  a  e^  <  a  ; 
remarquons  en  outre  que  celui  où  l'on  e^u  =  o  comprend  tous  les 
autres;. en  effet  soit  alors/  la  valeur  de  ^  à  Tinstant  où  le  mobile 
a  acquis  une  vitesse  u  ;  le  mouvement  compté  de  cet  instant  est 
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celai  dont  la  vitesse  initiale  est  u,  et  l'espace  qui  lui  correspond, 
au  lieu  d'être  désigné  par  ^,  sera  exprimé  par  ^  —  z\  En  suppo- 
sant donc  w  =  0,  on  a  c  =  0  comme  on  l'a  vu,  d'où 

^  6— i 

Ô  ==  c  *  ,  dz  =  vdt  =  a  — — — r  dt . 

e  +  i 

Pour  intégrer  cette  expression  par  les  règles  usuelles  on  devrait 
prendre  6  pour  variable,  afin  de  la  ramener  à  une  fonction  ration- 
nelle. On  aurait 

_  ^  l  (6),  d/  _  _  .  _,  rf*  -  2^  •  g(g^^ 

dont  on  devrait  décomposer  le  second  membre  en  fractions 
simples. 

Mais  on  trouve  de  suite  le  résultat  en  divisant  haut  et  bas  par 

6  ^  ;  on  aura  ainsi 


a         M  a  a 


.(*'  +  «  ') 


dz        e     — 1-         e    — e  ,  a         d.vc+^ 

.a, 4  a     i  a  ^  a     .  a 


d'où 


=  ^/p  +  e    "^j+è. 


2»  étant  une  constante  qu'on  détermine  en  posant  ^gr  =  o,  ^  =  o,  ce 
qui  donne 

6  = K2). 

On  a  une  forme  préférable  de  z  en  mettant  en  évidence  la  portion 
qui  croît  avec  le  temps, ou  en  substituant 
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En  remplaçant  ce  logarithme  par  sa  valeur,  de  même  que  6,  ou 
trouvera 

2  =  ar  -8,  où  ô  =  Y    /(2)  —  l\i  +  e"^) 

Comme  e    **  est  décroissant,  è  augmente  ayant  pour  valeur  o 

quand  ^  =  o,  et  —  l{2)  quand  t  est  infini.  Par  conséquent  si,  en 

même  temps  que  le  mobile  il  en  part  un  second  avec  la  vitesse  a, 
conservant  par  suite  cette  vitesse  et  parcourant  l'espace  at,  le 
premier  sera  en  arrière  du  second  à  la  distance  5  et  finira  par  se 

a* 

mouvoir  d'une  vitesse  sensiblement  uniforme  à  la  distance  —  t(2) 
du  second. 


55.  MonTement  reetiligiie  d'un  point  attiré  vers 
un  point  fixe  O  proportionnellement  à  la  distanee. 

—  En  prenant  0  pour  origine  et  la  droite 

X  •    M'       Q     M         C X 

pour  OX,  la  force  —  pourra  être  représen- 
tée par  —  a^x,  (X  étant  une  constante  ;  de  la  sorte  si  le  point  est 
en  M  ou  a?  positif  la  force  étant  négative  sera  dirigée  vers  0,  et 
il  en  sera  de  même  si  le  point  est  en  M'  et  œ  négatif.  L'équation 
est  ainsi 


dt* 


=  —  a^x, 


et  rentre  dans  le  troisième  cas  du  numéro  52,  la  force  étant  fonc- 
tion de  x;  ainsi  en  multipliant  par  2dx  et  intégrant^  on  aura 

fdxV  idxV 

le  second  membre  devant  rester  toujours  positif,  la  constante  doit 
l'être,  et  on  peut  la  représenter  par  a' A*,  h  étant  une  ligne  posi- 
tive quelconque. 
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Le  second  membre  s'annale  qaand  x  =  +  h,  et  pour  qu'il  soit 
positif,  X  doit  être  compris  entre  ces  limites  ;  par  suite,  comme  on 
l'a  vu  au  num^o  52,  x  ne  fait  qu'osciller  entre  -\-  h  et  —  h  et 
doit  être  représenté  par  h  cos  u,  u  étant  toujours  croissant  ;  en 
substituant x  =  heos u^  l'équation  devient 

I  —  /isinu  — 1  =  (xW8in'u     on    I  — I  =  a' 

et  puisque  u  est  croissant  et  -j-  positif  comme  a,  on  en  tire  sans 
ambiguïté  de  signe 

du  ,   , 

—  =  a,  u  =  at-\-l\ 

1  étant  une  constante  arbitraire.  H  en  résulte 

j;  =  /i  cos  tt  =  /i  cos  (oU  +  0  i 

les  constantes  h,  l  se  déterminent  dans  chaque  cas  par  les  valeurs 

dm 

initiales  de  x  et  -r-.  En  prenant  OC  =  OC  =  A,  le  point  oscille 
entre  C  et  C  ;  si  à  un  certain  instant  il  est  en  G  ou  qu'on  ait  x  =  fe, 
il  arrivera  en  G  quand  ai  aura  augmenté  de  tt,  ou  f  de  —  ;  on  a 

Cf. 

donc  T  =  —  pour  la  durée  d'une  oscillation  ou  le  temps  que  met 

CL 

le  point  à  parcourir  CC. 

En  posant  A  cos  Z  =  A,  —  A  sin  Z  =  B,  la  valeur  de  x  prend  la 
forme 

a?  =  A  cos  at  +  B  sin  eut. 

qu'on  emploie  plus  fréquemment  comme  intégrale  complète  de 

d^x 

l'équation  nr?  +  ol'x  =  o  ;  A  et  B  sont  des  constantes  quelcon- 
ques, car  on  peut  vérifier  que  cette  valeur  de  x  satisfait  identique- 
ment l'équation, 

La  loi  d'attraction  qui  précède  se  rencontre  fréquenunent  dans 
la  nature  sous  la  forme  suivante  : 


A 
[0 

M 
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Supposons  qa'nn  point  M  ne  puisse  se  déplacer  qae  sur  la 
droite  IX,  et  que  des  forces  agissant  snr  lai  soient  fonctions 
de  sa  position  ou  de  la  distance  IM  =  j  ;  s'il  est  en  équilibre 
au  point  0  et  qu'on  le  déplace  de  la  longueur  OM  =  dz,  la 
projection  de  la  résultante  des  forces  sur  IX,  qui  seule  fait 
mouvoir  le  corps  augmentera  d'une  quantité  kdz  et  puis- 
qu'elle était  nulle  pour  le  point  0,  kdz  sera  la  force  elle-même  ; 
en  prenant  0  pour  origine  des  x  on  aura  x  =  OM  =z  dz;]s,  force, 
si  j?  est  très  petit,  est  donc  égale  kkx;  sik  était  positif  elle  ten- 
drait à  éloigner  M  du  point  0  qui  serait  une  position  d'éqoilibre 
instable  ;  si  k  est  négatif  elle  tend  à  l'en  rapprocher  et  équivaut  à 
une  attraction  proportionnelle  à  la  distance.  Le  résultat  sera  évi- 
demment le  même  si  le  point  M  est  libre,  mais  que  toutes  les  forces 
soient  dirigées  suivant  IX. 

Premier  exemple.  —  Prenons  pour  le  mobile  M  un  point  pesant 
suspendu  verticalement  au  point  I  par  un  ressort  en  hélice,  dont 
la  longueur  à  l'état  naturel  est  AI  =  a.  Si  le  point  est  en  M  à  la 
distance  IM  =  z,  le  ressort  est  allongé  de  AM  =z  —  a  et  il  tend 
à  ramener  le  point  en  A  avec  une  force  k{z  —  a)  proportionnelle 
à  l'allongement,  de  sorte  que  k  eot  une  constante  ;  si  M  était  au- 
dessus  de  A  et  le  ressort  comprimé  1&  force  serait  de  même 
k{a  —  if),  et  celle-là  convient  aux  deux  positions  en  la  suppo- 
sant dirigée  de  haut  en  bas  ;  la  force  totale  est  donc  X=p-{-ka-kz, 
p  étant  le  poids  du  corps  ;  elle  devient  nulle  au  point  0  pour  lequel 
^  =  ^  en  supposant  p-^-ka  —  kjif^^o;  pour  toute  autre  position, 
en  substituant  jp  -f-  A;a  =  k^j  X  se  réduit  à  k(;sf —  z).  Si  ensuite  on 
prend  0  pojir  origine  des  x,  on  a  constamment 

c'est  la  forme  mentionnée  ci-dessus. 

Seœnd  exemple.  —  Un  point  M  est  attiré  vers  un  point  fixe  A 
avec  une  force  my  ;  en  même  temps  il  est  lié  à  un  point  fixe  I  par 
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un  fil  IM  =  /,  de  manière  à  ne  pouvoir  que  par- 
courir l'arc  de  cercle  COC.  Nous  avons  vu  au 
numéro  50  que  Téquation  du  mouvement  pour  ce 
cas  est 


m  —  =  r 

dt 


dh        T 


ou 


dt 


m 


T  étant  la  projection  de  la  force  sur  la  tangente  et  s  Tare  de 
courbe  compté  d'une  origine  fixe,  pour  laquelle  nous  prendrons  le 
point  0  sur  la  droite  AI.  L'équation  est  ainsi  pareille  à  celle  du 
mouvement  rectiligne  en  remplaçant  x  par  s.  Si  l'on  désigne  par 
B,  &  les  angles  MIA,  MAI,  on  aura 

AMI  =r.  ,:  —  e  —  6', 

et  l'angle  aigu  de  MA  avec  la  tangente  en  M  sera  -^-n  —  ô  —  6'  ; 
comme  T'  agit  dans  le  sens  contraire  à  celui  où  augmente  s,  on 


aura 


T'=  m^cos^  *  rt  — 6  — 6'). 


Le  mobile  serait  en  équilibre  au  point  0  ;  nous  supposerons 
très  petit  son  écart  OM  ou  5  de  cette  position  ;  il  en  sera  de 
même  de  6,  ff  et  Ton  pourra  remplacer  sin  (ô  +  6')  par  9  +  6'  ; 

.  ;   avec    le   même    degré    d'approximation    on 


ore=  ^  = 


peut  prendre  l'arc  OM  pour  sa  corde,  la  supposer  perpendicu- 
laire à  OA,  d'où  tang  6'  =  ^^. ,  et  en  désignant  OA  par  l'  on  aura 


5'  = 


s 


V 


L'équation  devient  ainsi 


dh 
di^ 


=-,(■;  +  ;.)=- 


=  -  X-  '• 


en  désignant  par  À  une  ligne  telle  qu'on  ait 

1    _  1       J_ 
T~'i   '^  i-  ■ 
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Nous  pouvons  aussi  sans  erreur  sensible  attribuer  à  la  force  y 
la  même  valeur  que  si  le  mobile  était  en  0  ;  de  la  sorte  en  rempla- 
çant par  a'  la  constante  ^    l'équation  devient  la  même  qui  dans 

le  mouvement  rectiligne  correspond  à  une  attraction  proportion- 
nelle à  la  distance.  Le  point  M  abandonné  sans  vitesse  en  C  très 
près  de  0,  oscille  donc  entre  C  et  C,  en  supposant  OC  =  OC,  et 

la  durée  d'oscillation  est  T  =  -  -  =  tt  \/—. 

L'observation  de  la  durée  T  s'emploie  souvent  en  physique  pour 
trouver  l'intensité  y  d'une  attraction.  Si  le  point  attirant  devient 
le  centre  de  la  terre,  le  mouvement  est  celui  d'un  point  pesant, 

suspendu  à  un  fil,  et  oscillant  dans  un  plan  vertical  ;  il  se  nomme 

1 
alors  \^  pendule  simple  ;  y-  est  nul  ou  À  =  ?;  de  plus  y  devient  le 

nombre  g;  on  s,  ainsi  T  =  -rr  \/  J .  pour  la  durée  des  oscillations 
infiniment  petites  d'un  pendule  de  longueur  l 

56.  Mouvement  d'an  point  attiré  vers  un  point 
Axe  O  eu  raison  inverse  du  earré  de  la  distanee. 
Remarques  générales  sur  les  eas  oti  la  vitesse 
devient  infinie.  —  En  prenant  0  -= — ■ . 

pour  origine,  supposant  le  point  en  M 

X 

ou  X  positif,  X  sera  la  distance,  et  la  force  étant  négative  —  aura 

la  forme ^,  où  a*  est  une  constante  positive  ;  l'équation  est 

ainsi 


dt^  x' 

et  rentre  dans  le  troisième  cas  du  numéro  52.  On  aura  donc,  en 
multipliant  par  2dx  et  intégrant, 

dx\^  ^la}âx  (dx\^      2a' 


i. 


\2  __       ta^dx  /  dx  \2_  2a' 

7   -  x'~~'  Xdïj'^'x    "^"^ 


dt 

C  étant  une  constante.  15 
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Boraons-nous  au  cas  où  le  point  serait  placé  d'abord  en  A  à 
la  distance  0  A  =  h,  et  tomberait  sur  0  sans  vitesse  initiale  ;  on 

dx  2a' 

aurait  alors  à  la  fois  -3-  =  0  et  a?  =  h,  d'où  0  =  .    +  ^/  Téqua- 

di  '  h 

tion  devient  ainsi 


\  àt  I        X         hr  ' 

Le  second  membre  devant  être  toujours  positif,  il  faut  que  x  le 
soit  aussi  et  en  outre  soit  <  fe;  comme  on  l'a  vu  au  numéro  52, 
X  étant  compris  entre  0  et  A  est  toujours  croissant  ou  décroissant 
dans  cet  intervalle  et  en  employant  la  formule  de  transformation 
a;  =  A  cos'  w  +  B  sin'  u,  on  aura  dans  le  cas  actuel 

X  =  h  cos*  M  +  o.sin*  u, 

u  étant  toujours  croissant.  En  substituant  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion, on  trouve 


( 
( 


— 2/i  sin  M  cos w-r-    =  2a'— r —  =  2a'  7^ r~» 

ai  I  hx  h^  cos*  u 

ou 

^"V—        **  du  __     a  1 

d/  '        2/i*cos*M  *  dt        if^hi  '  cos*  u 

d'où 


/2/»' 


rft  =  cos*  li  du  =  (  -     +  -^-  cos  iu]  du  , 


>8 


2     '     2 


^  +  c  =  -TT-  tt  +  -S"  sm  2m  , 


et  en  intégrant 

|/  9/i3  2  2 

6*  étant  une  constante.  On  a  pris  pour  instant  initial  celui  où  l'on 
avait  x=  h^  ou  h  cos'  u  =h^  oixu  =  0^  qui  correspond  ainsi  à 
/  =  0  ;  il  en  résulte  c  =  0. 

Désignons  par  T  la  durée  de  la  chute  ;  c'est  la  valeur  de  t  cor- 

respondant  à  ^r  =  A  cos*  ^^  =  0,  ou  à  ?^  =  -^  -ir  ;  on  a  ainsi 


/2//3  4  '  8a' 
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Si  Ton  voulait  chercher  d'après  les  formules  précédentes  quelle 
est  la  suite  du  mouvement,  d'une  part  la  valeur  x^=ih cos'  u  indi- 
querait que  le  point  revient  en  A  et  oscille  entre  A  et  0,  ce  qui 
parait  absurde  ;  d'autre  part  s'il  passe  de  l'autre  côté  du  point  0 , 
l'équation  du  mouvement  change  de  forme,  devenant 


s  • 


En  réalité,  si  l'on  s'en  tient  au  point  de  vue  purement  analytique 
l'emploi  des  formules  cesse  dès  que  le  mobile  a  atteint  le  point  0, 
parce  que  la  vitesse  est  devenue  infinie  ;  cette  vitesse  sert  d'initiale 
pour  la  suite  du  mouvement  ;  étant  infinie  elle  est  indéterminée,  et 
rien  ne  distingue  celle  qui  serait  propre  à  faire  revenir  le  mobile 
en  A  plutôt  qu'en  tout  autre  point  A,  ou  en  tout  point  B  de  l'autre 
côté  si  le  mobile  dépasse  0.  En  général  on  en  peut  dire  autant 
pour  toute  question  où  la  vitesse  devient  infinie,  tandis  que  si  c'est 
seulement  la  force,  les  formules  indiquent  presque  toujours  une 
suite  au  mouvement. 

Ce  qui  précède  concerne  sehlement  les  formules,  ou  l'intégrale 
de  l'équation  donnée  ;  mais  s'il  s'agit  du  problème  mécanique  à 
résoudre,  le  point  de  vue  est  différent. 

Si  la  force  ou  la  vitesse  devient  infinie  en  un  point  non  situé  à 
l'infini,  cela  indique  évidemment  que  les  données  ne  répondent 
plus  exactement  à  un  mouvement  physiquement  réalisable.  Cela 
peut  provenir  des  deux  causes  suivantes  bien  distinctes  : 

P  Fréquemment  on  laisse  de  côté  pour  simplifier  certaines 
complications  de  la  question,  ou  des  circonstances  secondaires 
dont  rinfluence  paraît  négligeable.  Dans  le  cas  actuel,  par  exemple, 
51  et  0  figurent  des  corps  d'une  certaine  étendue  et  les  points  M 
et  0  ne  peuvent  réellement  arriver  à  coïncider. 

Si  à  un  certain  instant  la  force  est  infinie  dans  les  formules, 
mais  non  la  vitesse,  les  formules  représentent  bien  le  mouvement 
ultérieur,  car  en  réalité  la  force  est  seulement  très  grande,  et  la 
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vitesse  peu  différente  de  celle  de  la  formule.  Mais  si  c'est  la  vitesse 
qui  devient  infinie,  la  formule  ne  nous  apprend  rien  sur  sa  valeur  ; 
nous  savons  seulement  qu'elle  est  très  grande  et  le  mouvement 
ultérieur  ne  peut  être  connu  qu'en  tenant  compte  des  circonstances 
d'abord  négligées. 

2^  Fort  souvent  aussi  le  calcul  représente  un  cas  extrême  ou  un 
cas  limite  d'un  mouvement  dont  les  formules  ne  présentent  en 
général  rien  d'anormal,  et  il  devra  s'y  trouver  une  indétermina- 
tion, s'il  sert  à  la  fois  de  cas  limite  à  plusieurs  mouvements  de 
forme  très  différente. 

Dans  la  question  actuelle,  par  exemple,  si  le  mobile  partant  du 

point  A  recevait  une  très  faible  vitesse  per- 


^ • —  pendiculaire  à  AO,  il  décrirait  une  ellipse  al- 
longée, passant  tout  près  du  point  0  et  revenant  en  A  ;  à  la  limite 
où  cette  vitesse  est  infiniment  petite,  ce  mouvement  devient  oscil- 
latoire entre  0  et  A  sur  la  droite  OA. 

p  Supposons  ensuite  le  point  attiré  par  un 

anneau  ayant  son  centre  en  0,  et  son  plan 
perpendiculaire  à  OA  ;  le  point  mobile  par- 
tant de  A  sans  vitesse,  oscillera  comme  nous  allons  le  voir  entre 
les  points  A  et  B  situés  sur  la  droite  BOX  aux  distances 
OB  =  OA  =  h;  en  supposant  l'anneau  infiniment  petit,  il  se 
réduira  à  un  point  attirant,  et  pour  ce  cas  limite,  le  même  que  ci- 
dessus,  le  mouvement  sera  oscillatoire  entre  A  et  B,  ou  très  diffé- 
rent du  premier. 

Pour  trouver  le  mouvement  dû  à  l'attraction  de  l'anneau  suppo- 
sons-le infiniment  mince  ;  soient  a  son  rayon,  P  un  point  matériel 
de  son  contour,  PM  =  r  sa  distance  au  mobile  M,  9  l'angle  PMO, 

'  2  l'attraction  de  P  sur  M  ;  elle  se  décompose  en  deux  autres, 

*^  —    suivant  MO,  et  *^   ,     à  angle  droit  ;  celle-ci  et  ses  homo- 
logues pour  tous  les  points  P  se  détruisent  évidemment  pour  rai- 


229 

OM         r 

son  de  symétrie  ;  en  substituant  dans  l'autre  cos  6  =,,-.=  "    , 

FM         r 

elle  devient  ^  ;  on  devra  l'ajouter  pour  tous  les  points  P  de  l'an- 

^  If* 

neau,  et  -—  étant  le  même  pour  chacun  on  aura  en  tout  —    Ifx.  La 

force  est  d'ailleurs  dirigée  vers  0  ou  négative  ;  l'équation  est  par 
suite 

dt'  "  ~  r»~ 

a*  étant  une  constante  ;  elle  reste  exacte  si  x  est  négatif,  car  si 
pour  deux  points  x  est  le  même  en  signe  contraire,  il  en  est  de 
même  de  la  force  ;  le  triangle  OMP  donne  en  outre  r  =  ^  i^~+^; 
niultiplant  par  2dx  et  intégrant  on  trouve 


.  (dxx^  xdx  /dx\^  ±n*         . 


dx\^         ^   ^       xdx  /dx\^  :2a* 

dx 

au  point  A,  pour  t  =  o^  on  a    .    =  o,  x  =  h,  d'où 

2a»  /dx\2  2a''  2a' 

c  = 


/  dx  \2__ 

\  dt!  ■" 


Pour  que  le  second  membre  reste  positif,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ait  x/  <  h\  ou  que  x  soit  compris  entre  +  h,  et  par  suite,  comme 
on  l'a  vu  au  numéro  52,  :z;  oscille  constamment  eùtre  +  h,  ou  le 
mobile  entre  les  points  A  et  B. 

57.  méthodes  d'Iiitégration  des  équations  du 
uftouvement  curviligne.  —  Nous  supposons  maintenant 
que  les  équations  du  mouvement  soient 

d'x  d^y  dH 

''di'^^^  ''dt^'=^^  '%/*=^'' 

quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan,  nous  conviendrons  tou- 
jours de  le  prendre  pour  celai  des  xi/,  et  les  équations  se  réduiront 
aux  deux  premières. 
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L'équation  du  mouvement  rectiligne  n'est  pas  en  général  inté- 
grable,  et  la  difficulté  est  plus  grande  s'il  y  en  a  plusieurs  ;  mais 

elle  est  abaissée,  ou  se  réduit  à  la  précédente  dans  ce  que  nous 
appellerons  Zej^rmier  cas  d'intégration. 

C'est  celui  où  l'une  des  équations  peut  s'intégrer  indépendam- 
ment des  autres  ;  cela  aurait  lieu  par  exemple  pour  la  première  si 

X  était  indépendant  de  y,  z,  ^r,  ^  ;  elle  rentrerait  alors  dans  la 

forme  d'équation  du  mouvement  rectiligne. 

Un  seœnd  cas  d'intégration^  est  celui  où  X,  Y,  Z  ne  contiennent 

pas  x^  y,  z,  t  et  ne  dépendent  que  de    p    ,p  -r-  ;    en    désignant 

alors  celles-ci  par  af.  ?/,  z\  les  équations  prendront  la  forme 

m-^  =  X,  etc.,  et  ne  seront  plus  que  du  premier  ordre,  ou  plus 

aisées  à  intégrer,  après  quoi  on  aura  ^  =  /  ^'^^  ^tc. 

Dans  les  cas  suivants,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  trois 
combinaisons  qu'on  doit  essayer  pour  trouver  une  intégrale  pre- 
mière ;  ce  sont  les  seules  que  nous  aurons  à  employer,  et  dans  les 
principales  applications  de  la  dynamique  il  est  rare  que  d'autres 
réussissent.  Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  pour  divers 
exemples  la  manière  d'en  déduire  la  solution  complète.  Mais  lors 
même  qu'on  né  trouverait  pas  cette  solution,  la  connaissance  des 
intégrales  premières,  comme  nous  l'avons  vu  pour  le  mouvement 
rectiligne,  indique  en  général  la  forme  du  mouvement,  le  mode  de 
variation  des  fonctions  inconnues,  et  c'est  quelquefois  tout  ce  qu'on 
a  besoin  de  savoir  ;  il  en  était  ainsi,  par  exemple,  au  numéro  pré- 
cédent, pour  le  mouvement  dû  à  l'attraction  d'un  anneau. 

Troisième  cas,  —  On  a  identiquement 

d,    xdy  —  ydx\  __      d^y         d^x 
dt    '       dl       )  ^^  dt'  "^  dr'  ' 

transformation  d'un  emploi  très  fréquent  ;  par  conséquent  en  ajou- 
tant les  deux  premières  équations  du  mouvement  multipliées  par 
—  yet-^x,\e  résultat  peut  s'écrire 
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d.  (xdy  —  ydx 
m 


r^ï^)-«^-»^ 


dt\ 

et  dans  le  cas  où  l'oii  a  a;Y  —  yX  =  o,  il  en  résulte  l'intégrale 

xdy  —  ydx 


dt 


=  const. 


Si  l'on  avait  xZ  —  ^X  =  o  ou  yZ  —  -srY  =  o,  on  en  conclurait 
une  relation  analogue  entre  x  et  ^,  ou  entre  y  et  /s. 

D  faut  remarquer  que  si  xY  —  yX,  sans  être  nulle,  était  fonc- 
tion de  t  seul^  l'intégration  serait  également  possible  ;  mais  ce  cas 
ne  se  présentant  jamais  dans  les  applications  est  inutile  à  consi- 
dérer. 

On  nomme  intégrale  des  aires  la  précédente,  parce  que  oixiy  — ydx 
est  double  de  l'aire  élémentaire  que  décrit  dans  le  temps  dt  autour 
de  l'origine  la  projection  M  du  n^obile  sur  le  plan  des  xy;  en  effet, 
xety  pour  M  sont  les  mêmes  que  pour  le  mobile,  et  en  substi- 
tuant 

X  =  r  cos  ç,  y  =  r  sin  «p, 

r  et  cp  étant  ses  coordonnées  polaires,  on  trouve  pour  xdy  —  ydx 
l'expression 

r  cos  f  (sin  ç>  dr  -f-  r  cos  y  d^)  —  r  sin  (p  (cos  çp  dr  —  r  sin  ç  dç), 

d'où  en  réduisant 

xdy  —  ydx  ^    ^  drp 
~  dt         —^    ^i' 

C'est  une  formule  fort  usitée,  indépendamment  de  toute  appli- 
cation mécanique.  j^* 

Si  le  point  M  vient  en  M'  dans  le  temps  dt,  o^ 
l'angle  MOM'  =  dcp,  et  l'aire  du  triangle  OMM'  est  -jc 

^  OM.OM'dcp,  où  l'on  peut  prendre  r  pour  OM  et  OM'. 

En  comptant  l'aire  variable  OCM  à  partir  d'un  rayon  fixe  OC, 
sa  dérivée  est  ainsi 

1      .^  dtf  xdy  —  ydx 

T''  IT    ""^         ïdi      • 
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Elle  est  constante  quand  l'intégrale  des  aires  a  lieu,  et  par  suite 
alors  l'aire  croît  proportionnellement  au  temps. 
Quatrihne  cas.  —  On  a 

(iy       d^x        dx       d*y        d.  idx   dy 


dt       dt 


(IX       a'y        a.  tax   ay  \ 

ir  '  dî^^ii  \if'ir)  '^ 


ainsi  en  ajoutant  les  deux  premières  équations  multipliées  par 
%,  dx^  le  résultat  peut  s'écrire 

si  X,  Y  ne  contiennent  pas  d'autre  quantité  variable  que  x,  y,  il 
peut  arriver  que  J.dy  +  Xdx  soit  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction  V  de  x^  y,  auquel  cas  il  en  résulte  l'intégrale 

dx       dy 

dt        dt  ^ 

On  verra  au  cinquième  cas  comment  on  peut  trouver  cette  fonc- 
tion V  quand  elle  existe. 

n  est  clair  qu'une  combinaison  analogue  peut  se  présenter  entre 
iT  et  ^  ou  y  et  ^. 

Cinquième  cas,  —  On  trouve  souvent  une  intégrale  en  ajoutant 
les  équations  multipliées  por  2r/.r,  2dy,  2dz,  ce  qui  donne 

"-•[(-i)*+(i)'+(7)*]=^<''^+«»+^''' 

et  si  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  est  la  différentielle  totale  d'une  expres- 
sion P  on  en  déduit  l'intégrale 

4(ï)'Ml)'+(l)*]-^M-«. 

Nous  savons  que  -  -       .  .>  =  ^'*  5  1®  premier  membre  est 

(•I' 

ainsi  niv*  ;  ce  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse  d'un 
point  se  nomme  sa  force  vire  et  on  nomme  intégrale  des  forces 


233 

mves  la  précédente  quand  elle  existe.  Une  force  vive  et  une  force 
3ont  des  grandeurs  d'espèce  différente,  qu'il  ne  faut  pas  confondre. 
Pour  obtenir  le  résultat  précédent,  il  faut  et  il  suffit  que  X,  Y, 
Z  soient  les  dérivées  partielles 

/dP\         /dP\         id? 


\dx /*         \dy  )' 


\dz)' 


d'une  même  fonction  P  de  x,  y,  z,  et  d'après  la  forme  attribuée  à 
dP  elle  ne  doit  pas  contenir  d'autre  quantité  variable  ;  nous  dirons 
que  la  force  a  la  forme  potentielle  quand  elle  satisfait  ces  condi- 
tions. 

On  aurait  également  ^ 


.[^^ 


mdA-t/y' 
df- 


=  n\dx+\dyl 


et  on  en  tirerait  de  même  une  intégrale,  si  Xdx  -f-  ^dy  était  une 
différentielle  exacte  ;  il  faut  pour  cela  que  X  et  Y  soient  indépen- 
dants de  ^  ;  ce  cas  correspond  au  mouvement  dans  un  plan,  et 
cela  même  s'il  était  en  réalité  dans  l'espace  ;  en  effet,  les  deux 
premières  équations  ne  contenant  pas  la  lettre  z  devraient  être 
intégrées  indépendamment  de  la  troisième. 

Fort  souvent  la  fonction  P  quand  elle  existe  se  voit  immédiate- 
ment ;  voici  du  reste  la  manière  exacte  de  la  trouver  : 

P  Pour  que  Xdx  +  Ydy  soit  une  différentielle  exacte,  ou  qu'on 
ait 

il  faut  la  condition  /  —  j  =  (    -  j ,  car  cela  revient  à  la  relation 

^dxdy)       \dydx)* 

Supposons  cette  condition  satisfaite  ;  on  cherchera  une  fonc- 
tion  U  telle  qu'on  ait  X  =  (  ,-)  c'est-à-dire  une  valeur  de  /  Xdx 
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prise  comme  si  x  variait  seule.  On  formera  ensaite  l'expression 

ydu 
dy 

laquelle  sera  indépendante  de  x;  en  effet 


-(  )■ 


i 

dx 


^l        \dy)\       [dx)       \dxdy)       \dx)       \dy}       ^* 


On  pourra  donc  trouver  une  fonction  U'  indépendante  de  .r, 
telle  que 

-(f)=(f). 

et  en  posant  alors  P  =  U  -f-  U'  on  aura  Y  =  ( -r-) ,  et  en  outre 
X  =  (—  )  ;  en  effet  cela  revient  à 


(S = ( 


dx'   )' 


et  U'  étant  indépendante  de  a;  on  a  (-jz)  =  <>• 
20  Pour  qu'on  ait  Xdx  -\-  Ydy  -\-  Zdz  =  rfP,  ou 

il  faut  de  même  supposer 

Wy/""Ux/*  Wxj^UJ'  \dzl^\dyl'' 

si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  cherchera  comme  ci-dessus 
une  fonction  V  telle  qu'on  ait 

z  étant  regardé  dans  ce  calcul  comme  une  constante  ;  on  formera 
alors  l'expression 


r 
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.  qui  sera  indépendante  de  x,  car  on  a 


dx 


tl'      \dz)\       \dx)       \dzdx)^\dx)'^\dz)''^' 


on  verrait  de  même  que  cette  expression  est  indépendante  de  y. 
On  pourra  donc  trouver  une  fonction  U"  de  jsf  seul,  telle  qu'on  ait 


-(^) =("■)• 


et  en  posant  V  -f-  U"  =  P,  on  aura  Z  =  (-j-j  ;  il  en  résulte  en 
outre 

eu  effet,  la  première  de  ces  relations  revient  à 

\dx)~\      dx    "/' 

et  U"  étant  indépendant  de  ^r  on  a  (—  )  =  ^/  ^^  valeur  de  Y  se 
vérifierait  de  même. 


58.  Mouvement  dA  h  une  forée  eonstante  de  gran- 
deur et  de  direetlon.  —  La  première  équation 

X 

OÙ  —  est  une  constante,  donne  en  l'intégrant 

X 

.c  =  c  +  et  I   t:—  r» 

dv 

c  et  c'  étant  les  valeurs  initiales  de  x  et  --j-,  et  l'on  trouverait  de 

(it 

même  y  et  z;  mais  la  loi  du  mouvement    s'exprime  mieux  en 
choisissant  les  axes. 
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Soient  :  0  le  point  de  départ  du  mobile  ;  , 
u  sa  vitesse  initiale,  dirigée  suivant  OL  ; 
OV  la  direction  de  la  force  ;  g  son  inten- 
sité rapportée  à  l'unité  de  masse,  pour 
laquelle  on  prendra  9,809  si  c'est  la  pe- 
santeur. Prenons  le  plan  VOL  pour  celui  de  la  figure,  OY  en  sens 
contraire  de  OV,  OX  du  côté  deOL,  de  sorte  que  l'angle  LOX  =  i 
soit  aigu.  Nous  savons  que  le  mouvement  est  résultant  de  ceux 
qui  seraient  dus  à  la  vitesse  initiale  seule,  et  à  la  force  seule,  et 
par  suite  il  s'effectue  dans  le  plan  de  la  figure. 

Nous  pouvons  supposer  que  la  force  soit  la  pesanteur,  car  il 
suffirait  de  changer  la  valeur  de  g  pour  en  déduire  le  cas  géné- 
ral ;  de  la  sorte  le  mouvement  est  celui  d'un  corps  pesant  soumis 
à  la  résistance  de  l'air,  ou  lancé  dans  le  vide.  La  force  étant  ing, 
les  équations  deviennent 


=  0, 


d'y 
dn 


=  —y^ 


qui  rentrent  dans  le  premier  cas  du  numéro  précédent.  Les  valeurs 

....  I      jt     dx    du 

imtiales  de         ^ 


dr  dt 


sont  les  projections  de  la  vitesse  initiale,  ou 


H  cos  i,  u  sin  i  ;  on  a  donc  en  intégrant. 


dx 
1t 


u  cos  /. 


ày 
dt 


=  u  sin  i  —  (jt. 


Les  valeurs  initiales  de  x,  y  sont  nulles,  d'où  résulte  en  intégrant 
de  nouveau 


X  =^  ut  cos  î. 


1 


y  =■-  ut  sin  i  —     --  yt*. 


On  en  conclut 


y»  ==      --^-    --  =  u^  cos*  i  +  (m  sin  i  —  gt)^  =  m'  +  g*t*  —  ^yt  u  sin  i» 
dt 

OU  d'après  la  valeur  de  y, 


v^  =  u^  —  2yy  ; 
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cette  relation  est  la  même  que  si  le  corps  avait  été  lancé  vertica- 
lement. 

L'équation  de  la  trajectoire  se  trouve  en  éliminant  t  entre  les 
valeurs  de  x  et  de  y. 

La  première  donne  t  =        -.?  d'où 

^  il  COS  t 

On  nomme  ampUttdde  du  jet  la  distance  OA  du  point  A  où  le 
mobile  revient  à  son  niveau  primitif  ;  on  la  trouve  en  posant  y  =  a 
dans  l'équation  de  la  trajectoire,  ce  qui  donne 

gx 


x(taiigt—       ^        )  =  o; 
\  ttr  COS*  1/ 


en  laissant  de  côté  la  solution  x  =  o  qui  correspond  au  point  0, 
on  aura 

2m*  sin  t  COS  t       m*  sin  2i 
9  9 

Ainsi  pour  une  même  vitesse  u,  l'amplitude  sera  la  plus  grande 
quand  sin  2i  =  1  ou  i  --  45'  ;  en  outre  si  i  =  45°  ±  a,  a  étant 
un  angle  quelconque,  on  a 

sin  2t  =  sin  (90^  ±  2a)  =  cos  2a, 

et  par  suite  le  point  A  reste  le  même  pour  les  angles  i  ~  45°  +  a, 
i  r=r45°— a. 

L'équation  de  la  trajectoire,  ou 

QX- 

:  —  X  lang  I  -[-  y  =0, 


%i^  cos-  i 


étant  du  second  degré  se  réduit  par  les  règles  usuelles,  on  trouve^ 
en  la  divisant  par  le  coefficient  de  x% 

2u"  sin  î  ros  i       .    2m'''  cos  2^^  i 
x^ jc  4-    -     y  =  o, 

9  9 


238 
qui  peut  s'écrire 


/          ti^  sin  t  cos  t\2  u*  sin*  t  cos*  t    .   2m*  cos*  i 

\                 9         I  9'                      9        ^ 

et  en  posant 

Su'"' sin  i  cos  î  ,        tt*sin*î                      «^cos^i 

a  = -,  /i  =  —T —  ,            p  = 

9  2^                              9 

elle  a  la  forme 


r""  2' 7  '^^p^y~^^'^^' 


En  transportant  l'origine  au  point  0'  dont  les  coordonnées  sont 

1  1 

-  a  et  h,  on  doit  remplacer  xety  par  x-\-—  a,  y  -{-  h,  et  l'é- 
quation se  réduit  à  a;*  =  —  2py  ;  c'est  celle  d'une  parabole  dont 
l'axe  O'Y'  est  parallèle  à  OY  et  de  sens  contraire. 
Le  point  0'  est  le  plus  élevé  de  la  trajectoire.  La  valeur  de  a 

est  celle  de  l'amplitude,  et  la  figure  rend  évident  que  -3-  a  doit  être 

l'abscisse  de  0'  ;  quant  à  son  ordonnée  h,  c'est  la  hauteur  due  à  la 
vitesse  u  sin  i. 


59.  Équations  du  monTement  dû  H  une  force 
centrale.  Cas  oti  la  force  est  proportionnelle  H  la 
distance»  —  On  dit  que  le  mobile  m  est  animé  d'une  force  cen- 
trale^ quand  elle  est  toujours  dirigée  vers  un  même  point  M,  fixe 
ou  mobile,  et  que  sa  valeur  est  fonction  seulement  de  la  distance  r 
des  deux  points.  Nous  la  désignerons  par  B,m,  R  étant  positive  si 
cette  force  est  une  attraction,  négative  si  c'est  une  répulsion. 

Supposons  d'abord  M  mobile,  et  soient  M  sa  masse  ;  x',  y\  si  ses 
coordonnées  ;  x,  y,  z  celles  de  m,  La  force  agissant  sur  m  est 
dirigée,  quand  c'est  une  attraction,  de  m  vers  M  ;  ses  cosinus  sont 
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donc ,  etc.,  et  la  première  équation  du  mouvement  de  m  est 

ainsi 

ai  r 

Elle  reste  exacte  si  la  force  est  une  répulsion,  car  le  cosinus  — ^— 

devrait  alors  changer  de  signe,  et  il  revient  au  même  de  changer 
celui  de  R  comme  nous  l'avons  supposé. 

La  première  équation  du  mouvement  de  M  est  de  même 

d^X         f  —  ^'n 

dt^  r 

la  force  étant  la  même  en  sens  contraire  ;  on  a  donc 

dir  _  X  —  X  d^x  ^  X  —  x  ^  m 

"rfP  ""       T         '  dt'  ^  ~~r~~      m"  ' 

et  en  les  soustrayant 

d\x—x')  •»  — ^'  D  /i    I    '"\ 

Or  a;  —  (xf,  y  —  y\  0  —  £f  sont  les  coordonnées  de  m  par  rap- 
port au  point  M  pris  pour  origine  ;  si  on  les  remplace  pour  sim- 
plifier par  X,  y,  z,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

d^x  ___       /  M  +  ^\  R^ 

rfF""""  \  'm    ;  7"' 

Supposons  maintenant  que  M  soit  un  point  fixe  et  prenons-le 
pour  origine  ;  la  force  étant  dirigée  de  m  vers  M,  ses  cosinus  sont 

,  — ^, ,  et  la  première  équation  du  mouvement  est 

d'^x       „  X  ,,  d^x  Ro; 

in-T-=X  = Rm,     ou     -jri  = . 

dr  r  dt*  r 

Tout  ce  qui  précède  reste  exact  en  remplaçant  la  lettre  x  par 
y  onz,  . 
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En  comparant  les  équations  da  moavement  de  m  relatif  à  M 
dans  l'hypothèse  où  M  est  mobile  et  dans  celle  où  il  est  fixe,  on 
voit  que  les  premières  se  déduisent  des  autres  en  remplaçant  R 

/M  J 

par  R  \—u—-)f  6t  comme  R  dans  toute  son  application  contient 

un  facteur  constant  indéterminé,  la  loi  du  mouvement  est  la  même 
dans  les  deux  cas,  sauf  que  si  M  est  mobile,  ce  facteur  doit  être 

multiplié  par  la  constante  — ^~— . 

Il  suffit  donc  d'intégrer  les  équations  quand  M  est  fixe,  et  nous 
/t.  remplacerons  cette  lettre  par  l'origine  0.  Si  A  est  la 
position  initiale  de  7)i  et  AL  sa  vitesse,  il  n'y  a  pas 
de  raison  pour  qu'il  sorte  du  plan  OAL  d'un  côté  plutôt  que  de 
l'autre,  la  force  étant  toujours  dirigée  vers  0  ;  le  mouvement  s'ef- 
fectue donc  dans  un  plan,  et  en  le  prenant  pour  celui  des  xy  les^ 
équations  du  mouvement  sont 

Avant  de  nous  accuper  de  ce  cas  général,  nous  considérerons 
d'abord  celui  où  la  force  est  proportionnelle  à  r,  parce  que  l'inté- 
gration est  alors  immédiate.  En  désignant  par  oc  une  constante, 
nous  aurons  R  =  aV  si  c'est  une  attraction  R  =  —  aV  si  c'est 
une  répulsion. 

Premier  cas.  —  La  force  est  attractive.  Les  équations  sont 
alors 


d'x  ,         .r  ^  d'y  , 


elles  rentrent  dans  le  premier  cas  du  numéro  57,  ou  s'intègrent 
séparément,  et  les  intégrales  complètes,  comme  on  l'a  vu  au 
numéro  55,  sont 

0?  =  A  cos  at  +  B  sin  at,  1/  =  A'  cos  eut  +  B'  sin  atr 
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A,  B,  A',  B'  étant  des  constantes.  On  en  tire 

dx  du 

-j-  =  —  A  sin  a<  +  B  cos  at,  -7:  =  —  À'  sin  ai  +  B'  cos  at  ; 

adt  adt 

en  posant  t  =  0  dans  ces  relations,  elles  deviennent 

qui  donnent  les  constantes  au  moyen  des  valeurs  initiales  de 

dx   dy 
^'  ^'  dT^lt' 

Remarquons,  pour  simplifier  la  solution,  que  ^  et  ^  restent  limi- 
tées, cos  cet  et  sin  at  étant  compris  entre  ±  1  ;  elles  varient  en 
outre  périodiquement  :  il  existe  donc  des  positions  où  r  passe  par 
un  maximum  ;  soit  C  l'une  d'elles,  de  sorte  qu'on 

df  dr        ^  '^^ 

ait  alors  -r  =  0;  on  a  vu  au  numéro  40  que  -r- 

était  la  projection  de  la  vitesse  sur  le  rayon  ;  si  "" 
elle  est  nulle,  la  vitesse  CL  est  perpendiculaire  à  OC.  Quel  que  soit 
le  mouvement  on  peut  le  regarder  à  partir  de  cet  instant  comme 
dû  à  la  position  C  et  à  la  vitesse  CL  prises  comme  initiales.  Pla- 
çons OX  sur  OC  et  0  Y  dans  le  même  sens  que  CL  ;  soient  OC  =  fe, 
et  la  vitesse  CL  =  «^;  les  valeurs  initiales  seront 

dx  dy 

x^K  y  =  o,  — =0,  -^  =  «, 

et  en  les  substituant  dans  les  valeurs  ci-dessus  de  A,  B,  etc.,  on 
aura 

A  =  h,  B  =  o,  A' =  0,  B'=— . 

a 

La  solution  générale  se  réduit  ainsi  à 

X  =  h  cos  atj  y  =  —  slna^ 

a 


16 
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On  en  déduit,  en  éliminant  t 

cos  at  =  -7-,  8in  a*  =  --^,  -z-r  -{ r  y'  =  ^• 

h  u  h*        u* 

C'est  l'éqnation  de  la  trajectoire  qui  est  ainsi  une  ellipse  ayant  0 
pour  centre. 

Second  cas.  —  La  force  est  répulsive.  En  remplaçant  a'  par 
—  «•  les  équations  du  mouvement  sont 

d'x        ,  d^ 

Leurs  intégrales  complètes  sont 

X  =  ae     -]-he       ,  y  =:  a'e    ^b'e       , 

qui  satisfont  les  équations  quelles  que  soient  les  constantes  a,  b, 
a',b';  celles-ci  se  déterminent  comme  précédemment  par  les  don- 
nées  initiales.  On  trouvera  l'équation  de  la  trajectoire  en  élimi- 
nant  t  entre  les  valeurs  de  ûp^  y;  mais  nous  laisserons  de  côté  les 
ca3  où.  le  mouvement  serait  rectiligne.  On  a 

b'x  —  6y  =  (ob'  —  a!h)  e   ,  ay  —  a'x  =  (aV  —  ah)  e 

d'où 

(Vx  —  hy)  {ay  —  a'x)  =  (ab'  —  a'6)*. 

c'est  l'équation  de  la  trajectoire. 

Nous  laisserons  de  côté  la  réduction  de  cette  équation,  qui 
représente  une  hyperbole,  et  dans  quelques  cas  particuliers  une 
droite. 

60.  JHouireiiieiit  dû  A  une  force  centrale.  —  Nous 
avons  trouvé  au  numéro  59  pour  les  équations  de  ce  mouvement 

d*x  _  X  d^y  y 

'dtS  -  "  *^  T"'  'dt^^-^T^ 

R  étant  une  fonction  donnée  de  r. 
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Elles  rentrent  dans  le  troisième  cas  du  numéro  57,  car  on  en 
déduit 

d^y         d*x  dy  dx 

X  — 1/  — -r  =0,  X  — r y =  C, 

di"       ^  dt*         '  di       ^  di 

€  étant  une  constante  ;  en  coordonnées  polaires,  en  substituant 
rc  =  r  cos  cp,  y  =  r  sin  (p,  la  même  relation  se  réduit,  comme  on 
l'a  vu,  à 

dt 

Ainsi  Taire  décrite  par  le  rayon  r  varie  proportionnellement  au 
temps. 

Nous  pouvons  exclure  le  cas  où  l'on  aurait  c  =  o,  car  r  ne  pou- 
vant être  constamment  nul,  il  en  résulterait  -^  =  o^  ou^  =  const.^ 
et  le  mouvement  serait  rectiligne  ;  on  retomberait  ainsi  sur  un  cas 
déjà  examiné.  Ainsi  ^  ou  --^  n'est  pas  nul  et  a  un  signe  constant  ; 

<p  est  toujours  croissant  ou  toiûoQi^  décroissant,  ou  le  rayon  tourne 
toujours  dans  le  même  sens  ;  on  peut  supposer  que  c'est  le  sens 
direct,  on  de  OX  vers  OY,  sauf  à  échanger  ces  axes  en^e  eux 
si  cela  n'avait  pas  lieu  ;  on  peut  donc  regarder  c  comme  positif. 

Les  équations  rentrent  aussi  dans  le  cinquième  cas  du  numéro 
57,  car  en  les  ajoutant,  multipliées  par  2  dx,  2dy,  on  trouve 

[dx'  +  dyn        .    ,  .ixdx  +  iydy 


d, 


et  en  remarquant  que 

x'*  -|-  ^*  =  r«,  ^xdx  +  iydy  =  ^rdr^ 

et  intégrant,  il  en  résulte 

d.v'  =  —  2Rrfr,  v»  =  —  2R',  où  R'  ^^Cmt, 

l'expression  R'  contenant  une  constante  arbitraire.  Comme  on  l'a 


r 
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vu  au  numéro  40,  les  composantes  de  la  vitesse  en  coordonnées 
polaires  sont  -^j  -^,  d'où 

f-  ~J-  =  V*  =  —  2R' 

et  en  substituant  -^2  =  tt  ?   ^^^^^  ^^  1*  première  intégrale,  le 
résultat  pourra  s'écrire 

Cette  équation  a  déjà  été  examinée  au  numéro  52,  où  la  lettre 
r  était  remplacée  par  x,  et  nous  avons  vu  la  série  d'intervalles 
dans  l'un  desquels  r  reste  toujours  compris  ;  mais  r  étant  nécessai- 
rement positif,  on  doit  supprimer  dans  cette  série  toute  la  portion 
où  r  serait  négatif.  Voici  donc  les  diverses  formes  de  la  variation 
de  r,  dont  chacune  est  accompagnée  de  la  dotation  du  rayon. 

Première  forme,  que  nous  nommerons  la  forme  circulante.  — 
r  reste  compris  entre  deux  racines  positives  /,  r",  de  l'équation 
f{r)  =  0,  oscillant  entre  elles  ;  de  la  sorte  chaque  fois  que  r  part 
de  l'une  d'elles  /,  les  valeurs  de  r  suivent  la  même  loi  en  fonction 

du  temps  ;  il  en  est  de  même  de  celles  de  -^  ou  — ,  et,  à  une  cons- 
tante près,  de  celles  de  9  ;  le  mouvement  se  compose  donc  d'une 
suite  de  révolutions  égales,  dont  les  trajectoires  coïncident  si  pen- 
dant la  durée  de  l'une  d'elles,  r  revenant  à  la  valeur  r',  tp  a  aug- 
menté de  27r;  en  ce  cas  la  courbe  est  rentrante. 

Seconde  forme  :  r  est  compris  entre  la  plus  grande  racine 
positive  /  de  l'équation  f{r)=^o  et  Tinfini;  alors,  ou  r  croît  à 
l'infini,  ou  il  décroît  jusqu'à  r',  puis  augmente. 

Troisième  forme  :  r  reste  inférieur  à  la  plus  petite  racine 
positive  r';  alors  il  diminue  jusqu'à  0,  ou  croît  jusqu'à  /  puis 
diminue. 


245 

Quatrième  forme.  —  Si  Téquation  f{r)  =  o  n'a  pas  de  racine 
positive,  r  croit  jasqn'à  l'infini  ou  décroît  jusqu'à  o. 

Bemarque  sur  la  forme  circulante.  —  Elle  se  réalise  comme  on 

verra,  en  supposant  R  =  — p,  h  étant  une  constante;  nous  l'avons 

trouvée  aussi  quand  R  était  proportionnel  à  r;  ces  deux  cas  ren- 

trent  dans  la  forme  plus  générale  R  =  —,  n  étant  quelconque, 

positif  ou  négatif,  entier  ou  fractionnaire.  Nous  allons  chercher 
pour  quelles  valeurs  de  n  la  forme  circulante  peut  exister. 

Il  faut  pour  cela  que  f{r)  reste  positive  entre  deux  racines  posi- 
tives de  l'équation  f{r)  =  o,  et  par  suite  que  f{r)  ait  une  période 
de  croissance  suivie  d'une  de  décroissance,  ou  que  sa  dérivée  f(r) 
change  une  fois  de  signe  en  passant  du  -f  au  — .  Or  comme 

^  =  R,  la  valeur  (1)  de  f{r)  donne 

nr^=.-2R4^.     ou    -^    r^r^  =  _.-  +  -. 

Si^w=  3  la  condition  n'est  pas  satisfaite,  car  les  deux  termes 
n'en  font  qu'un  et  f  (r)  a  un  signe  constant. 

Pour  toute  autre  valeur  de  w  on  a  /*'  (r)  =  o  ou  r**  ""  ^  =  -  - 

c 

pour  une  seule  valeur  de  r  ;  mais  si  ?i  >  3  le  terme l'emporte 

sur  l'autre  pour  de  petites  valeurs  de  r,  et  par  suite  f  (r)  en  s'an- 
nulant  passe  du  —  an  +,  et  non  du  -f-  au  —  ;  c'est  l'inverse 
quand  n  <  3  et  c'est  alors  seulement  que  f{r)  a  une  période  de 
croissance  suivie  d'une  de  décroissance.  Les  circonstances  ini- 
tiales sont  nécessairement  telles  que  f{r)  ne  soit  pas  toujours 
négatif,  ou  que  son  maximum  soit  positif.  Ainsi  pour  que  la  forme 
circulante  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  f{r)  s'annule  dans  chacune 
de  ses  deux  périodes,  c'est-à-dire  soit  négative  à  la  fois  quand  r 
est  infini  et  infiniment  petit. 
Or  on  a 


fc'  /*  Jt* 

R  =    -  R'  =  (  Rdr=  —  ,   -   ,,         ,  -+   k^h. 


\i\ 


••r 
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h  étant  une  constante,  et  le  premier  terme  devant  être  remplacé 
par  -f-  kH(r)  si  n  =  1.  La  formule  (1)  donne 

f(r)  2  ^,         c« 

^  k'         („-i)r«-i  JtV*  ' 

et  comme  nous  supposons  n  —  1  <  2,  le  troisième  terme  l'emporte 
sur  les  autres  quand  r  est  infiniment  petit  ;  il  en  est  ainsi  même 
quand  le  premier  terme  est  —  2?(r),  le  produit  rl(r)  convergeant 
vers  o;  f(r)  étant  alors  négative,  il  suffit  qu'il  en  soit  de  même 

quand  r  est  infini,  auquel  cas  —    =  o. 


r« 


Quand  n  <  1  cela  a  toujours  lieu,  le  premier  terme  ayant  la 
forme 


2 


l  — n 


OÙ  1  —  n  est  positif;  il  en  est  de  même  quand  [n=  1,  ce  terme 
étant  —  2l[r). 

Quand  it  >  1  et  <  3,  le  premier  terme  s'annulant  pour  r  =  c»^ 
il  suffit  que  h  soit  positif  ;  mais  il  faut  vérifier  que  c'est  compatible 
avec  les  conditions  initiales,  ou  que  f(r)  peut  en  même  temps 

avoir  des  valeurs  positives. 

2 
Or  puisque  n  —  1  <  2,  le  terme  t  __  j\^-,i  ^^  ^^  valeur  (2) 

dépasse  77:,-  pour  des  valeurs  de  r  suffisamment  grandes,  et  par 

suite  on  pourra  donner  à  h  une  valeur  positive  sans  que  f(r)  soit 
toujours  négatif. 

En  résumé  :  Si  ?i  >  1  et  <  3  la  forme  circulante  existera  seu- 
lement pour  certaines  conditions  initiales  ;  si  w  =  ou  <  1 ,  elle 
existera  pour  toutes;  si  n  =  ou  >  3,  elle  n'existera  pour  aucune. 

Il  semble  au  premier  abord  que  ces  lois  d'attraction,  sauf  celle 
(|ui  est  inverse  du  carré  de  la  distance,  ne  se  réalisent  jamais. 
Toutefois  nous  avons  vu  au  numéro  55  que  la  force  proportionnelle 
à  la  distance  correspondait  au  mouvement  rectiligne  d'un  corps 


247 

écarté  d'une  position  d'équilibre,  il  en  serait  même  ainsi  pour 
le  mouvement  curviligne  dans  des  cas  très  particuliers.  Dans  la 
théorie  de  l'électricité  il  s'en  présente  un  autre  exemple  :  si  un 
corps  électrisé  C  a  des  dimensions  suffisamment  faibles  >^  5 
par  rapport  à  sa  distance  à  une  petite  sphère  conduc-  ^^  ^ 
trice  S,  et  que  celle-ci  soit  électrisée  seulement  par  l'influence  de 
C,  elle  est  attirée  sensiblement  en  raison  inverse  de  la  cinquième 
puissance  de  la  distance. 

Dans  le  cas  d'une  force  quelconque  R^  on  aura  l'équation  de  la 

trajectoire  en  éliminant  dt  entre  l'équation  —  =  f(r)  et  r *  -^  =  c, 

ou  la  divisant  par  ^*  ^  =  ^'-  La  question  est  ainsi  réduite  à 
intégrer  à  la  fois 

Elle  est  ramenée  aux  quadratures  si  l'on  en  tire  les  valeurs  de 
dt,  rf(p  en  fonction  de  r,  et  après  l'intégration,  il  ne  refera  qu'à 
substituer  la  valeur  de  r  en  fonction  de  t  dans  celle  de  <p  en  fonc- 
tion de  r. 


61.  Application  de  ce  qui  précède  A  l'attraction 

aniTerinelle.  —  Nous  savons  que  cette  force  est  proportionnelle 
aux  masses  et  inverse  du  carré  des  distances,  et  nous  pouvons  sup- 
poser que  les  masses  M,  m  soient  celles  du  soleil  et  d'une  planète. 
On  peut,  comme  nous  le  verrons  plus  tard^  les  assimiler  à  des 

points.  Leur  attraction  est  ainsi  f.—fjf  étant  un  coefficient  con- 
stant ;  mais  le  soleil  étant  mobile,  on  aura  le  mouvement  relatif 
de  la  planète,  comme  on  Ta  vu  au  numéro  59,  en  multipliant  la 

«  M  +  m 

force  par  — ^j—  ;  en  posant 
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elle  devient  ainsi  -^.  Nous  avons  prisRm  pour  l'expression  géné- 
rale des  forces  centrales  ;  dans  la  question  actuelle  on  a  donc 
R  =  —f.  En  supposant  R  =  —  nous  avons  trouvé  au  numéro 
précédent  les  formules  (3)  du  mouvement,  et  la  valeur  (2)  ou 


k«  (W  —  l)rn-l  ^v' 

en  posant  pour  simplifier  c'  =  k^p,  p  sera  une  constante  positive 
quelconque,  et  en  remplaçant  w  par  2,  nous  aurons 

&*  r  r* 

cette  valeur  est  négative  quand  r  est  très  petit,  et  pour  que  f(r) 
puisse  avoir  des  valeurs  positives  il  faut  que  les  racines  de 
f(r)  =  0  soient  réelles  ;  cette  condition  est  1  —  2hp  >  o  ;  ainsi  h 
n'a  point  une  valeur  complètement  arbitraire,  et  il  vaut  mieux  lui 
substituer  une  autre  constante  ne  présentant  pas  le  même  incon- 
vénient. Pour  cela  nous  poserons  1  —  2hp  —  e*  qui  sera  ainsi 

toujours  positif,  d'où  résulte  h  =  —(^—  j  6* 

^  k^         r  p  r^ 

On  peut  supposer  e  positif  comme  p,  et  d'ailleurs  quelles  que 
soient  ces  nouvelles  constantes,  il  leur  correspond  certaines  valeurs 

initiales  de  r,  -^,  -^-  ;  en  effet,  en  posant  f(r)  =  o,  la  somme  des 

valeurs  de  —  est  —  ou  positive  ;  l'une  d'elles  au  moins  est  donc 
positive,  et  il  existe  des  valeurs  de  r  rendant  f(r)  positive.  On 
peut  prendre  l'une  d'elles  comme  initiale,  et  Téquation  -^  =  f(r) 

dr 

donnera  la  valeur  initiale  correspondante  de  ^,  tandis  qu'on  ti- 
rera celle  de  -^  de  la  relation  r^-^  =  c  =  h  y^. 
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L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est  d'après  les  for- 
mules (3)  du  numéro  précédent,  et  (5), 

dr'  -^  fjr)  ^  f(r) 

On  peut  remarquer  que 

tandis  que  f(r)  est  une  fonction  de  —  ;   l'intégration   deviendra 

donc  plus  simple  en  prenant  pour  variable  —  =  p,  d'où,  d'après 
la  valeur  (5) 

et  l'équation  prend  la  forme 

(dpV       e«-i        2p  .        «•        /  iV 

i  e 

L'expression  p est  donc  toujours  comprise  entre  ±  — 

bien  qu'elle  ne  puisse  pas  toujours  atteindre  ces  deux  limites,  p 
restant  positive.  Toutefois  on  voit  comme  au  numéro  52  qu'elle  est 
toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  tant  qu'elle  n'a  pas 
atteint  une  d'elles,  et  par  suite  on  peut  poser 

p =  —  cos  e, 

B  étant  un  angle  toujours  croissant  avec  le  temps  et  par  suite 
avec  cp  ;  Téquation  devient  ainsi 

smOi-T-    =-YSin'e,    ou     :7-^  =  i, 

\      p  d(pj        p*  a^p» 

dB 

et  -j~  étant  positif,  il  en  résulte  rf9  =  eîcp,  9  =  cp  —  g,  g  étant  une 
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constante  arbitraire.  Soit  OL  la  droite  ayant  g 
pour  angle  polaire  ;  9  est  celui  du  rayon  r  compté 
de  OX  ;  cp  —  g  sera  donc  cet  angle  compté  de  OL, 
et  comme  il  est  indifférent  de  changer  les  axes 
en  prenant  OL  pour  axe  des  x,  on  aura  alors  9  =  'i>  ;  en  substi- 
i    L  —   1 

V    ~    V 


tuant  p  =  -^,  l'équation  p ^  =    —  cos  6  deviendra 


\  \         e  cos  tp 

= î.     ou    r  = 


r 


p  p     '  1  +  c  cos  ç  ' 


^  et  6  étant  des  constantes  positives  quelconques. 

On  nomme  œniques  les  courbes  que  cette  équation  représente. 
L'origine  est  le  foyer  ;  y  est  le  paramètre  ou  l'ordonnée  du  foyer, 

valeur  de  r  quand  (p  =  —  '"•  ;  e  est  Y  excentricité.  La  courbe  se 

nomme  une  ellipse  si  e  <  1 ,  une  parabole  si  e  s=  1,  une  hyperbole 

si  e  >  1  ;  dans  ce  dernier  cas,  y  ne  peut  varier  qu'entre  ±  cp',  cp' 

i 
étant  un  angle  obtus  tel  qu'on  ait  cos  cp'  = ;  en  effet  r  de- 

vient  infini  quand  ^=  ^'. 

Nous  nous  bornerons  au  cas  de  l'ellipse  dans  la  recherche  de  r 
en  fonction  de  <  ;  e  étant  <  1 ,  1  4-  ^  cos  ?  est  toujours  positif  ; 
cp  croît  indéfiniment,  et  pour  ses  valeurs  0,  ir,  2Tr,  Stt,  etc.  r  devient 

égal  tour  à  tour  à  son  minimum  r'  =  7-7- ,  et  à  son  maximum 

/'  =  -r~-  ;  on  les  nomme  le  périhélie  et  VapMlie  s'il  s'agit  d'une 

planète  ;  mais  comme  r  oscille  alors  réellement  entre  /  et  /',  il 
convient  de  les  exprimer  plus  simplement;  le  dénominateur  1  ±  e 

disparaîtra  en  employant  au  lieu  de  p  la  constante  a  —  7-371 

nommée  la  moyenne  distance.  On  aura  ainsi 
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en  fonction  des  constantes  e  et  jp,  on  a,  d'après  (5), 

/■(r)  ^e«— j^       ^ p_ 

À»         ~    y     "^    r  r«   ' 

en  substituant  2)  =  a(l -^6*)  il  en  résulte,  pour  déterminer  r 
l'équation  (3),  ou 

^  U^)  ='-'ar)=/.v[--  .^---L___J=_^.  |2ar-.r«~a«(1-.')|  , 


OU 


■•fâ'-vh*-^'-"i- 


Puisque  r  oscille  entre  t^  et  r",  nous  devons  employer  la  for- 
mule de  transformation  du  numéro  52,  où  u  est  un  angle  toujours 
croissant  ;  il  est  préférable  que  u=^o  corresponde  au  périhélie 
ou  à  r'.  En  remplaçant  A,  B  par  r',  r",  et  celles-ci  par  leur  valeur, 
on  aura 

r  =  — 1 —  cos  u=  a(\  —  e  cos  u), 

et  l'équation  devient  par  cette  substitution 

/  du\»       h}  ^    du*       k^ 

a\\  —  e  cùs  uY  lae  sin  u  —-  ]  =  — .  ah^  sin*  m,  ou  (1  —  e  cos  m)'  , --  =  —r  ; 

\  dt  /         a  dr       a^ 

du 

en  remarquant  que  1  —  e  cos  ^  et  -i-  sont  positifs,  et  posant 


il  en  résulte 

(  i  —  e  cos  u)du  =  ndt,  u  —  e  sin  u  =  n{t  —  /)  ; 

l  est  une  constante  arbitraire  exprimant  la  valeur  de  ^  à  l'instant 
d'un  certain  passage  au  périhélie,  puisqu'on  9kt  =  l  quand  u  =  o; 
si  n(i  —  l)  en  croissant  devient  égale  à  o,  tt,  2-77,  Stt,  etc.,  u  crois- 
sant toujours  avec  t  prend  ces  mêmes  valeurs,  et  r  ou  a(l  -  6  cos  u) 
devient  tour  à  toura(l  —  6j,  a(l-f  e),  a(l  —  e),  etc.  En  même 


\ 
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temps  on  a  vu  que  ^  prenait  les  valeurs  o,  n,  27r,  Stt,  etc.,  et  par 
suite  (p  et  M  contiennent  le  même  multiple  de  tc.  La  valeur  de  u 

donne  celle  de  r  ou  de  7- .— ^ et  par  suite  celle  de  cos  9  ;  on  en 

1  4"  c  cos  y  ^ 

déduit  celle  de  cp  en  ayant  égard  à  la  remarque  précédente.  Il  ne 
reste  donc  qu'à  déterminer  celle  de  u  en  fonction  de  t  ou  de 
n(t  —  /)  ;  quand  e  est  un  petit  nombre,  on  emploie  pour  cela  la 
série  de  Maclaurin,  ordonnée  suivant  les*  puissances  de  e,  et  dont 
,Lagrange  a  trouvé  le  terme  général.  Mais  nous  laisserons  de  côté 
sa  démonstration^  de  même  que  d'autres  formules  auxiliaires  usi- 
tées  en  astronomie. 

Une  planète  a  terminé  sa  révolution  quand  u>  a  augmenté  de 
27r  ;  il  en  est  alors  de  même  de  u  et  de  n{t —  /)  ;  en  désignant 
par  T  sa  durée,  on  aura  donc 


D'après  (4)  on  a  fc*  =  /*(M  -f-  ?n),  et  comme  la  masse  m  d'une 
planète  est  imperceptible  en  comparaison  de  celle  du  soleil,  k^  est 
sensiblement  le  même  pour  toutes  les  planètes  ;  par  conséquent  on 

en  peut  dire  autant  de  -  ,-.  C'est  en  cela  que  consiste  la  troisième 

des  lois  de  Kepler.  La  première  est  que  chaque  planète  décrit  une 
ellipse  dont  le  soleil  occupe  un  foyef^  et  suivant  la  seconde  les 
aires  décrites  sont  proportionnelles  au  temps. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  celle-ci  exprime  que  la  force  est 
dirigée  vers  le  soleil,  et  la  première  que  cette  force  est  inverse 
au  carré  des  distances  ;  en  vertu  de  la  troisième,  le  coefficient  f 
de  l'attraction  est  le  même  pour  toutes  les  planètes.  Toutes  ces 
notions  de  mécanique  étaient  étrangères  à  Kepler^  et  il  est  fort 
remarquable  que  ses  lois  leur  correspondent  aussi  exactement. 
Elles  étaient  expérimentales,  et  bien  que  Kepler  eût  imaginé  l'at- 
traction du  soleil  pour  expliquer  le  mouvement  des  planètes,  il  en 
a  inutilement  cherché  la  loi. 
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62.  Antre  métliode  d'intégration  du  même  mou- 
irement.  liOi  des  vitesses.  —  Les  trois  méthodes  indiquées 
aa  numéro  57  pour  trouver  une  intégrale  première  consistaient  à 
ajouter  les  équations  multipliées  par  des  facteurs  tels  que  les  pre- 
miers membres  devinssent  des  dérivées  exactes. 

Mais  outre  ces  méthodes  générales,  il  peut  arriver  qu'à  Taide 
d'une  intégrale  première  déjà  trouvée,  on  transforme  en  dérivées 
exactes  les  seconds  membres  des  équations,  de  façon  à  permettre 
l'intégration.  Ce  n'est  point  une  méthode,  mais  un  artifice  de  cal- 
cul, ne  pouvant  réussir  que  pour  une  forme  particulière  des 
seconds  membres,  et  qui  le  plus  souvent  serait  difficile  à  trouver 
d'avance;  il  arrive  alors,  comme  dans  beaucoup  de  questions, 
qu'après  en  avoir  obtenu  la  solution  complète  on  découvre  de  nou- 
velles relations  simples  qui  auraient  pu  également  conduire  à 
l'intégration. 

Dans  le  cas  du  mouvement  planétaire,  les  valeurs  de  -^,  -~, 

nécessaires  en  particulier  pour  le  calcul  de  l'aberration,  se  trou- 
vent d'une  simplicité  remarquable  ;  elles  forment  de  la  sorte  des 
intégrales  premières  à  certains  égards  préférables  aux  autres. 
Voici  comment  on  peut  les  déduire  directement  des  équations  du 
mouvement. 

Celles-ci,  en  substituant  R  =  — ^,  sont 

d*x  k^x  d^y  k^y 

et  l'on  en  tire  l'intégrale  des  aires 

xdy  —  ydx 


dt 

On  a 


=  c. 


X  jr^dx-xrdr_^{x^-\-y^)dx—x{xdx-\'ydy)^—y{xdy—ydx)_  —  ycdt 
'  r  ^        r^        ~~  r'  r^  r'     ' 
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et  on  troavM^t  de  vaéme 

'•(f)=^'- 

En  sabstitnant 


r'        cdt  \  r'r  r»  "^       càl\r} 

d^tns  les  équations  du  mouvement,  elles  deviennent 

^  —  —  i*  Il  (lJ\  ^  —  _^  il  ll^ 

W  "       ~c     it  \Tr  1^'^    e   ~dt\r  )' 

d'où  en  intégrant, 

a  et  a'  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  ajoutant  ces  équa- 
tions multipliées  par  —  ^  et  -f-  ^9  on  a 

-»-^ouc  =  -(-^  +  aî,  +  a'x); 

comme  a;*  -|-  y'  =  ^'  on  en  tire 


c« 


relation  entre  a;  et  ^  seuls,  qui  est  par  suite  l'équation  de  la  tra- 
jectoire. 

En  faisant  tourner  les  axes  OX,  OY  d'un  angle  g^  et  rappor- 
tant le  mouvement  à  leur  nouvelle  position,  c  qui  est  double  de  la 
dérivée  de  l'aire,  ne  change  pas  de  valeur  \xety  doivent  être 
remplacés  par 

a:  cos  ^  —  y  sin  g,  x  s\n  g  -{-  y  cos  g, 

et  «y  +  cx!x  se  change  en 

{a  sin  ^  +  a'  cos  g)X'^{ciL  co^  g  —  a  sin  g)y  ; 
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on  peut  disposer  de  g  de  façon  qae  a  cos  ^  —  a'  sin  ^  soit  nal  et 
Fantre  coefficient  positif;  en  le  désignant  par  e  et  posant  comme 
précédemment  c*  =  k^p,  l'équation  de  la  trajectoire  devient 

r  -^  ex  ^  f. 

Le  mouvement  étant  rapporté  aux  nouveaux  axes,  on  trouvera 
nécessairement  pour  valeur  des  constantes  a  =  o^  a'  =  e,  sans 
quoi  l'équation  de  la  trajectoire  serait  incompatible  avec  la  précé- 
dente. Les  intégrales  premières  (6)  auront  donc,  en  substituant 
c  =  A;  y^^,  la  forme  plus  simple 


0) 


dx  k  y  dy 


-Mt^')- 


dt  \^  p        r  dt 

En  substituant  a;  =  cos  cp  dans  l'équation  de  la  trajectoire,  elle 
donne  la  formule  déjà  trouvée 


r  = 


1  +  c  cos  ^ 

En  ajoutant  les  équations  précédentes,  multipliées  par  x,  y,  on  a 

xdx  +  ydy       rdr  k  k      r-^ -— 

dt         a     v  f       V  f^ 

et  en  substituant  ex==p  —  r, 

kW        p    L  ^       ^^y  kHi^  p      ^   r  r«  ' 

cette  relation  est  la  même  que  nous  avons  trouvée  au  numéro 
précédent,  ou  la  valeur  (5)  jointe  à 

dr^ 

Son  intégration,  comme  on  l'a  vu,  introduit  une  constante  l  ;  les 
trois  autres  sont  jp,  e  et  l'angle  g  dont  on  a  fait  tourner  les  axes, 
qui  est  l'angle  polaire  de  la  droite  allant  au  périhélie  et  se  nomme 
la  longitude  du  périhélie. 

On  peut  remarquer  que  deux  intégrales  premières  suffisaient 
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ponr  la  solution  ;  or  oatre  celle  des  aires  nons  en  avons  trouvé 
deux  autres.  Toutes  trois  étaient  distinctes,  puisque  elles  conte- 
naient les  constantes  indépendantes  g,  e,  p  ;  c'est  pour  cela  qu'en 
les  combinant  sans  nouvelle  intégration  nous  en  avons  tiré  l'équa- 
tion de  la  trajectoire. 

Loi  des  vitesses.  —  Nous  trouverons  comme  au  numéro  37  la 
courbe  représentative  des  vitesses  en  menant  à  chaque  instant 

une  droite  ON  égale  et  parallèle  à  la  vitesse 
du  mobile  m  et  de  même  sens.  Soient  oi^  y 
les  coordonnées  du  point  N  ou  les  valeurs  de 

dx    dy  ^     h  ^  1,       s 

-TTj-Tr]  en  posant  -^  =  (3  on  aura  d  après 
les  formules  (7) 


*^   r 


y'  =  p— +pc, 


et  en  remplaçant  x,  y  par  r  cos  cp,  rsin  (p, 


a?'  =  —  p  sin  (p  =  p  cos  (9  +  -g-,  !/'  =  P  sin  (9  -f  —  +  p«. 

En  prenant  sur  l'axe  des  y  la  distance  01  =  /3e,  les  coordonnée» 
de  N  pour  l'origine  I  seraient  af^  y'  —  |3e  ou 

P  cos  [y  4-  ^j,  p  sin  [f  +  |-j. 

de  sorte  que  pour  cette  origine  le  rayon  vecteur  est  IN  =  |3,  et 

l'angle  polaire  cp  +  -|-.  Comme  cp  est  celui  de  Om  le  point  N  se 

construira  en  menant  IN  perpendiculaire  a  Om  et  de  longueur  &. 
La  courbe  des  vitesses,  ou  le  lieu  des  points  N,  est  donc  une  cir- 
conférence de  centre  I  et  de  rayon  ^. 

H  faut  remarquer  que  e  <  1  ou  01  =  |3e  <  /3  ;  ainsi  le  point  O 
est  intérieur  au  cercle  ;  les  vitesses  maxima  et  minima  sont  OD^ 

OD',  perpendiculaires  à  OX,  et  leur  moyenne  est  -3-  DD'  ou  p.  Ce 
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nombre  ^  est  la  vitesse  nniforme  qa'aurait  une  planète  décrivant 
autour  du  soleil  une  circonférence  de  rayon  p.  En  effet,  la  force 
étant  rapportée  à  l'unité  de  masse,  nous  savons  que  sa  composante 


r*  v 


normale  est  —  ou  —  ;  d'autre  part  elle  doit  être  égale  à  l'attrac- 
tion  du  soleil,  d'où  résulte 

v'         jt«  k 

V  —  — - 


t9 


y/jo 


cette  valeur  de  v  est  celle  de  |3. 


63.  HoaTement  d'an  eorps  pesant  dans  Pair.  —  Il 

ne  s'agit  ici  que  de  celui  du  centre  de  gravité  ;  mais  si  le  corps  a 
une  forme  quelconque,  la  résistance  de  l'air  dépend  de  la  disposi- 
tion de  la  surface  sur  laquelle  elle  s'exerce  ou  de  la  rotation  du 
corps.  Nous  devons  donc  supposer  que  cette  surface  est  toujours 
la  même  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  un  corps  sphérique  ou  pour  un 
projectile  conique  ayant  la  pointe  toujours  en  avant. 

Nous  rapporterons  le  mouvement  aux  axes  OX  horizontal,  OY 
vertical  de  bas  en  haut  et  nous  supposerons  le  corps  lancé  du 
point  0  avec  une  vitesse  u  dans  la  direction 
OL  faisant  avec  OY  l'angle  aigu  a.  Les  for- 
ces rapportées  à  l'unité  de  masse  seront  la 
pesanteur  g  et  la  résistance  de  l'air  que  nous 
supposerons  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse  ou  de  la  forme  hv^,  k  étant  une  cons- 
tante positive.  Il  est  clair  que  le  mouvement 
s'effectue  dans  le  plan  de  la  figure,  car  il  n'y 
pas  de  raison  pour  que  le  mobile  en  sorte  d'un  côté  plutôt  que  de 
l'autre. 

Nous  désignerons  par  6  l'angle  polaire  de  la  tangente  mT  à  la 

trajectoire,  menée  dans  le  sens  du  mouvement,  l'angle  polaire 

17 
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étant  compté  de  OY  en  marchant  vers  OX.  Les  ^ojections  de  la 
vitesse  sont  donc 

dx  dy 

v  sin  e  =  -rr,  r  cos  6  =  -r'  » 

At  al 

et  celles  de  la  résistance 

dx  dy 

-^  kv^  sin  6  =  —  kv^-r- ,  —  ^«^  -jt  » 

ai  al 

cette  force  étant  opposée  à  la  vitesse. 
Les  équations  dn  mouvement  sont  ainsi 

d^x  ,     dx  d^y  ,    dy 

Elles  rentrent  dans  le  second  cas  du  numéro  57,  ne  contenant 
pas  X  et  y,  mais  seulement-^,  -J-  ;  en  désignant ceUes-ci  paric'y', 
on  n'a  de  la  sorte  à  intégrer  que  les  équations  du  premier  ordre 

dx'  dy 

oiiv  =  |A^'*  +~7*-  Les  valeurs  initiales  de  v^  9,  a/,  y'  sont  w,  «, 
u  sin  oc,  u  cos  oc. 

ds 

On  peut  remarquer  que  si  Ton  substituait  t;  =  -^,  s  étant  l'arc 

de  la  trajectoire  compté  du  point  0,  la  première  équation  serait 
intégrable,  ayant  la  forme 

^  =  — fcd#,    d'où    l{x')^  —  k8  +  c; 

X 

on  a  a;'  =  w  sin  a  quand  s  =  o,  d'où 

c  =  l(u  sin  a),         •  /  (  — -. —  )  =  —  ks,    ou    a?'  =  u  sin  a  «""     . 

\tt  sin  a/ 

Nous  n'emploierons  pas  cette  intégrale,  parce  qu'il  est  inutile 
d'introduire  la  variable  s  dans  la  question.  Toutefois,  celle-ci  étant 
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toajonrs  croissante,  nous  voyons  déjà  qae  x'  est  constamment 
positive  et  décroissante,  ayant  o  pour  limite. 
Des  équations  du  mouvement  on  déduit 

.dx'         .du' 

•dont  la  forme  est  analogue  à  celle  de  l'intégrale  des  aires.  £n 

y  substituant 

,        dx 
a;  =  —-  =  V  sin  6,  y'  =  v  cos  G, 

«lie  se  réduit  à  t;'  -^  =  gai^  qui  remplacera  la  seconde  équation 

du  mouvement  comme  étant  plus  simple.  Au  lieu  de  a/,  y',  on  aura 
ainsi  à  tirer  od  et  9  des  équations 

mais  elles  contiennent  les.  variables  ô,  od,  v^  entre  lesquelles  existe 

la  relation  a;'  =  t;  sin  ô  ;  celle-ci  doit  servir  à  en  éliminer  une,  et 

x' 
le  plus  simple  est  évidemment  de  substituer  v  =  .  — ,  ce  qui  donne 

sin  e 

d.r  kx'^  rfe        g  sin»  6 


dt  sin  6  '  dt 


X' 


Nous  avons  vu  que  (d  était  toujours  positive  et  décroissante,  ou 

•dx'  (Ifj 

-jr  négative  ;  ainsi  -^  et  sin  9  sont  positifs,  c'est-à-dire  que  Ô  croît 

constamment  sans  dépasser  tt  ;  on  pouvait  du  reste  le  regarder 
d'avance  comme  évident. 

Les  équations  contenant  toutes  deux  dt,  il  faut  diviser  la  pre- 
mière par  la  seconde  pour  en  avoir  une  entre  deux  variables,  et 
comme  elle  donnera  x'  en  fonction  de  9,  c'est  plutôt  à  la  première 
équation  qu'on  doit  la  substituer.  Le  système  à  intégrer  devient 

ainsi 

dœ'  k         x^  de       g  sin«  6 


(A) 


de  g       sin^  e  '  dt  x 
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La  première  s'intègre  en  la  mettant  sous  la  forme 


k  '  ar'»        sin»e'  fer'»  /sin'e 


c  étant  nne  constante.  En  supposant  l'intégrale  prise  à  partir  de 
e  =  a,  le  second  membre  se  réduit  à  c  quand  t  =  o,  et  comme  on 
a  alors  af=usm  a,  il  en  résulte 


c  = 


ku*  sin*  a 

En  posant 


J  ^  sin'  6       kiû  sin*a 


on  aura 


(C)  A  =  P  =  -^  o^  ^'  =  V^^  sin  6. 

fer*  sin*6  ▼    *R 

Pour  éviter  d'interrompre  la  recherche  de  la  solution,  nous 
évaluerons  plus  loin  P  sous  forme  finie,  et  en  même  temps  nous 
démontrerons  que  R  est  toujours  comprise  entre  un  maximum  pt 
et  un  minimum  ^x,  tous  deux  positifs  et  différents  de  o. 

La  vitesse  est  -r—  ou  ^  -j^  et  on  verra  que  R  converge  vers  1  ; 

le  mouvement  finit  donc  par  être   sensiblement  uniforme,  de 

vitesse  ^  -|-.  Les  valeurs  ir'  =  t;  sin  6,  y  =  i;  cos  6  donnent 

y  =  ic'  cot  e.  On  a  en  outre  dx  =  aidi,  dy  =  i/dt,  ou  dy  =  cot  Bdx. 
En  substituant  dans  ces  formules  la  valeur  de  dt  tirée  de  la 
seconde  équation  (A)  on  trouve 

dt  =  — r-r-^,  dx  =  — ^» -T.  dy  =  cot  Mx. 

g  sin'  e  g  sin*  6 

En  remplaçant  ocf  par  sa  valeur  (C)  et  intégrant,  il  en  résulte. 

_  n    1        rfe  /«  rfe  __  r«co8_e    j^ 
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en  remarquant  qu'on  a  t  =  x~y  =  o  quand  S  =  a.  La  solution 
est  ainsi  ramenée  aux  quadratures. 

On  verra  plus  loin  que  /        -  croît  à  l'infini  quand  Ô  approche 

de  'T  ;  il  en  sera  donc  de  même  de  t^  car  on  l'évaluerait  trop  faible 
en  remplaçant  R  par  son  maximum  fi.  On  en  peut  dire  autant 
pour  y^  en  ne  considérant  dans  sa  valeur  que  la  portion  de  Tinté- 

grale  où  ô  croît  de  ^  ir  à  tt;  la  limite  de  y  est  donc  l'infini  néga- 

tif.  Au  contraire  x  converge  vers  une  limite  finie  >,  car  on  l'éva- 
luerait trop  fort  en  remplaçant  R  par  son  minimum  fx'. 

Ainsi  en  prenant  sur  OX  la  distance  OD  =  \  la  trajectoire  a 
une  asymptote  verticale  DD'. 

Valeur  de  I  et  de  R.  —  Posons 


-j: 


1.1  * 

i  sinO 


On  a 

db  _  'de  _  d .  tang  \  6 

sine  "~  2  sin  i^  0  cos  |  6  ~    tang  J-  6    ' 

r4  =  /  (tang  i  6)  +  const.,  d'où  I  =  l  (^^"«1^)  , 
J  8in6        ^     »  »    ^^  Vtangj  a/ 

qui  devient  infinie  pour  9  =  tt.  On  a  ensuite 

cos  6  _  —  sin  6d6  _  g  cos*  QdQ  _  [_    <    _  2  —  2  sin*  6]  . 
•sïiï^"*      sin*  6  sin»  6      ""  [      sine  sin»ê       J 


ou 


cos  6  _    de    _  2de 
'sin*6       sin  6       sin' 6  ' 


et  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité  de  a  à  d, 


J  a  sin'e""         sin«>»  "*"«-« 


e       sin*  a 

En  substituant  cette  intégrale,  de  même  que  la  valeur  de  I  dans 

l'expression  (B)  de  P,  on  trouve 

17- 


* 

'1'.. 


'-.il' 


■>  V" 
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/m  p  ^  ^  /tang  l  6\  _  cos^      cos^  g 

^  ^  Vtang  i  a/       sin«e  ^  sin*a  "^  te*  sin»  a  * 

n  faut  remarquer  que  l'expression 

cos  6       COR  a 
sin'è       sin'a 

est  toujours  positive,  car  même  si  son  premier  terme  est  négatif, 

ou  9  <  "â-  w,  on  a  6  >  a,  cos  ô  <  cos  a,  sin'  ô  >  sin*  a.  Les 

autres  termes  de  P  sont  positifs. 

n  en  résulte  que  R  ou  P  sin'  0  a  une  limite  inférieure  ;  en  effet 
si  6  est  compris  entre  a  et  ir  —  a,  on  a  sin  Ô  >  sin  a,  et  son  qua- 
trième terme 

ku^  sin'  a        ku^  ' 

si  6  est  compris  entre  tt  —  a  et  tt,  son  second  terme  —  cos  9 
dépasse  cos  a. 

En  outre,  en  laissant  de  côté  le  premier  terme  de  R,  qui  est 
I  sin*  9,  il  est  clair  que  l'ensemble  des  autres  est  limité  et  se  réduit 
à  1  quand  9  =  tt.  Il  suffit  donc,  de  vérifier  que  I  sin  9  est  limité, 
car  alors  I  sin'  9  le  sera  aussi^  et  en  outre  quand  9  =  tt  on  aura 
I  sin*  Q  =  0,  R  =  1,  comme  nous  l'avions  supposé. 

Or  en  désignant  par  9"  au  lieu  de  9  la  variable  d'intégration, 
on  a 


I  = 


I      -: — ; ,  I  sin  6  =  I        7  --,  a6  . 

J  a  sin  9  J  a  sin  6 


Quand  9'  est  compris  entre  a  et  tt  —  «  on  a  sin  9'  >  sin  a  ;  quand 

&y  TT  —  a,  on  a  9  >  9*,  -  - ,  <  1.  On  en  déduirait  aisément  une 

^  '  "^     '  sm  e 

limite  supérieure  de  I  sin  9. 

64.  HonvemenÉ  d'an  eorps  pesant  attiré  wem  an 
point  fixe  O  en  raison  Inverse  da  carré  des  dis- 
tances. —  Plaçons  l'origine  en  0,  OZ  étant  verticale  inférieure. 
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Les  forces  rapportées  à  Vanrté  de  masse  serrat  la  pesanteur  g^ 

et  Fattraction  -7-  dirigée  vers  l'origine,  et  ayant  pour  projections 

•  — ,  etc.,  k  étant  une  constante.  Les  équations  du  mouve- 
ment sont  ainsi 

Si  la  vitesse  initiale  du  mc^ile  m  est  dirigée  dans  te  plan  mette 
par  m  et  OZ,  le  mouvement  s'effectue  dans  ce  plan,  car  il .  n'y  a 
pas  de  raison  pour  que  le  mobile  s'en  écarte  d'un  côté  plutôt  que 
de  Fautre.  Nous  laisserons  de  côté  ce  cas,  dont  l'intégration  ren- 
trerait d'ailleurs  dans  nos  formules.  Nous  aurons  de  la  sorte  un 
exemple  de  mouvement  où  la  trajectoire  est  à  double  courbure. 

P  Intégrales  premières.  —  En  ajoutant  les  équations  (1)  mul- 
tipliées par  2dXy  2dy,  2dz,  on  trouve 

d-[ ^p ) ^, +  ^9dz - 

d'où 

h  étant  une  constante. 

Soient  /,  ^  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  point  m 
sur  le  plan  des  xy,  de  sorte  qu'on  ait 

X  =  r  cos  ç),  y  =  r'  sin  y. 

On  tire  des  équations  (1) 

xd^y  —  yd'^x  _  xdy —  ydx  ^ 

dï'  ~  ""'  ~~dt  ~  ""' 

c  étant  la  constante  des  aires,  ou 

(3)  r'«  ^  =  c,  r'«  =  j»  +  î^«  =  r»  -  z\ 
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On  peut  supposer  c  positif  et  différent  de  o,  car  si  l'on  avait 
c  =  0,  ou  /  serait  constamment  nul,  et  le  mouvement  rectiligne, 

ou  l'on  aurait  -^  =  o,  cp  =  const.,  et  dans  les  deux  cas  le  mouve- 
ment s'effectuerait  dans  un  plan,  cas  que  nous  avons  exclu.  Si  c 
était  négatif,  il  suffirait  d'échanger  OX  et  OY  entre  eux  pour  le 
rendre  positif. 

Une  autre  intégrale  première  est  nécessaire  ;  pour  la  trouver, 
remarquons  d'abord  qu'en  employant  les  variables  r',  cp  au  lieu  de 

Xyy^  et  substituant -r  =  -^>  l'équation  (2)  ne  contiendra  plus 

Xy  y,  cp,  mais  seulement  z,  r'  et  r;  la  troisième  équation  (1)  ne  con- 
tient  non  plus  que  ces  lettres,  entre  lesquelles  existe  la  relation 
f^^  =^  r^  — z\  qui  doit  servir  à  en  éliminer  une,  et  de  la  sorte,  on 
n'aura  plus  que  deux  fonctions  inconnues  du  temps.  Il  ne  convient 
évidemment  pas  de  substituer  z  =  yV*  —  r'«,  ni  même  r  =  y^r'*+«'*, 
ce  qui  introduirait  un  radical  dans  la  troisième  équation  (1)  ;  mais 
il  n'y  en  aura  aucun,  comme  on  verra,  en  substituant  /  =  y  r«  ^^\ 
nous  devons  donc  prendre  pour  variables  r  et  z. 

Pour  trouver  une  intégrale  entre  r  et  z^  en  suivant  les  règles 

du  numéro  57,  il  est  nécessaire  d'avoir  l'équation  donnant  —,  elle 

doit  se  tirer  de  la  valeur  rdr  =  xdx  +  ydy  -}-  zdz^  qui  donne 

d\rir)  _  xd^r  +  yd'y  +  zd'z       dx^  -\-  dy^  +  dz* 
~W~  ~"  dt"  ^  dt' 

On  déduit  des  équations  (  1  ) 

xd*x  -J-  yd^y  +  ^^^  k"    , 

et  en  ajoutant  l'équation  (2) 


d. 
dt 


{'  :-) = 'i- + ^' + '. 
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à  laquelle  il  faut  joindre 

dh  kH  . 

Or  ce  système  de  deux  équations  rentre  dans  le  quatrième  cas 

dv     dv  vdv    dz 

d'intégration  du  numéro  57,  en  y  remplaçant  -^j  -^  par  —,  -r-  ; 

en  effet,  en  ajoutant  les  deux  équations  multipliées  par  djs  et  rdr, 
on  trouve 

et  en  intégrant 

^  ^  dt     '  dt  r   ^   2    ^  ^  ^ 

h'  étant  une  constante  arbitraire. 

2^  Rédtiction  des  intégrales  premières.  —  Nous  devons  d'abord 
transformer  l'équation  (2)  en  fonction  de  r  et  z;  les  valeurs 
x  =  r'  cos  ^^y  =  r'  sin  rp  donnent 

dx*  -h  dy*  ^dr*        /f^'f* 

et  en  substituant  ^  =  4t-  tirée  de  la  formule  (3),  on  aura 

dt^        r  •  ^  ^' 

dx^  +  dy^  4-  dz*  _  rfr'*        ^^*    ,   _^ 
d(«^  -  rf/«  "^  rf/*'  "^  r'«  ' 

D'ailleurs  r"  =  r^  —  z\  fdr  =  rdr  —  zdz  ;  ainsi  l'équation  (2) 
multipliée  par  r"  devient 


(f/^ 


On  la  simplifie  en  éliminant  son  second  terme ^- — ,  au  moyen 

de  l'équation  (4)  multipliée  par  2z^  ou  de 

^rzdrdz       Wz^ 
ar  r 
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en  ajoutant  celle-ci  à  la  précédente,  on  trouve  pour  l'intégrale  (2) 
transformée 

dr'  -I-  dz^ 
r»  - — ^T,  -  =  2fcV  4-  gz  (z'  +  ÎV»^  +  /Kr*  4«^  +  ih'z  —  c«. 

On  aura  évidemment  des  relations  plus  simples  en  ajoatml  à 
cette  équation  ou  retranchant  l'équation  (4)  multipliée  par  2r,  ou 

!2  drdz 
r«  -— -  -  2t«2  +  gr  (^r»  +  Sz')  +  2/itr  +  2/i V  ; 

en  effet,  le  premier  membre  deviendra  ainsi         jT    1  5  ^^  ^^  ^^ 

trouve  que  les  seconds  membres  deviennent  en  même  temps  des 
fonctions  de  r  —  ;s  seul  ou  de  r  +  >  seul.  De  la  sorte  en  posant 

{b)  r  —  z  =  u,  r  -\-  z  =  Vy 

on  aura 

O  I      o 

i6^        î-^  =  U  u  =  — ^tt>  +  /ttt«  +  2ck«  — V)tt  — c«, 

al      o 

3°  Mode  de  variation  de  u,  v,  et  transfor^nées  des  équations  (6) 
et  (7).  —  Pour  éviter  des  cas  singuliers  dont  la  discussion  nous 
mènerait  trop  loin,  nous  admettrons  que  les  équations  U  =  o,  V  =  o 
n'ont  pas  de  racines  multiples. 

Si  a  est  une  racine  de  U  =  o,  on  satisferait  l'équation  (6)  en 

supposant  u  -  a  =  const. ?  -j-  =  o;  mais   cette   solution   n'est 

qu'apparente.  En  effet,  en  différentiant  l'équation  (6),  u  étant 
quelconque,  on  a 

rf.r»      rftt'    .    ^  ,  du       d^u       d\]       du 
dt        di*    ^  di       dt^        du       dt 

OU 

d.r«     dtt    .    ^  ,  d'u       dV 
dt       dt^        dt'        du 
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si  donc  on  supposait  u  =  const, ,  -  =  o,  ^—  =  o,  il  faudrait  qu'on 
eût  à  la  fois 

u  =  0,  -     =  0,  pour  u  =  a  , 

et  a  serait  une  racine  multiple  contrairement  à  l'hypothèse. 
Les  remarques  faites  au  numéro  52  sur  la  valeur  de  x  satisfai- 

sant  l'équation  -^  =  f{x)  sont  applicables  à  l'équation  (6)  ;  on 

démontrerait  de  même  que  la  quantité  u  peut  prendre  seulement 
des  valeurs  rendant  U  positive,  et  qu'elle  ne  peut  cesser  de  croître 
ni  cesser  de  décroître  avant  d'avoir  atteint  une  valeur  a  qui  soit 
racine  de  U  =  o  ;  quand  elle  Ta  atteinte,  elle  ne  peut  continuer 
de  varier  dans  le  même  sens,  ce  qui  rendrait  U  négative,  ni  rester 
constante,  comme  on  vient  de  le  voir  ;  elle  varie  donc  ensuite  en 
sens  contraire.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  u  reste  exact 
pour  V. 

Puisque  r'  — ^'  =zir'  -f-y*,  u^ivojxr+z  ne  peuvent  devenir 
négatives  ;  elle  ne  peuvent  non  plus  devenir  nulles,  puisque  alors 
U  et  V  se  réduiraient  à  — c\ 

Le  polynôme  U  est  négatif  soit  si  u  =  o^  soit  si  u  est  positif 
très  grand,  il  est  positif  si  u  est  négatif  très  grand.  Ainsi  l'équa- 
tion U  =  0  a  une  racine  négative  —  /*,  et  doit  en  avoir  deux  posi- 
tives a,  &,  sans  quoi,  u  étant  positif,  U  serait  toujours  négatif;  U 
sera  ainsi  positif  seulement  si  la  variable  u  est  comprise  entre 
a  et  6  ;  elle  ne  fera  donc  qu'osciller  entre  ces  deux  valeurs.  On 
pourra  alors  poser 

u  =  fl  cos*  6  +  ft  sin"  6  , 

6  étant  un  angle  toujours  croissant. 
Les  racines  étant  a,  6,  — /*,  on  a 

U  =  —  g{u  —  a)  (tt  —  h)  (m  +  /•)  =  —  R«(m  -  o)  {\i  —  h) , 

en  posant 
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il  est  clair  que  R  conserve  une  valeur  finie  quand  u  varie  entre 
a  et  b,  ou  quel  que  soit  0,  de  sorte  qu'on  peut  lui  assigner  un 
maximum  fx  et  un  minimum  fx\  tous  deux  positifs  et  différents  de  o; 
d'ailleurs  R  peut  évidemment  être  mis  sous  la  forme 


R  =  yA  +  Bcos»6, 

A  et  B  étant  des  constantes. 

On  aura  ainsi^  en  substituant  la  valeur  de  u 

-— -  =  (a—  ti)  (tt  —  fe)  =  (a  —  ft)  sin"  6  X  («  —  *)  cos"  6, 
R 

du  —  i{à  —  a)  sin  6  cos  6^6,  -rr  =^  ^^r 

et  l'équation  (6)  deviendra 

puisque  -^  est  positive. 

Le  polynôme  V  est  négatif  pour  v  =  o,  et  positif  quand  v  est 
très  grand  ;  l'équation  Y  =  o  a  donc  un  nombre  impair  de  racines 
positives;  V  est  positif  quand  t;  >  e,  e  étant  la  plus  grande 
racine  ;  il  change  de  signe  si  v  décroît  au-dessous  de  e,  mais  s'il  y 
a  deux  autres  racines  positives  a',  6',  et  que  v  soit  compris  entre 
elles,  y  redevient  positif.  Dans  ce  cas  v  restera  compris  dans  le 
même  de  ces  deux  intervalles  que  sa  valeur  initiale. 

Si  c'est  entre  a'  et  b',  il  ne  fera  qu'osciller  Jentre  elles,  et  l'on 
pourra  poser 

V  =  a'  cos»  6'  +  V  sin»  6' , 

&  étant  toujours  croissant.  On  trouverait  alors  comme  ci-dessus 
que  l'équation  (7)  se  réduirait  à 

2rrfe' 
(9)  dt  = 


R 


r       > 


269 

R'  restant  snpériear  à  an  minimum  positif  et  ayant  la  forme 
1"^+  B'  cos*y,  OÙ  A'  B'  sont  des  constantes. 

Si  V  reste  compris  entre  e  et  l'infini,  ou  il  croit  à  l'infini,  ou  il 
décroit  jusqu'à  e,  puis  augmente,  et  on  peut  poser 


cos«e' 

ff  étant  un  angle  compris  entre  ±  -j-  tt  et  toujours  croissant.  En 
effet,  si  V  est  d'abord  croissant,  on  donnera  à  B'  une  valeur  initiale 
positive,  et  en  le  faisant  augmenter  jusqu'à  -5"  ^)  ^  croîtra  à  l'in- 
fini ;  si  V  était  d'abord  décroissant,  on  donnera  à  6'  une  valeur  ini- 
tiale négative,  et  pendant  que  cet  angle  croît  jusqu'à  0  et  au  delà, 
V  diminuera  jusqu'à  e  et  augmentera  ensuite  à  l'infini. 

V 

Puisque  e  est  racine  de  V  =  0,     ~—  est  un  polynôme  entier,  et 
l'on  peut  poser 

\  =ze(v  —00     où  0  =  Iv^  +  l'v  +  r, 

l,  l\  f  étant  des  constantes  dont  la  première  l  n'est  pas  nulle  ;  en 
outre  Q  reste  positif  et  différant  de  0  pour  toute  valeur  de  v  supé- 
rieure à  e;  en  substituant  v  =  — —r-, ,  on  aura 

Q  =  -^,  où  R'«  =  A'  +  B'  cos»  6'  +  C  cos*  6', 
cos*  6 

A',  B',  G  étant  des  constantes  dont  la  première  A'  est  la  même 
que  lé"  et  par  suite  n'est  pas  nulle  ;  R'  comme  Q  reste  positif  quel 

que  soit  ô',  et  ne  peut  s'annuler  ni  si  Ô'  =  —  tt  puisqu'il  se  réduit 

à  A',  ni  si  6*  <  ^,  sans  quoi  l'équation  Q  =  0  aurait  une  racine 
égale  ou  supérieure  à  e. 
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En  substituant  la  yaleur  de  t;  (m  a 

««  sin*  e'R'* 


ei^v  —  e)  =eMaqg»e\  V  = 


cos«e' 


COS'6  V  R'«    ' 

et  Ton  en  conclurait  encore  dt  =  -^  ou  l'équation  (9). 

4**  Forme  de  la  soltUion.  —  On  a  w  =■  r  —  g,  «y  ^=  r  4-  ^^  d'où 
2r  =  u-\-v,r^'  =  r*  —  js*  =  uv;  les  équations  (8),,(9), (3),  devien- 
nent ainsi 


dt  = 

R 

v)dQ 

9 

(/t   :: 

uvdrp  = 

z  cdf  = 

c(u 

R 

il  en 

résulte 

Soient  çp^  la  valeur  initiale  de  cp,  et  Ô^,  Ô',  celles  de  9,  V  qui  se 
•déduisent  de  celles  de  u,  ^,  ou  de  r  ±  ^  ;  on  aura,  en  intégrant, 
à  partir  -de  <  =  % 

'-fit  ^£.  f  ■    : 


f-^-fit+Â 


cm' 


et  la  relation  entre  les  angles  croissants  6,  &  sera  exprimée  par 

La  solution  est  ainsi  ramenée  aux  quadratures,  car  ^^  et  R  sont 
fonctions  de  6  seul,  v  et  R'  de  6'  seul. 

Toutes  ces  formules  sont  réductibles  aux  fonctions  elliptiques, 
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dont  Legendre  a  doané  des  tables,  de  sorte  qa''on  pourrait  les  cal- 
culer nomériqaement  si  les  données  étaient  namériqnes.  Même 
sans  cela  on  pourrait  en  général  les  exprimer  en  séries,  en  distin- 
gaant  an  grand  nombre  de  cas,  suivant  la  grandeur  respective  de 
k,  hj  k'y  etc. 

Mais  sans  nous  arrêter  à  ces  évaluations,  nous  allons  nous 
rendre  compte  de  la  forme  générale  du  mouvement,  et  comme  v 
peut  avoir  deux  formes  différentes,  nous  distinguerons  le  monve- 
ment  de  circulation,  pour  lequel  on  a 

u=  a  cos*6  +  h  sin»  6.  v  =  a  cos»  G'  +  b'  sin«  6'. 

et  le  mouvement  de  chute,  pour  lequel 

tt  =  a  cos*  6  -h  6  sin*  6,  »  = 


2  H'    ' 


cos*  6 

a,  b,  a\  &',  e  étant  des  constantes  positives  et  différentes  de  o,  de 
même  que  jx  et  ^x,  qui  seront  des  limites  supérieure  et  inférieure 
des  valeurs  de  K  et  R'  à  la  fois.  Il  résulte  évidemment  de  cette 
limitation  que  dans  Féquation  (12)  un  des  angles  Ô,  (f  ne  peut 
croître  à  l'infini  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  l'autre. 

5^  Mouvemfint  de  circulation,  —  Comme  u  est  comprise  entre 
a  et  b,  et  v  entre  a'  et  6',  l'équation  (10)  où  t  croît  à  l'infini, 
montre  qu'il  en  est  de  même  de  0  et  0',  et  d'après  l'équation  (11) 
on  en  peut  dire  autant  de  <p. 

Menons  un  plan  mobile  par  l'axe  OZ  et  le  point  m,  du  seul  côté 
de  l'axe  où  se  trouve  le  point,  et  prenons-le  pour  celui  de  la  figure. 

Comme  on  l'a  vu  au  numéro  6 1 ,  r  -f-  ^  =  JP  ^st  l'équation  des 
coniques,  et  r  -j:-  x=p  celle  d'une  parabole,  l'origine  étant  au 
foyer,  et  l'axe  des  x  dirigé  vei^s  le  sommet.  Ainsi, 
petq  étant  des  constantes,  r  -j-  z  =  q  ou  v  =^q 
est  l'équation  d'une  parabole  Cm  ayant  0  pour 
foyer  et  C  pour  sommet,  au-dessous  de  0  ;  de  même 
r  —  z  =p  onu  =p  est  celle  d'une  parabole  Cm, 
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ayant  0  pour  foyer,  C  pour  sommet,  au-dessus  de  0.  Nous  appel- 
lerons celles-ci  les  courbes  (u\  les  autres  les  courbes  (v).  En  tout 
point  m  non  situé  sur  l'axe,  il  en  passe  une  de  chaque  espèce, 
ayant  pour  équation  w  =  jp,  v=  q,p  et  q  étant  les  valeurs  de  u 
et  V  en  m.  Ces  valeurs  équivalent  à  des  coordonnées  paraboliqties. 
Les  deux  courbes  se  coupent  à  angle  droit,  car  en  menant  LmL' 
parallèle  à  Taxe,  on  sait  que  les  tangentes  à  Cm,  Cm  sont  les 
bissectrices  des  angles  OwL,  OmL'. 

Soient  u  =  a,  u  =  b\es  équations  de  AC, 
BD,  et  v  =  a\  v  =  b'  celles  de  AB,  CD; 
mu,  mv  les  courbes  (u)  et  (v)  du  point  mo- 
bile m.  Puisque  u  oscille  entre  a  et  6,  et  v 
entre  a'  et  b\  mu  oscillera  entre  les  positions 
AC,  BD,  et  mv  entre  AB,  CD  ;  leur  intersec- 
tion ou  le  point  m  reste  ainsi  enfermé  dans 
le  quadrilatère  ABDC.  Mais  en  même  temps  le  plan  tourne  autour 
de  l'axe,  toujours  dans  le  même  sens.  Ainsi  dans  l'espace  le  point 
m  fait  autour  de  l'axe  un  nombre  infini  de  révolutions,  en  restant 
enfermé  dans  le  solide  de  révolution  S  décrit  par  le  quadrilatère. 
On  peut  même  démontrer  que  s'il  n'existe  pas  une  certaine  rela- 
tion commensurable  entre  les  intégrales 

/•2irde  f^^db'  f'^^d^  Ç'^'^â^ 

le  point  m  épuise  jle  volume  S  dans  son  mouvement,  c'est-à-dire 
finit  par  passer  à  une  distance,  aussi  petite  qu'on  voudra  de  tout 
point  intérieur  au  volume  S. 

6^  Mouvement  de  chute.  —  On  a  dans  ce  cas  v  =  — z-r;  et 

cos'  6 

comme  R'  <  ^,  le  second  terme  de  la  valeur  (10)  de  t  dépasse 

j^   r^    dQ' 

et  croît  à  l'infini  quand  6'  approche  de  -5-  tt  ;  c'est  par  suite  la 
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limite  de  0^,  comme  noas  le  savions  déjà  ;  ainsi  Q  ne  croit  pas  non 
plus  à  l'infini,  et  d'après  Téqaation  (11),  il  en  est  de  même  de  (a  ; 
9  et  <p  convergent  donc  vers  des  limites  finies  Q,y<{>,.  On  pourrait  en 
déduire  la  position  de  l'asymptote  parabolique  de  la  trajectoire,  le 
point  dans  sa  chute  finale  n'étant  plus  animé  que  de  la  pesanteur. 

65.  Travail  des  forces.  Principe  des  forces  vives 
dans  le  mouvement  d'un  point  matériel.  —  P  Défini- 
tions. —  Comme  on  Ta  vu  au  numéro  6,  si  unejforce  f  est        a 
appliquée  suivant  AF  à  un  point  A  qui  parcourt  l'espace     / 
très  petit  AB,  le  travail  de  la  force  correspondant  à  ce    ^ 
déplacement  signifie  le  produit  /*  x  AB  cos  BAF,  en  sorte        r 
qu'il  est  positif,  nul  ou  négatif,  suivant  que  BAF  est  aigu,  droit 
ou  obtus. 

Le  travail  précédent  se  nomme  élémentaire,  le  déplacement 
étant  supposé  infiniment  petit.  Si  le  point  par- 
court une  ligne  finie  AH,  on  la  partage  en  par-  ^^ 
ties  AB,  BC,  etc.,  assez  petites  ponr  qu'on 
puisse  considérer  la  force  comme  constante  de  grandeur  et  de 
direction  pendant  que  le  point  parcourt  l'une  d'elles  ;  on  nomme 
alors  travail  total  la  somme  des  travaux  élémentaires  correspon- 
dant aux  déplacements  AB,  BC,  etc. 

Il  faut  remarquer  que  le  mouvement  du  point  ne  doit  pas  être 
considéré  en  général  comme  produit  par  la  force. 

L'expression  de  travail  provient  de  ce  que  l'emploi  industriel 
des  forces  consiste  en  général  à  faire  parcourir  à  un  point  A  un 
certain  espace  malgré  la  résistance  d'une  force  /*,  opposée  au 
mouvement,  et  dont  le  travail  négatif  représente  l'effet  utile.  Nous 
examinerons  plus  tard  cette  propriété  du  travail.  Mais  pour  le 
moment  nous  devons  le  considérer  simplement  comme  une  quan- 
tité mathématique. 

20  Eaypressmts  diverses  du  travail  élémentaire.  —  Le  travail 

f.  AB  cos  BAF  est  le  produit  de  l'espace  AB  par  la  projection  de 

18 
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la  force  sur  l'espace.  Par  conséquent,  si  f  est  résultante  de  ^,  cp', 
cp",  le  travail  de  la  résultante  est  la  somme  de  ceux  descomposantes. 
En  effet,  en  projetant  ces  forces  sur  AB,  on  a 

proj.  f  =  proj.  (p  +  proj.  9  4-  proj.  f\ 

et  en  multipliant  cette  égalité  par  AB, 

trav.  f  =  trav.  y  -|-  trav.  ^'  -\-  trav.  %\ 

Le  même  produit  est  celui  de  la  force  f  par  la  projection 
AB .  cos  BAF  de  l'espace  sur  la  force.  Soient  X,  Y,  Z  les  projec- 

X      Y      Z 

tions  de  la  force,  et  par  suite  -^,  ^ ,  -  ses  cosinus.  Si  les  coor- 
données du  point  ont  augmenté  de  dx,  dy,  dz,  ce  sont  les  projec- 
tions du  déplacement  sur  les  axes,  et  d'après  le  théorème  VI  du 
numéro  3,  sa  projection  sur  la  force  est 

X     .     ,     Y    .   .       Z     . 
-—  dx  +     /-  ày  +  —  dz. 

En  la  multipliant  par  /*et  désignant  par  dTT  le  travail,  il  en  résulte 
la  formule  très  usuelle 

dT  =  \dx  4-  Ydy  +  Idz. 

3<>  Cas  où  la  force  a  la  forme  potentielle.  —  Comme  on  l'a  vu 
au  numéro  57,  ce  cas  est  celui  où  l'on  a 

-O.    -Q.    H^y 

la  fonction  P  ne  contenant  pas  d'autres  quantités  variables  que 
Xy  y  y  Z  ;  il  en  résulte 

différentielle  totale,  ou  accroissement  de  P  quand  le  point  va  de 
A  en  B.  Si  Ton  y  ajoute  les  travaux  analogues  correspondant  au 
trajet  de  B  en  C,  de  C  en  D,  etc.,  pour  en  déduire  le  travail  total 
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de  A  en  H,  la  somme  des  petits  accroissements  de  P  sera,  son 
accroissement  total,  et  le  travail  total  deviendra 

T  =  P    — P  , 

R  A 

en  désignant  ainsi  la  valeur  de  la  fonction  P  en  A  et  en  H.  Il  est 
donc  indépendant  de  la  ligne  que  d'autres  forces  ont  fait  suivre 
au  point  de  A  en  H,  et  cette  propriété  n'a  lieu  que  pour  la  forme 
potentielle. 

En  particulier,  si  la  force  est  le  poids|>d'un  corps,  on  a  X  =  o, 
Y  =  0,  Z  =  ^,  en  prenant  pour  axe  des  z  la  verticale  inférieure  ; 
il  en  résulte  cHl  =  pdjs  =  d .  (pà),  V  —pz;  si  z  correspond  à  H 
et  z^  à  A,  le  travail  de  A  en  H  est 

Il  en  est  de  même  pour  le  travail  de  toute  force  de 
grandeur  et  de  direction  constantes  ;  on  voit  en  la  pre- 
nant pour  pj  que  son  travail  total  est  le  produit  de  la 
force  par  la  projection  ^  — z^  de  l'espace  parcouru  sur 
la  force,  soit  que  cet  espace  soit  la  droite  AH,  ou  une  ligne  quel- 
conque. 

4®  Principe  des  forces  vives.  —  Nous  allons  maintenant  suppo- 
ser que  le  travail  soit  celui  de  la  force  f  produisant  le  mouvement 
du  point,  cas  tout  différent  du  précédent.  Nous  avons  trouvé  au 

numéro  57 

i 

d.-^mv*  =  \dx  -f-  Ydy  -f-  Zdz ,  " 

dont  le  second  nombre  est  la  valeur  ci- dessus  de  dT.  En  ajoutant 
cette  égalité  pour  tous  les  petits  déplacements  du  point,  ciT  sera 

remplacé  par  le  travail  total,  et  d.-^mv^^  ou  l'accroissement  élé- 
mentaire de  la  demi-force  vive,  par  son  accroissement  total.  De 
là  résulte  le  principe  des  forces  vives,  savoir  :  V accroissement  de 
la  demi-force  vive  d^tm  point  pendant  un  temps  quelconque  est  égal 
au  travail  total  de  la  force  pendant  ce  temps,  ou,  s'il  y  a  plusieurs 
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forces,  à  la  somme  de  lears  travaux,  cette  somme  étant  le  travail 
de  leur  résultante. 

Si  la  force  a  la  forme  potentielle,  rfT  =  dP,  et  il  en  résulte 
l'intégrale  des  forces  vives. 

i 

— -  mv*  =  P  +  const. 

2 

Si  la  force  n'a  pas  cette  forme,  le  principe  reste  vrai,  mais  ne 
constitue  pas  une  intégrale. 

Un  point  est  pour  nous  le  centre  de  gravité  d'un  corps,  en  y 
supposant  sa  masse  réunie  ;  ce  corps  peut  avoir  une  seconde  force 
vive  provenant  de  sa  rotation  ;  celle  dont  nous  parlons  est  celle 
du  centre  et  se  nomme  aussi  la  force  vive  de  translution, 

5°  Cas  où  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  au  une 
courbe  dminée.  sans  frottement.  —  On  peut  le  supposer  libre  en 
joignant  à  la  force  f  directement  appliquée  la  pression  de  la  sur- 
face ou  de  la  courbe  sur  le  point.  Or  celle-là  est  normale,  ou  per- 
pendiculaire au  déplacement  du  point,  et  son  travail  élémentaire 
constamment  nul  ;  ainsi  il  en  est  de  même  du  travail  totale  et  l'on 
peut  employer  le  principe  des  forces  vives  comme  si  le  point  était 
libre,  la  force  f  agissant  seule^  sans  tenir  compte  de  la  courbe  ou 
de  la  surface. 

Quand  le  frottement  existe  on  doit  le  ccmsidérer  comme  une 
force  extérieure  ou  directement  appliquée  ;  mais  il  est  proportion- 
nel à  la  pression  du  point  contre  la  courbe  ou  la  surface.  Pour 

une  courbe,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  50,  la  pression  dépend  de 

y» 

—  ;  pour  une  surface  elle  dépend  aussi  en  général  du  mouvement 

et  de  la  vitesse.  Le  frottement  n'a  donc  pas  la  forme  potentielle, 
et  Fintégrale  des  forces  vives  n'existe  pas. 

Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure,  en  prenant  pour 
OZ  la  verticale  inférieure,  on  a,  comme  on  Fa  tol^V  =  pz  =^  mgz^ 

et  l'intégrale  des  forces  vives  est  -^  mv^=  mgz  +  const.,  ou 

v*  =  ^gz  -f-  const., 
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soit  que  le  point  soit  libre  oa  assajetti  à  rester  sur  une  surface 
ou  une  courbe.  S'il  est,  par  exemple,  sur  une    ^  3 

courbe  AwB,  supposons  qu'on  l'abandonne  sans   t  1 

vitesse  initiale  en  A,  en  comptant  les  z  à  partir  V_I^ 
de  ce  point;  on  aura  alors  v  =  0  pour  ^  =  0  ou  v*  =  2gZy  z  étant 
à  chaque  intant  la  distance  verticale  du  mobile  m  au-dessous  du 
point  A  ;  v  diminue  quand  le  point  remonte  et  s'annule  quand  il 
arrive  en  B  au  niveau  primitif,  de  sorte  qu'alors  il  revient  en  A, 
et  oscille  ainsi  entre  A  et  B.  Physiquement  ce  mouvement  régulier 
n'est  pas  réalisable  ;  il  s'amortit  peu  à  peu  par  suite  du  frotte- 
ment, de  la  résistance  de  l'air,  etc. 


66.  Pendule  simple.  Pendule  eyeloldal.  —  Le  second 
n'a  pas  l'importance  pratique  du  premier,  mais  par  la  simplicité 
des  résultats,  il  est  un  exemple  remarquable  du  mouvement  sur 
une  courbe.  Nous  examinons  les  deux  mouvements  à  la  fois,  parce 
que  la  méthode  et  les  calculs  sont  semblables. 

La  cycloïde  est  décrite  par  un  point 
M  d'une  circonférence  de  centre   C, 


de  rayon  a,  roulant  sans  glisser  sur 
une  droite  AD  ;  nous  la  supposerons 
dans  un  plan  vertical,  AD  étant  ho- 
rizontale, et  nous  prendrons  pour  origine  0  le  point  de  contact  à 
l'instant  où  le  point  décrivant  M  est  au  bas  du  cercle  sur  la  verti- 
cale OZ  ;  OX  est  placé  sur  OD. 

Dans  une  autre  position  du  cercle,  le  point 
de  contact  primitif  étant  en  N,  M  sera  sur 
le  diamètre  MCN;  soit  alors  0  l'angle  de 
CM  et  de  la  verticale  OZ'  du  point  de  con- 
tact actuel  0'. 

On  a  00' =  arc  ON  =  aO ;  pour  l'origine  C  les  coordonnées 
polaires  de  M  sont  a  et  6;  ses  coordonnées  x  et  z  sont  ainsi 
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a  sin  6,  a  cos  6  ;  pour  l'origine  0  elles  deviennent  par  conséquent 


a;  =  a  (6  +  sin  6), 


2  =  a  (1  4-  cos  6). 


En  éliminant  Ô  entre  elles  on  aurait  l'équation  de  la  courbe  entre 
X  et  ^,  mais  il  vaut  mieux  les  conserver  sous  la  forme  précédente 
en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  0.  Au  point  D  où  la  courbe  se 
termine  on  a  Ô  =  tt,  ^  =  o,  et  par  suite^OD  =  OA  =  7ra  ;  en  rem- 
plaçant 6  par  —  6,  X  change  de  signe,  et  z  reste  le  même  ;  ainsi  en 
faisant  varier  0  de  o  à  —  tt,  les  mêmes  formules  donnent  tous  les 
points  de  l'autre  moitié  de  la  cycloïde,  symétrique  de  la  première 
par  rapport  à  OZ. 

Les  valeurs  de  x,  z  donnent 

(-^y+  (4*T=  a'  (^  +  cose)*+  a* sin»  6,  àx^  f  dî«  =  2a«(i  +  cos 6)^6*. 

Supposons  maintenant,  comme  au  numéro 
précédent,  qu'un  point  mobile  M  soit  assujetti 
à  rester  sur  une  courbe  FM  H  dans  un  plan 
vertical,  partant  de  F  sans  vitesse  initiale,  et 
par  suite  oscillant  entre  F  et  le  point  H  situé 
à  la  même  hauteur.  Ce  mouvement  est  celui  du 
pendule  cyclmdal  si  la  courbe  est  une  cycloïde,  du  pendtde  simple 
si  c'est  un  arc  de  cercle.  Dans  ce  dernier  cas,  0  étant  le  centre 
pris  pour  origine,  on  peut  supposer  que  le  point  y  soit  suspendu 
par  un  fil  OM  de  longueur  l,  et  la  courbe  sera  ainsi  décrite  sans 
frottement. 

Nous  désignerons  par  0  l'angle  ZOM,  écart  de  la  verticale  OZ, 
pris  négatif  à  gauche,  et  par  jl  sa  valeur  initiale  en  F,  nommée 
VampUtiuk,  Pour  la  cycloïde  l'origine  0  et  l'angle  0  seront  défi- 
nis comme  précédemment,  et  a  sera  encore  la  valeur  de  d  en  F. 
L'équation  du  mouvement  est 


(A) 


r«  =  2^(2  —  z,) , 


z  correspondant  à  la  position  M  et  z^  à  F. 


•^ 


1  ^  ' 
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Pour  le  cercle  -s?  est  la  projection  l  cos  9  de  OM  sur  OZ,  d'où 
js — z^=  Z(co8  6  —  cos  a).  En  outre  l'arc  décrit  dans  le  temps  dt 
est  IdB  au  signe  près,  0  pouvant  décroître.  Il  en  résulte 


v  =  ±: 


m 
dt  ' 


et  l'équation  (A)  devient 


i.îî»!  = 


/"  ^  =  2^J(cos  6  —  cos  a). 


Pour  la  cycloïde  ^  =  a(l  +  cos  B\  z^  =  a(l  -f-  cos  a)  ;  de  plus 
on  a  vu  que  dx*  -f-  d:3*  =  2a\l  +  cos  Ô)(20',  d'où 


(;•  = 


'- —  =  2fl«(l  +  cos  6) 


dV 


dt^' 


et  l'équation  (A)  prend  la  forme 


,  dÔ*  cos  6  —  cos  a 

i  +  cos  6 


«-5î  =  ff« 


Les  équations  dans  les  deux  cas  contiennent  l'arc  B  et  cos  6  ; 
pour  qu'il  y  entre  une  seule  inconnue  cos  0  on  doit  les  multiplier 
par  sin"  ô  =  (1  +  cos  6)  (1  —cos  ô),  d'où 

( -^-j- — 1  =  -j-  (cos  6  —  cos  a)  (1  —  cos  6)  (1|+  cos  6)  pour  le  cercle. 
\~~li — )  ~       ^^®  ^  —  cos  a)  (1  —  cos  6)  pour  la  cycloïde. 

Comme  cos  0  oscille  entre  les  valeurs  1  et  cos  œ,  on  doit,  en  pre- 
nant celle-ci  pour  initiale,  substituer 

cos  6  =  cos  a  cos*  u  +  sin*  u  , 

u  étant  toujours  croissant,  ce  qui  donne  pour  la  cycloïde 

[duV      g 
2(4  —  cos  a)  sin  u  cos  tt  —  I  =  -^  (1  — cos  a)  sin*u  X  {i  — cosa)  cos'k, 


OU 


\dt)        Aa 


18* 


wV-3 


-.Al 


.*■■ 


.-', 

% 


ti 


r-.  bi- 


.^^' 


^;s 
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et  pour  le  cercle 

Ainsi  ponr  la  cycloïde,  u  étant  croissant,  on  a 


rfw         k  /   9 


1/ 


dt         y    Aa  ' 

Ot  les  valeurs  o,  -5-  ir,  tt  de  w  correspondent  à  cos  6  =  cos  a, 

1,  cos  a,  c'est-à-dire  à  F,  an  point  le  plus  bas,  et  à  H,  de  sorte 
que  w  =  0  quand  f  =  0.  Il  en  résulte 


"=Vi' 


sans  addition  de  constante;  si  T  est  la  durée  de  l'oscillation  ou 
du  trajet  FH,  on  a 


'='\/i-     '-\/t 


Ainsi  les  oscillations  sont  rigoureusement  isochrones,  leur  durée 
étant  indépendante  de  Pamplitude.  Pour  le  cercle,  en  substituant 
la  valeur  de  cos  0  dans  l'équation  (B),  on  a 

r ^  /  ST  du 

V  9    dt=  ^ 


1^  i  +  cos  a  cos*  u  +  sin'  u 

expression  qui  ne  peut  s'intégrer  sous  forme  finie,  mais  seulement 
en  série,  et  (celle-ci  doit  être  ordonnée  suivant  les  puissances 
d'une  petite  quantité.  Or  en  nous  bornant  d'abord  au  cas  où  les 
oscillations  sont  très  petites,  cos  a  diffère  peu  de  l'unité  ;  la 
petite  quantité  est  donc  1  —  cos  a.  et  nous  devons  substituer 
coSj  a  =  1  —  (1  —  cos  a)  ;  on  trouve  ainsi  en  divisant  haut  et  bas 
par  /"2", 
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.  /3        1  —  C08  a         .   1   ^  t  ' 

en  posant  p  =  — -  —  =  sm'  ^   a,  on  aura  en  série 

1/  4"  rf^  =  " -  =  du  I  /lo  +  /i|3  cos»  u  +  ^,9'  cos*  u  +  etc.  L      . 

y   *      vi  — pcos'u      L  j 

i 

A^,  A,,  etc.,   étant  les  coefficients  du  binôme  pour     .  ou 

-  j. 
(1  —  rc)  *,  c'est-à-dire 

1.1  I.         *  I.       *  3  .         1.3.5     ■ 

En  intégrant  et  remarquant  que  u^=o  pour  <  =  o,  on  trouve 


ï/  -y-  =  Aj^M -+- /i,p  I     cos* mitt  +  etc. 


OÙ  Ton  substituera 


(^  r**  /l       1         \        i         1 

I    cos'  udu  =  I      I   -    -f-  —  cos  2m  I  dtt  =  —  t*  +  -7-  sin  2tt,  etc. 

La  durée  T  de  l'oscillation  se  trouve  en  remplaçant  u  par  tt, 
ou  en  intégrant  de  o  à  tt.  Pour  cela,  posons 


/ 


cos       udu  =  7C  I     , 


91  étant  un  entier  quelconque  positif  ou  nul  ;  la  série  intégrée  sera 

(/■y-  T  =  T:(hX  +  ^pi,  +  K^V+  etc.). 

Pour  trouver  I,»  on  a 

—  l^sm  tt  cos  «^  =  COS  u  —  (2n  4*  i)  cos    u(l  —  cos'  m)  = 

=  (2n  "f-2)  cos**     *  M  —  (^2n  +  1)  cos*"  u. 
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En  multipliant  par  du,  intégrant  de  o  à  ir,  sinw  cos*"  "^  *  u  s'an- 
nale  aox  deux  limitas,  et  en  divisant  par  ir^  il  en  résulte 

En  posant  »  =  o,  1,  2,  etc.,  on  en  tire 

^1  —  y  h*        *»  —  "4"  ^  ""  2T4  "'         '  ""  6     '  ""  2.4.6  "^^ 

Or  I^  =  —  i''  du=  1  ;  de  la  sorte  fl„  I,,  I,,  etc.,  sont  les  mê- 
mes que  A„  A,,  A„  etc.,  et  l'on  a 

l/  -|-  T  ==  7c(/i,'  +/i,'p  -H  /^,*P*  +  etc.) 

et  en  y  remettant  les  valeurs  de  jS,  A^,  fe^,  etc., 

^  -  '  (/y  ['  +  (t)'  ™-  T  '  +  (î;  i)*  *  I  "  +  *■]  • 

On  voit  maintenant  que  la  série  est  convergente  quel  que  soit  a  ; 
d'ailleurs  non  seulement  la  suspension  par  un  fil  ne  permet  pas  de 
prendre  a  >  90"^,  mais  a  est  très  petit  dans  toutes  les  applica- 
tions de  cette  formule,  de  sorte  qu'on  peut  négliger  oc*  ;  comme 

1  1  i   / 1      \' 

sin-^a  =  -^a  —  ~â~\~^^  )  +  ^^^-y  ^°  ^^^*  ^^^^^  remplacer 

1  / 1     \* 

sin*  Y'  «  P*^  (  "q-  «  )  d'où  résulte 


-"[/K'+w)-. 


a. 

le  terme  -r^  se  nomme  la  correction  d'amplitude. 

Si  les  oscillations  sont  assez  petites  pour  qu'elle  soit  négli- 
geable, la  durée  est  indépendante  de  l'amplitude.  Il  ne  faut  pas 
confondre  cet  isochronisme  avec  celui  des  oscillations  d'une  pen- 
dule ;  celles-ci  ne  sont  isochrones  que  parce  que  l'amplitude  est 
constante  ;  c'est  la  répétition  d'un  mouvement  identique.  Si  elle 
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varie  un  peu,  comme  elle  n'est  pas  très  petite,  la  durée  change. 
Mais  la  marche  de  la  pendule  ne  dépend  que  de  la  durée  moyenne. 

67.  Recherche  de  la  brachystochrone.  —  Ou  nomme 
ainsi  la  courbe  joignant  deux  points  donnés  A,  B,  et  telle  qu'un 
point  pesant,  partant  de  A  sans  vitesse  initiale,  et  contraint  de 
suivre  la  courbe,  arrive  en  B  dans  dans  le  temps  T  le  plus  court. 
Nous  supposons  la  courbe  dans  un  plan  vertical  ;  B  est  moins  élevé 
que  A,  sans  quoi  il  ne  pourrait  être  atteint. 

Prenons  A  pour  origine,  AZ  étant  la  verticale  inférieure,  et  AX 
dirigée  du  côté  où  se  trouve  B.  La  valeur  de  T  se  tirera  de  l'équa- 
tion V*  =  2gz  ;  parmi  toutes  les  lignes  allant  de  A  en  B,  il  y  en  a 
certainement  une  pour  laquelle  T  est  minimum;  mais  pour  cette 
comparaison,  ne  sachant  rien  de  la  courbe  cherchée,  nous  devrions 
admettre  comme  possibles  toutes  les  formes,  même  celles  qui  pré- 
senteraient des  angles  ou  pour  lesquelles  x  tantôt  croîtrait  tan- 
tôt décroîtrait  entre  A  et  B,  etc.  Comme  ces  singularités  de  forme 
rendraient  le  calcul  moins  simple,  il  convient  de  les  exclure  con\me 
il  suit  :  [-V 

Partageons  un  arc  CMD  quelconque  de  la  courbe  en 
éléments  MN  ;  chacun  est  plus  grand  que  sa  projection 
M'N'  sur  la  corde  CD;  si  en  même  temps  il  est  plus 
élevé  comme  dans  la  figure,  z  est  plus  petit,  et  il  serait 
parcouru  avec  une  vitesse  moindre  que  M'N'  ;  par  suite  la  durée 
totale  serait  diminuée  si  le  point  suivait  la  corde  au  lieu  de  l'arc, 
ou  parcourait  LCM'L'.  Il  en  serait  de  même  si  la  corde  était 
verticale,  la  vitesse  étant  alors  la  même  en  MN  et  en  M'N'.  Ces 
deux  dispositions  sont  donc  impossibles  pour  la  courbe  cherchée. 
La  seconde  nous  indique  que  x  ne  pourra  nulle  part  être  décrois- 
sante entre  A  et  B,  et  la  première  que  la  courbe  est  partout 
concave  en  dessus. 

Si  la  courbe  présentait  un  angle  en  E,  soit  2x  celui 
des  tangentes  ;  en  prenant  des  cordes  EC       ED  =  h, 
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€t  supposant  h  très  petit,  le  rapport  de  la  corde  CD  à  l'arc  CED 
<;onvergerait  vers  sin  oc,  et  la  vitesse  serait  sensiblement  la  même 
sur  la  corde  et  sur  l'arc;  ainsi  pour  une  valeur  finie  de  A  la  durée 
du  trajet  serait  abrégée  si  le  point  suivait  la  corde  et  non  l'arc. 
La  courbe  cherchée  n'a  donc  pas  d'angle;  en  outre  js^  ne  peut 
passer  par  un  minimum,  ce  qui  produirait  une  convexité  au- 

^    dessus  ;  ainsi  ou  z  croît  sans  cesse  de  A  en  B, 

ou  z  croît  de  A  en  E,  puis  décroît  de  E  en  B. 


^        Ce  dernier  cas  étant  moins  simple,  nous  sup- 
^  ^  poserons  que  ce  soit  celui  de  la  courbe  cher- 

<;hée  ;  le  calcul  qui  suit  s'appliquera  aisément  au  premier  cas,  en 
supprimant  les  particularités  relatives  au  point  E. 

Considérons  x  comme  fonction  de  s  et  soit  -  -  =  rc'  ;  on  a 

dz 

€Uf  signifie  l'accroissement  de  z  d'un  point  à  un  autre  dans  le 
sens  du  mouvement  ;  ainsi 

V  ig  (Il  =^      [__      , 

V  z 

pourvu  que  dans  la  portion  EB  où  dz  est  négatif,  on  prenne 
V^l  +  X*  avec  le  signe  — ,  l'accroissement  dt  étant  toujours  posi- 
tif. Il  en  résulte  pour  la  durée  totale  T 


V  2.7  T  =  1     Pdz,  où   P  =  ^  VJl^-  , 


/ 

h  est  la  valeur  de  -2^  en  B  ou  la  valeur  finale  de  ^,  qui  peut  dans 
l'intervalle  croître  au  delà. 

Nous  supposons  que  la  courbe  rend  T  minimum  ;  cette  durée  ne 
peut  donc  qu'augmenter  si  l'on  altère  un  peu  la  courbe  en  rem- 
plaçant pour  chaque  point  la  valeur  de  x  par  x  +  du^  a  étant  une 
constante  très  petite,  et  u  une  fonction  de  z  choisie  à  volonté  ; 


285 

mais  nous  supposerons  u  =  o,  soit  en  A  et  B  où  rr  a  une  valeur 
déterminée,  soit  dans  l'intervalle  FF  de  deux  points  très  rap- 
prochés de  part  et  d'autre  du  point  E  où  a/  devient  infinie.  Alors^ 

en  posant  —  =  u'  et  négligeant  a',  sf  se  change  en  x'  +  au'  et 

Pen 

P  +  Qau',oùO  =  (^)  = 


V  ^(i  +  X')  • 


L'accroissement  de  ^^  T  est  ainsi 


CL  I     Qudz . 


Si  cette  expression  n'était  pas  nulle,  a  étant  très  petit,  elle 
l'emporterait  sur  les  termes  négligés  en  oc%  a',  etc.,  et  en  prenant 
ex  positif  ou  négatif,  T  serait  tantôt  augmenté,  tantôt  diminué, 
contrairement  à  l'hypothèse.  La  courbe  cherchée  doit  donc  satis- 
faire la  condition 

0  =  /  *  Qu'dz  =  jQdu  =  fld.Qu  —  udQ). 

Or  w  =  0  de  F  en  F,  et  en  intégrant  de  A  à  F,  de  P  à  B  on  a 

jd.Qu  =  0, 
u  étant  nulle  à  ces  limites.  Il  en  résulte 


/ 


A     dO  , 
M    ,     dz  =  0. 
dz 


Si  en  un  point  de  la  courbe  -  n'était  pas  nulle,  on  pourrait 
prendre  îi  =  o  partout  excepté  dans  le  voisinage  de  ce  point,  où 
ti  et  —  auraient  un  signe  constant,  et  la  condition  précédente  ne 
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serait  pas  satisfaite.  On  a  donc  en  tout  point  de  AF,  BFV^'  res- 
tant finie, 

-—  =  0,      U  =  const.,    ou    - =  const.,  -— — —  =  const. 

La  constante  est  la  même  sur  les  portions  AF,  BF'  ;  car  en  faisant 
converger  F  et  F  vers  E,  cd  pour  ces  points  croîtra  à  l'infini,  et 

approchera  de  la  même  limite 


L'équation  de  la  courbe  cherchée  est  donc  l'intégrale  de 

y. —    __  1  _  2tt,     ou     -^ =  2a, 

x""  dx*  • 

a  étant  une  constante.  Or  pour  la  cycloïde  nous  avons  trouvé 

z  =  a(\  +  cos  6),     dx  =  a{\  4-  cos  e)'/e,     dc^  f  dz^  =  2a«(1  +  cos0)d9*. 

valeurs  qui  satisfont  l'équation,  et  il  en  serait  de  même  en  suppo- 
A  0  sant 

7       7  X  =  a(()  4-  sin  G)  +  h, 

D 


^    b  étant  une  constante  arbitraire.  L'intégrale 

8  complète  de  l'équation  représente  donc  une 

cycloïde,  l'origine  des  coordonnées  étant  en  un  point  arbitraire  de 

la  droite  ÂD.  Mais  nous  avons  supposé  l'origine  en  A  et  en  ce 

point  on  &  fi  =  —  tt.  La  durée  est  ainsi 


j^j_    rV^  +  ^-\._    1 


V  2(? 


J     V  *         V  ^9  J  y 


où  9  +  '^  ^st  l'angle  de  rotation  du  cercle  générateur  depuis  le 
point  A  jusqu'à  la  position  correspondant  à  B.  Les  points  A  et  B 
étant  donnés,  il  leur  correspond  toujours  une  cycloïde  ;  en  effet, 
menons-en  une  quelconque  partant  de  A  et  coupant  AB  en  B'  ;  il 
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suffira  de  changer  son  rayon  dans  le  rapport  de  AB'  à  AB  pour 
que  le  point  B'  vienne  en  B. 

68.  Pendule  conique.  —  Plus  généralement  considérons 
d'abord  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  surface  de  révo- 
lution ayant  son  axe  vertical  ;  en  le  prenant  pour  l'axe  OZ  dirigé 
de  haut  en  bas,  on  a  par  le  principe  des  forces  vives 

c  étant  une  constante.  En  outre  on  peut  regarder  le  mobile  comme 
libre  en  joignant  à  son  poids  la  pression  de  la  surface.  Or  ces 
deux  forces  sont  dans  un  même  plan  avec  l'axe  ;  leur  moment  par 
rapport  à  OZ  est  donc  nul  et  en  désignant  par  X,  Y  la  somme  de 
leurs  projections  sur  OX,  OY,  il  en  résulte  xY  —  yX  =  o.  On  a 
vu  au  numéro  57  que  cette  relation  a  pour  conséquence  l'inté- 
grale des  aires,  et  que  celle-ci  peut  s'écrire 

""    dt        ^  ' 

d  étant  une  constante,  et  r,  cp  les  coordonnées  polaires  de  la  pro- 
jection du  mobile  sur  le  plan  des  ocy. 

Nous  laisserons  de  côté  le  cas  où  l'on  aurait  c'  =  o  ;  si  r  était 
constamment  nul  le  point  se  mouvrait  sur  OZ,  et  tant  que  cela 

n'aurait  pas  lieu,  il  faudrait  supposer  J-  =  o,    rp  =  const.  ;  le 

mouvement  s'effectuerait  alors  dans  un  plan  vertical  invariable, 
deviendrait  celui  du  pendule  ordinaire  sur  une  courbe  donnée 
quelconque. 

En  permutant  OX,  OY  entre  eux,  on  change  le  signe  de  d,  que 
nous  pourrons  par  suite  supposer  dans  tous  les  cas  positif  et  diffé- 
rent de  0. 

Les  relations  a;  =  r  cos  y,  y  =  r  sin  9  donnent 

di'  dl'  dt^       dt*  ' 


' 
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et  en  substituant  dans  l'intégrale  des  forces  vives  la  valeur  de 

f  -^  \  tirée  de  celle  des  aires,  on  aura  pour  les  équations  du  mou- 
vement 

auxquelles  on  devra  joindre  l'équation  de  la  surface.  La  seconde 
équation  montre  que  r  ne  s'annulera  jamais,  ou  du  moins  il  fau- 
drait pour  cela  que  z  fût  infini. 

Le  mouvement  devient  celui  du  pendule  coniqtie  quand  la  sur- 
face est  sphérique  ;  on  peut  alors  supposer  le  mobile  suspendu  au 
centre  O  par  un  fil  de  longueur  2,  rayon  de  la  sphère  ;  en  prenant 
le  centre  pour  origine,  désignant  par  h  l'angle  du  fil  et  de  la  ver- 
ticale, on  a  r  =  Z  sin  d,  ^  =  Z  cos  6,  et  en  substituant  ces  valeurs, 
les  équations  deviennent 

d^L  d(i^  .  c'« 

dt  dn         ^  l^  sm»  e 

Dans  la  seconde  il  est  préférable  de  mettre  2gl  en  facteur 
commun  au  second  membre,  en  remplaçant  c,  d*  par  les  nouvelles 
constantes 


k  étant  positif  comme  d.  On  troave  ainsi 

(1)  sin'0-$  =  *  l/M, 

dt        y  i 

TT  =  -r    cos  0  +  A  —  -.  ,  J  , 

D  entre  dans  la  seconde  les  quantités  variables  6,  ces  Ô,  sin  3, 
qu'on  doit  évidemment  réduire  à  une  seule,  en  posant  cos  Q  =  x; 

l'équation  multipliée  par  —  sin'  9  prend  alors  la  forme 
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L'expr^essioD  f(ix>)  doit  être  positive  pendant  le  mouvement  ;  eUe 
l'est  certainement  pour  les  conditions  initiales  correspondant  à 
hy  ftj  d^aïitre  part  eUe  est  négative  pour  x=  ±  1^  valeurs  extrê- 
mes de  X  ou  cos  0.  L'équation  f{x)  =  o  doit  donc  avoir  un  nombre 
pair  de  racines  comprises  entre  ces  limites  ;  par  suite  il  y  en  aura 
nécessairement  deux  a  et  6,  et  x  doit  rester  dans  leur  intervalle 
pour  que  f{x)  soit  positif.  Comme  on  l'a  vu  au  numéro  52,  en  sup- 
posant 6  >  a,  a;  ne  fait  tour  à  tour  que  croître  sans  discontinuer 
de  a  à  fe,  ou  décroître  de  même  de  bha. 

On  a  f(x)  >  0  quand  x  est  négatif  très  grand,  f{x)  <  o  quand 
X  ==  —  1  ;  ainsi  l'équation  f{x)  =  o  a  une  troisième  racine  néga- 
tive —  Cj  c  étant  positif. 

D'après  ce  qui  précède,  h,  k  ne  sont  pas  quelconques,  mais 
telles  que  les  racines  a,  b  existent,  et  celles-ci  étant  les  constantes 
naturelles  de  la  question,  il  convient  de  les  employer  au  lieu  de 
h  et  k.  On  pourrait  exprimer  ces  dernières  en  fonction  de  a,  fe,  au 
moyen  des  conditions  f(a)  =  o,  f[b)  =  o  ;  mais  on  le  fera  plus 
simplement  en  remarquant  que  f{x)  est  divisible  par  x  —  a,  et  le 
quotient  par  x  —  b,x-\-c]  de  la  sorte,  le  premier  terme  de  f{x) 
étant  —  a;',  on  a  à  la  fois 

—  f{x)  ={x  —  a){x  —  h)  (j;  -}-  c)  =  (x^  —1)  {x  +  h)  +  k\ 

et  dans  cette  identité  par  rapport  à  x,  on  peut  égaler  les  coeffi- 
cients des  puissances  sepiblables  ;  pour  la  première  on  trouve 

ab  —  ae  —  hc  =  —  1  , 

qui  donne  c  ;  quant  aux  autres  la  valeur  de  h  est  inutile,  et  celle 
de  k  s'obtient  plus  simplement  en  posant  x  =  1  dans  l'identité.  On 
trouve  ainsi 

i  4-  ab  

Comme  a  et  6  sont  compris  entre  +  1 ,  1  +  ^^  ^st  positif  ;  il  en 
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est  de  même  de  c  et  par  suite  de  a  -(-  &?  de  sorte  que  a  et  6  ne 
sont  pas  complètement  arbitraires. 

D'après  le  numéro  52,  a;  oscillant  entre  a  et  6,  on  doit  pour 
l'intégration  substituer 

X  =  a  cos*  u  -\-  h  sin'  u , 

u  étant  toujours  croissant  avec  le  temps,  et  «*  =  o  correspondant 
à  ic  =  a.  Il  en  résulte 

f(^x)  =  (6  —  x)(x  —  a)  (a;  +  c)  =  (6  —  a)  cos'  u(h  —  a)  sin'  t»  (x  +  c)  ; 

en  substituant  les  valeurs  àef{x)  et  x  dans  l'équation  (2),  et  divi- 
sant par  (6  —  ay  sin*  u  cos'  u  on  trouve 

il      du* 

—  -  -r-r  =  (a;  +  c)  =  c  +  fl  cos*  u  A-  h  sin*  u  , 
g        dt* 

On  ne  peut  intégrer  cette  équation  sous  forme  finie,  mais  bien 
en  série.  En  posant  a  =  cos  ô',  b  =  cos  Ô",  on  a  9'  >  &\  puisque 
a  <  6  ;  ainsi  (f  est  le  maximum  de  l'angle  9  et  9"  son  minimum. 
Si  d'abord  nous  supposons  faible  l'étendue  de  l'oscillation,  &  et  9" 
seront  de  petits  angles,  et  a,  b  différeront  peu  de  l'unité.  En  posant 

i  1 

(i)  sin  g    e'  =  a.  sin-2-e"  =  p, 

on  a  a  =  1  —  2ol%  b  =  1  —  2(3*,  et  c'est  suivant  les  puissances 
de  a  et  |3  qu'il  convient  d'ordonner  la  série.  Les  valeurs  de  a,  b 
donnent 

x  =  a  cos*  u  -i-  6  sin^  u  =  1  —  2*,     où    s  =  a'  cos"  m  +  p*  sin'  u, 

de  sorte  que  5  est  très  petit.  Nous  avons  donc  à  intégrer 

2[du*=^+c    ou     dt==i/^  .-       ^" 
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en  remarquant  que  u  est  croissant  et  -^  positif.  On  a  ensuite  d'a- 
près les  valeurs  de  a,  h, 

_  1  +  at»      2  —  2a'  — 2p'  +  4a'p' 
""  0+6  —        2_2a*— 2p» 

et  comme  c'est  1  -j-  c  qai  entre  dans  l'éqnation  précédente  et  dans 
la  valeur  (3)  de  k,  il  est  plus  simple  de  poser  1  -|-  c  =  2/*,  de 
sorte  que 


(5)  f=l  + 


1  —  a'  —  p*  ' 


quantité  peu  supérieure  à  l'unité,  d'équation  ci-dessus  se  réduit 
ainsi  à 


(6)  i/  -L.it=      ~^_     où    »  =  a'co8'u-t-p'sin'«. 

y  *      v7— » 

D'après  les  valeurs  de  a,  6,  c  +  1,  la  formule  (3)  devient  de 
même 

et  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  dt  et  de  A;  dans  la  for- 
mule (1)  on  aura 

•  ..j         *  /"â'dtt       4aB/T.  au 
sm"  ôdcp  =  —^  =  — '^  ^    ^    . 

En  outre,   on  a   remplacé  cos  9  ou  a;  par  1  —  2s,  d'où 
sin*  0  =  1  —  (1  —  25)*,  et  par  suite 

(7)  A.=     -^VT.àu 


r 


Supposons  maintenant  6',  H"  de  grandeur  quelconque,  mais  satis- 
faisant la  condition  a  +  &  >  o  ou  cos  ô'  +  ^^s  6"  >  o,  que  nous 
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avons  vu  être  nécessaire  ;  elle  sigiûfie  que  ^'  est  aigu  et  Ô'  <  ar  —  &"  ; 
d'ailleurs 

cette  quantité  étant  positive  la  valeur  (5)  de  f  dépasse  l'unité  ; 
celle  de  «  étant  comprise  entre  a"  et  jB*,  on  a  toujours  —  <  1  ;  or 

cette  condition  est  suffisante  pour  que  — .  ou  {f  —  s)  ^    soit 

y/  ^-9 

exprimable  en  série  convergente,  et  il  en  sera  par  suite  de  même 
des  intégrales  des  formules  (6)  et  (7)  ;  toutefois  nous  continuerons 
de  supposer  que  a  et  j3  sont  de  jpetits  nombres,  de  façon  à  pouvoir 
négliger  les  termes  qui  les  contiennent  au  quatrième  degré. 
En  substituant  dans  les  formules  (7)  et  (6)  les  développements 

de  — = —  et  7 en  série,  on  a 


ou 


En  négligeant  les  termes  du  quatrième  degré  par  rapport  à  a,  /3, 
on  a  /*  =  1  d'après  la  valeur  (5),  et  en  remarquant  que  s  est  du 
second  degré,  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 


à^ 


^/N4a?.u.         f/i*=(l+-f)<i«. 


Nous  avons  vu  que  la  valeur  w  =  o  correspond  à  a;  =  a  ou 
a  ==ff]  supposons  qu'on  ait  alors  f  =  o,  cp  =  o  ;  l'instant  d'un 
maximum  d'écart  de  la  verticale  sera  ainsi  l'époque  initiale,  et  en 
substituant  la  valeur  de  5  les  équations  ci-dessus  donneront 


2d3 


,     3      „        '.  /•«  afirfu 

f=y  +  ^a?u,    où    y=J^    ____.,-^^ 

A    ,  a*  +  p*\    .    a«  — p«   . 
=  u  (  1  -j -—-  I  +  — -Ï--  sin  u  cosu  . 

La  durée  d'oscillation  T  est  le  temps  aa  bout  duquel  le  mobile 
est  revenu  au  point  le  plus  élevé,  ou  6  à  son  maximum  &  ;  il  cor- 
respond à  ?i  =  TT  ;  au  degré  d'approximation  auquel  nous  nous 
arrêtons  on  a 


d'où  résulte 


T=.|/A(,+ 


g't      _|^    g-« 


en  supposant  0"  =  o,  le  mouvement  devient  celui  du  pendule 
simple,  et  la  valeur  de  T  coïncide  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  au  numéro  66. 

La  valeur  de  l'expression  y,  en  divisant  haut  et  bas  par  a*  cos*  w, 
peut  s'écrire 

^  "^  1       ~    7  &  "  \^    !    '^^^  *^"8  (  f"  ^"^  "    ' 

de  sorte  que  tang  y  =   '^  -  tang  e^.  Il  faut  remarquer  que  u  =si  o 

et 

correspond  à  y  =  o,  et  que  y  croît  constamment  avec  u;  ainsi 
pour  u^  ^  on  SL  y  =  ^-7  et  quand  w  croît  au  delà,  y  augmente 
de  même.  Par  conséquent  3/  et  e^  sont  toujours  compris  dans  le 

même  quadrant,  et  toutes  les  fois  que  u  devient  un  multiple  de  t.  , 

y  lui  est  égal. 

3 

En  négligeant  le  quatrième  degré,  on  peut  dans  le  terme  ^-  c/^ 
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remplacer  u  par  la  valeur  au  second  degré  près,  ou  par  ^  1/  -f"  » 
et  celle  de  <p  devient  ainsi 


-i.p|/^ 


T=  ¥-aPI/   -T-^  +  2/- 


Si  l'on  néglige  le  terme  en  «^  ou  que  l'on  pose  <p  =  y,  on  aura 

i  3 

cp  =  t*  quand  «*  =  o,  -^  -rr,  tt,  —  tt,  etc.,  de  sorte  qu'au  bout  d'une 

double  oscillation  le  mobile  sera  revenu  au  point  de  départ  ;  la  tra- 
jectoire est  alors  rentrante,  et  sa  projection^sur  le 
plan  des  xy  est  de  forme  ovale,  ayant  pour  centre 
l'origine  0.  En  supposant  que  A  soit  la  position  ini- 

tiale  et  que  M  corresponde  à  u^  on  aura  OM  =  V  sin*  6  ;  on  a 
vu  que  sin'  9  =  1  —  (1  —  2s)*  ;  en  négligeant  le  quatrième  degré 
il  en  résulte  OM  =  21  y  T  ;  l'angle  polaire  AOM  =  y  ;  d'ailleurs 

S  a  cos  M  .8  sin  m 

tang  y  =   --'  tang  u,  cos  y  =  — -  .  ,  sin  y  =  *  — —  . 

a  V  s  V  8 

d'où  résulte 

OM  cos  y  =  lia  cos  u,  OM  sin  y  =  2Ip  sin  u. 

Ce  sont  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M,  rapportées  à 
des  axes  OA,  OB  ;  on  en  conclut  aisément  que  le  lieu  des  points 
M,  ou  l'ovale,  est  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes  OA  =  2?a, 
OB  =  2lf6. 
On  passe  de  l'hypothèse  précédente  au  mouvement  exact  en 

supp^ant  rang.epo.aire  vc«„..amme„,  augmenté  de  f  ^  j/f ,; 

ainsi  pendant  qu'en  projection  le  mobile  circule  comme  ci-dessus 
sur  l'ellipse,  l'axe  OA  tourne  en  même  temps  autour  du  point  0, 
dans  le  sens  du  mouvement,  avec  une  vitesse  angulaire  constante 
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69.  Théorie  du  ehoe.  —  Propriétés  des  qtmntités  de  mo?€' 
vement.  —  On  nomme  quantité  de  7)iouvement  d'un  point  matériel 
le  produit  mv  de  sa  masse  par  sa  vitesse  ;  s'il  s'agit  d'un  corps  ce 
terme  doit  s'entendre  de  son  centre  de  gravité  et  dé  la  vitesse  de 
ce  centre.  En  tous  cas  on  peut  figurer  la  quantité  de  mouvement 
comme  la  vitesse  par  une  droite  tangente  à  la  trajectoire,  et  dont 

,  .       .  .  dx         dy         dz 

les  projections  sont  par  suite  m  -r-,  m  -~,  m  -.   . 

Si  l'on  désigne  par  m,  m',  m'\  . .  les  masses  de  plusieurs  points, 
par  x^  y,  ^,  x'  y\  etc.,  leurs  coordonnées,  par  a?,,  y,,  z^,  celles  de 
leur  centre  de  gravité,  par  M  sa  masse  m  -|-  m'  +  m"  -f- . . . ,  on  a 

mu  I  /     .      .  m«    ^^\  ^  ,    dx'      . 

mx,  =^  mx  -f-  mx  +  etc.,        M  -j-^  =  m  — — [-  m  --   -f-  etc.  ; 

dt  dt  di 

ainsi  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité sur  un  axe  est  la  somme  de  celles  des  quantités  de  mouvement 
des  divers  points.  Cette  somme  reste  constante  si  aucune  force 
extérieure  n'agit  sur  le  système,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité étant  alors  rectiligne  et  uniforme. 

Application  au  choc,  —  Le  choc  est  supposé  ici  entre  deux  soli- 
des entièrement  libres.  Lorsqu'ils  viennent  à  se  rencontrer  il  se 
développe  entre  eux  une  répulsion  énergique  /  perpendiculaire  au 
plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  au  point  de  contact, 
nommé  plan  du  choc  ;  elle  est  accompagnée  d'une  déformation  en 
général  très  faible  en  ce  point.  Les  vitesses  changent  alors  nota- 
blement, et  d'une  façon  tellement  rapide  que  pendant  ce  temps  il 
n'y  aucun  déplacement  sensible  des  corps,  et  en  outre  que  l'effet 
des  forces  extérieures,  de  la  pesanteur,  etc.,  est  négligeable.  Ces 
deux  circonstances  sont  les  caractères  essentiels  du  choc.  La  ques- 
tion à  résoudre  consiste  à  trouver  autant  que  possible  pour  chaque 
corps  sa  vitesse  après  le  choc,  connaissant  sa  vitesse  antérieure. 

Pendant  le  choc,  dont  la  durée  est  en  général  une  fraction  im- 
perceptible de  seconde,  le  plan  du  choc  reste  invariable,  de  même 
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qne  sa  normale,  direction  de  la  force  f.  Sapposom  Taxe  des  x 
parallèle  à  celle-ci  ;  ses  projections  sur  OY  et  OZ  étant  nulles,  on 

aura  pour  le  centre  de  gravité  C  du  premier  corps  -7§  ~  o^ 

—  =  const.,  et  de  même  -^  =  const.  ;  ainsi  les  projections  de  la 

vitesse  sur  OY  et  OZ  sont  les  mêmes  avant  et  après  le  choc.  Par 
conséquent  si  Von  décompose  la  vitesse  du  centre  de  gravité  au 
premier  corps  en  deux  attires  ^  par alleles  Vtme  à  la  normale  Vautre 
au  plan  du  cJioCj  la  seconde  reste  invariable,  et  il  en  est  de  même 
pour  le  second  corps. 

Soient  ensuite  C,  G  les  centres  de  gravité  des  deux  corps  ;  m,  m! 
leurs  masses;  v^  v'  les  projections  des  vitesses  de  C,  C  sur  l'axe 
des  a;  à  un  instant  quelconque  ;  u  celle  de  la  vitesse  constante  du 
centre  de  gravité  total  ;  a,  a'  les  valeurs  de  v,  ?/  avant  le  choc  ; 
A,  A'  leurs  valeurs  après.  On  aura  constamment,  d'après  les  pro- 
priétés des  quantités  de  mouvement,  les  relations 


t  f 


(l)      mv  -{-  m  V   =i  {m  -\-  m)n,  ^=^  ina  -\-  m  a  ^  h  = 


r       » 


dont  la  dernière  donne  la  valeur  de  u.  En  remplaçant  v^  t/  par 
A,  A,  il  en  résulte 

m(^A  -—  tt")  -}-  m\k'  —  tt)  =  0,  m(M  -  a)  -J-  ^\^  —  ^')  =■'  ^^ 

A  —  u       A' —  u 
u  —  a       u  —  a  ' 

m 

En  désignant  par  e  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports,  on 
aura. 

(2)  A  r—  M  =  6(m  —  a).  A'  —  u  =  e(u  —  o'), 

• 

u  ayant  la  valeur  (1).  Ainsi  la  recherche  de  A,  A'  se  trouve 
ramenée  à  celle  du  nombre  e  ;  or  celui-ci  dépend  à  la  fois  de  la 
forme  des  deux  solides,  et  de  leur  degré  d'élasticité.  Nous  allons 
examiner  le  cas  où  ils  sont  sphériques. 

Œoc  central  de  deuœ  sphères.  —  On  désigne  ainsi  le  cas  où  les 


2d7 

centres  C,  G  de  w,  m!  restent  sur  une  même  ^-^ 

droite,  que  nous  prendrons  pour  OX;  les  ^ — C-^ — \  c   j  ^ 
lettres  v,  t/,  w,  a,  etc.,  désigneront  alors  les  Vl^ 

vitesses  elles-mêmes,  prises  avec  le  signe  -|-  ou  —  suivant  qu'elles 
ont  ou  non  le  sens  OX  ;  nous  supposerons  m  en  avant  de  m'y  et 
pour  qu'il  y  ait  un  choc,  il  faut  que  a'  —  a  soit  positif. 

La  distance  r  des  centres  est  x  —  x'j  x  correspondant  à  C,  et 
a/  à  C  ;  il  en  résulte 

rfr         àx         ix' 

dr 

A  l'instant  où  commence  le  contact   .    ou  a  —  a'  est  négatif  et 

les  centres  se  rapprochent  ;  tant  que  r  diminue  la  compression 
des  sphères  s'accroît  et  la  force  répulsive  agit,  augmentant  v  et 

dr 

diminuant  v'  ;  il  en  est  ainsi  jusqu'à  l'instant  oii      -  =  o,  r  =  v\ 

et  d'après  la  formule  (1),  t;  =  i;'  =  ti  ;  c'est  la  fin  de  la  première 
période  du  choc. 

Si  les  deux  corps  n'ont  point  d'élasticité,  ou  sont  }}arfaHement 
nuniSy  toute  répulsion  cesse  à  cet  instant,  parce  qu'ils  ne  tendent 
point  à  reprendre  leur  forme  primitive.  Ils  continuent  donc  de  se 
mouvoir  réunis,  avec  la  vitesse  commune  m,  en  conservant  leur 
déformation  ;  tel  est  le  cas  de  deux  balles  de  plomb. 

Si  les  sphères  sont  au  contraire  parfaitement  élastiques,  la 
répulsion  a  la  même  valeur  quand  le  degré  d'aplatissement  est  le 
même,  soit  que  celui-ci  se  trouve  dans  sa  période  d'augmentation 
ou  de  diminution,  et  voici  ce  qui  en  résulte. 

Si  dans  un  même  temps  dt  les  centres  parcourent  des  espaces 
dx^  dcd,  le  travail  de  la  force  répulsive  /*,  qu'on  peut  supposer 
appliquée  à  C,  C  est  fdx  pour  C,  et  —  fdd  pour  C  ;  leur  somme 
est  f{dx  —  dil)  =  fdr, 

Ge  travail,  dans  la  première  période  du  choc,  quand  r  éprouve 
une  diminution  infiniment  petite  de  r'  à  r",  est  donc  — f\^r'  —  r")  ; 
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dans  la  seconde  période,  il  viendra  un  instant  où  r  croîtra  de  r"  à  r', 
et  comme  alors  /*  a  la  même  intensité,  le  travail  sera  f^r^  —  r")  ; 
les  deux  ont  une  somme  nulle,  et  en  comparant  ainsi  les  travaux 
élémentaires  correspondant  à  tous  les  changements  de  r,  on  voit 
qu'ils  sont  les  mêmes  en  signe  contraire  dans  les  deux  périodes. 
Ainsi  pendant  la  durée  entière  du  choc  le  travail  total  de  la  force  f 
sur  le  point  C  et  son  travail  sur  C'  ont  une  somme  nulle  ;  or  ils 
représentent  l'accroissement  total  de  la  demi-force  vive  de  C  ou 
C;  leur  somme  étant  nulle  la  force  vive  totale  de  deux  sphères  par- 
faitement élastiques  est  la  même  aidant  et  après  le  choc.  Si  l'élasti- 
cité est  imparfaite,  la  répulsion  a  dans  la  seconde  période  une 
intensité  moindre  que  dans  la  première,  le  travail  négatif  l'em- 
porte, et  par  suite  la  somme  des  forces  vives  des  deux  sphères  est 
moindre  après  qu'avant  le  choc. 
Posons  maintenant 

mA'  -j-  f/i'A''  =  P,  ma*  +  "*'«  *  =  P»  (''*  -f  m')tt"  =  p', 

m{k  —  u)^  +  m\M  —  M)«  =  Q,  m{a  —  uY  +  m\a  —  u)"  =  7, 

de  sorte  que  /),  P,  p  soient  la  somme  des  forces  vives  des  sphères 
avant  et  après  le  choc  et  à  l'instant  de  la  vitesse  commune.  On  a 
d'après  les  formules  (1) 

q  =:  [ma^  -\-  wV*)  -(-  (m  +  m' )m*  —  ^u{jina  -♦-  ma^  =  p -(- p'  —  2p', 

OM  q=  p  —  p\  et  de  même  Q  =  P  — p'  \  or  d'après  les  formules 
(2),  Q  =  eVi,  d'où 

P  — p'  =  e«(p  — p'). 

La  vitesse  du  point  C  a  successivement  les  valeurs  a,  u^  A,  et 
ses  accroissements  u  —  a,  A  —  u  sont  de  même  signe,  la  force 

agissant  toujours  dans  le  même  sens  ;  leur  rapport  —^  ou  e  est 

donc  positif  ;  il  est  nul  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  mous, 
puisque  A  =  u.  S'ils  sont  parfaitement  élastiques  on  a  vu  que 
P  =  ^,  et  la  relation  ci-dessus  donne  alors  e*  =  1 ,  e  =  1  ;  elle 
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donne  e'  <  1  si  l'élasticité  est  imparfaite,  puisque  P  — ^y  <  p  — p\ 
dans  ce  cas  e  est  compris  entre  o  et  1  ;  aussi  pour  le  choc  on 
regarde  le  nombre  e  comme  une  mesure  du  degré  d'élasticité. 

Cfioc  quelconque  de  deux  sphères.  Extension  à  des  corps  non 
sphériques,  —  Dans  le  cas  de  deux  sphères,  en  prenant  toujours 
pour  axe  des  x  la  normale  au  plan  du  choc,  désignant  par  fe,  b'  les 
projections  des  vitesses  sur  ce  plan,  la  force  vive  de  la  première 
sphère  est  m{a^  +  6")  avant  le  choc,  m{A.*  -j-  &*)  après;  son 
accroissement  est  donc  mA'  —  ma%  comme  dans  le  cas  du  choc 
central;  on  a  de  même  r  =  x  —  x'  pour  la  distance  des  centres 
et  dès  lors  tout  ce  que  nous  avons  dit  soit  des  changements  suc- 
cessifs des  vitesses  normales  v,  v\  soit  de  la  valeur  de  6,  reste 
exact  pour  le  choc  quelconque. 

En  outre  pour  obtenir  ces  résultats,  la  forme  sphérique  n'est 
pas  nécessaire  ;  il  suffit  que  les  centres  de  gravité  C,  C'  des  deux 
solides  se  trouvent  sur  la  normale  menée  par  le  point  de  contact 
au  plan  du  choc.  Il  en  est  ainsi  entre  autres  pour  deux  solides  de 
révolution  dont  les  axes  de  figure  resteraient  constamment  placés 
sur  la  droite  OX. 

Dans  ce  cas,  où  rentre  le  choc  central  de  deux  sphères,  il  faut 

remarquer  en  outre  que  les  deux  solides,  même  élastiques,  peuvent 

» 

par  une  cause  quelconque  rester  adhérents  après  le  choc  ;  il  en 
résulte  e  =  o  et  les  formules  sont  alors  les  mêmes  que  pour  des 
corps  mous.  La  diminution  de  force  vive,  comme  on  l'a  vu,  est  dans 
ce  cas 

p  —  p'  =  q  =  m(a  —  uY  -f-  ^^\^  —  w)*, 

c'est-à-dire  la  force  vive  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues,  ou 
aux  changements  de  vitesse  a  —  u^  a'  —  w. 

Si  C  ou  C  n'est  pas  sur  la  normale  au  plan  du  choc,  les  for- 
mules (1)  et  (2)  sont  toujours  exactes,  mais  la  valeur  de  e  ne  peut 
se  conclure  du  degré  d'élasticité  ;  en  eflièt,  les  diverses  phases  de 
la  déformation  ne  dépendent  pas  alors  seulement  des  changements 
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de  V  et  v'  mais  aussi  de  ceux  des  vitesses  de  rotation,  lesquels 
sont  également  brusques. 

Choc  de  deux  sphères  parfaitement  dastiqtiçs.  —  Les  formules 
(2)  où  e  3=  1  donnent 

(.3)  A  ==t  «u  —  a,  A'  =  2w  —  a!. 

Premier  cas.  —  La  sphère  C  est  la  terre  ou  le  sol.  Dans  la 

m' 

valeur  (  1)  de  w,  —  est  infiniment  petit;  elle  se  réduit  ainsi  ku^a^ 

ouu  ^0,  le  sol  étant  supposé  immobile  ;  les  formules  (3)  donnent 

ensuite  A  =  o,  A'  =  —  a\  Figurons  la 
vitesse  horizontale  ou  parallèle  au  plan  du 
p  choc,  avant  et  après  le  choc,  par  D'C  =  C'D> 
la  vitesse  normale  par  a'  —  BC  avant  le 
choc;  elle  sera  l'opposée  CB  après,  et  les  vitesses  absolues  devien- 
nent ainsi  E'C  avant  le  choc,  CE  après  ;  elles  sont  égales,  de 
même  que  les  angles  d'incidence  et  de  réflexion  BC'E',  BC'E.  Si  la 
vitesse  BC  existait  seule,  le  corps  tombant  d'une  certaine  hauteur, 
il  devrait,  en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air,  remon- 
ter à  la  même  hauteur. 

Second  cas,  —  Supposons  les  masses  égales.  Les  équations  (1) 


et  (3)  donnent  alors  u  = 


a 


,  A  =  2u  —  a  =  a\  A'  =  a  ; 


ainsi  les  vitesses  normales  s  échangent  entre  elles.  Si  par  exemple 

m  était  immobile,  soient  GC  la  vitesse  de  C 
avant  le  choc,  DC  et  BC'*ses  composantes 
parallèle  et  normale  au  plan  du  choc  ;  la  se- 
conde sera  transmise  à  C  qui  prendra  la  vitesse 
CE  =  BC,  tandis  que  C  conservera  seulement 
la  vitesse  CF  =  DC. 
Si  DC  était  nulle,  ou  le  choc  central,  C  deviendrait  immobile. 
SI  la  sphère  m  était  remplacée  par  une  série  de  sphères  égales  en 
repos  et  se  touchant  toutes,  chacune  communiquerait  sa  vitesse  à 
la  suivante,  et  la  dernière  partirait  seule  avec  la  vitesse  de  C,  les 
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autres  restant  eu  repos.  L'expérience  dans  ee  cas  est  plus  con- 
forme à  la  théorie  que  dans  celui  d'une  sphère  tombant  sur  le  sol, 
sans  doute  à  cause  de  l'influence  des  mouvements  vibratoires  qui 
accompagnent  toujours  le  phénomène,  et  dans  ce  dernier  cas  se 
dispersent  au  loin. 

70.  Équilibre  mobile  de  rotation*  —  On  observe 
souvent  qu'un  système  matériel  déformable,  tournant  d'un  mouve- 
ment uniforme  autour  d'un  axe  fixe  OZ,  prend  de  lui-même  une 
forme  déterminée  qui  reste  ensuite  invariable.  Il  tourne  alors  au- 
tour de  Taxe  comme  s'il  lui  était  lié  d'une  manière  fixe.  Tel  est  le 
cas  d'une  lame  élastique  RR  formant  une  circonférence,  quand  on 
la  place  en  R'R'  de  façon  que  Taxe  OZ  lui  soit  soudé  en  B,  et 
passe  librement  en  A  par  une  ouverture 
de  la  lame.  Celle-ci,  entraînée  par  la  ro- 
tation de  l'axe,  s'aplatit  d'autant  plus  que 
la  rotation  est  plus  rapide. 

C'est  cette  position  stable  de  la  lame 
ou  de  tout  autre  système  qui  se  nomme  une  position  d'équilibre 
mobile,  et  dont  la  recherche  peut  se  ramener  comme  il  suit  à  une 
question  de  statique.  D'après  le  numéro  50,  en  écrivant  T,  N  au 
lieu  de  T',  N',  on  a 

dv  V* 

T  ==  m  -^,  N  =  m  —  , 

dt  p 

pour  les  composantes  tangente  et  normale  de  la  force  f  agissant 
sur  un  point  ;  ces  équations  font  connaître  la  force  produisant  un 
mouvement  donné.  Si  le  point  doit  parcourir  d'une  vitesse  uniforme 
V  une  circonférence  de  rayon  r,  on  a  pour  le  rayon  de  courbure 

P  =  r,  et  de  plus  ~-  =  o,  d'où  T  =  o  ;  la  force  f  se  réduit  à  N  ; 
elle  est  donc  égale  à  —  et  dirigée  vers  le  centre  du  cercle.  Si  le 
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point  fait  partie  d'un  système  dont  la  vitesse  angulaire  uniforme 
soit  n,  on  a 

Tout  système  peut  être  regardé  comme  un  assemblage  de  par- 
ticules ou  de  points  libres,  entre  lesquels  agissent  des  forces  mu- 
tuelles. Pour  le  point  A  de  masse  m,  soient  cp,  9',  <p", ...  les  forces 
qui  agissent  sur  lui,  soit  extérieures,  soit  provenant  des  points 
voisins.  Puisqu'il  tourne  uniformément,  il  arrive  nécessairement 
que  cp,  cp',  cp",  etc.,  ont  pour  résultante  la  force  N  ci-dessus;  ainsi 
quand  le  système  prend  en  tournant  une  forme  invariable,  elle  est 
telle  que  cette  condition  soit  satisfaite  pour  chacun  de  ses  points. 

On  peut  exprimer  la  même  condition  en  disant  que  les  forces 
cp,  cp',  cp", ...  seraient  équilibrées  par  une  force  N'  égale  et  opposée 
àN. 

Si  au  contraire  le  système  est  en  repos,  il  prend  une  forme 
d'équilibre  telle  que  pour  chaque  point  les  forces  agissant  sur  lui 
se  détruisent.  Supposons  maintenant  qu'en  le  laissant  ainsi  en 
repos,  on  fasse  agir  réellement  sur  tous  ses  points  la  force  N', 
outre  les  [autres  ;  il  prendra  de  lui-même  une  forme  telle  que  les 
forces  N',  cp,  cp',  cp",  etc.,  se  fassent  partout  équilibre  ;  cette  forme 
sera  donc  la  même  qu'il  avait  en  tournant. 

La  force  additionnelle  N'  ou  mn*r  agit  suivant  le  prolongement 
du  rayon  du  cercle  décrit  par  le  point,  et  se  nomme  la  force  cen- 
trifuge. Par  conséquent,  pour  trouver  la  forme  du  système  à  Vétat 
d'équilibre  mobile,  on  doit  chercher  celle  qu'il  prendrait  à  Vétat 
d'équilibre  immobile,  en  supposant  tous  ses  points  animés  de  la 
force  centrifuge,  outre  les  forces  réelles.  Pour  le  ressort  ci-dessus 
par  exemple,  les  forces  centrifuges  tendent  à  éloigner  les  divers 
points  de  l'axe  et  produisent  l'aplatissement  observé. 

La  force  centrifuge  qui  a  été  mentionnée  au  numéro  50  était 
une  force  réelle,  exercée  par  le  point  sur  la  courbe  qu'il  devait 
suivre,  ou  en  général  sur  l'obstacle  qui  le  contraint  à  tourner. 
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Toutes  les  fois  qu'on  considère  cette  force  comme  exercée  non 
par  le  mobile,  mais  mr  lui,  c'est  une  force  fictive.  Dans  le  cas 
actuel  on  suppose  que  cette  force  agit;  c'est  une  hypothèse 
inexacte,  corrigeant  l'erreur  que  l'on  commet  en  regardant  le 
système  comme  immobile  pour  calculer  sa  forme  d'équilibre. 

Prenons  pour  exemple  une  masse  d'eau  con- 
tenue dans  un  vase  tournant  avec  une  vitesse 
angulaire  uniforme  n  autour  d'un  axe  vertical 
OX  ;  la  forme  du  vase  est  supposée  de  révolu- 
tion autour  de  OX  ;  Teau  partagera  son  mou- 
vement, et  sa  surface  libre  prendra  aussi  la 
forme  d'une  surface  de  révolution  ;  soit  AM  sa  courbe  méridienne. 
EUe  devra,  d'après  la  théorie  des  fluides,  être  telle  que  la  résul- 
tante des  forces  agissant  sur  une  particule  m  placée  en  M  soit 
dirigée  suivant  la  normale  MN.  Les  forces  sont  le  poids  mg  de  la 
particule,  figuré  par  la  verticale  MC,  et  sa  force  centrifuge 
mn'r  =  MB,  suivant  le  prolongement  de  MP  perpendiculaire  à 
l'axe.  La  résultante  MD  des  deux  forces  étant  le  prolongement  de 
MN,  les  triangles  MNP,  MCD  sont  semblables,  et  en  posant 
PN  =  _p,  on  a 

^  =  ^^       on     1-  =  ^îîi-  «  :=    ^- 

"MP       CD'  r         mn^r'         ^        n*  ' 

Ainsi  p  est  constant  ;  pour  en  déduire  l'équation  de  la  courbe, 
X  et  y  étant  les  coordonnées  de  M,  et  MT  la  tangente,  on  a 

MP  =  î^,  -^  «ang  MTX  =  tang  NMP  =  -^  , 

d'où 

a  étant  une  constante.  En  transportant  l'origine  au  point  A  pour 
lequel  x=  a,  l'équation  devient  y*  =  2px  ;  la  courbe  est  donc  une 
parabole  de  sommet  A,  et  la  surface  un  paraboloïde  de  révolu- 
tion. 
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Exa»inoDS  en  partieulier  le  cas  où  la  forme 
4la  vase  est  eoniqae,  i  étant  l'angle  LOX  d'ane 
génératrice  avec  la  verticale.  Si  l'on  augmente 
la  vitesse  n^  l'équilibre  s'établissant  de  nouveau, 

p  ou  -^  diminue,  et  la  courbure  au  sommet  augmente.  Il  vient 

donc  un  instant  où  la  courbe  BB'  est  tangente  à  OL,  OL';  la 
résrltante  des  forces  mg,  mn*r  en  B  est  alors  perpendiculaire  à 

OB,  d'où  tang  i  =  -—-  :  si  donc  on  diminue  le  volume  V  de  l'eau, 

il  faudra  pour  obtenir  cette  forme  tangente  CC,  que  nW  en  C  soit 
le  même,  et  r  étant  plus  petit  qu'en  B,  la  vitesse  n  devra  être 
plus  grande. 

Si  la  forme  BB'  existe,  et  qu'au  lieu  d'enlever  de  l'eau  on  aug- 
mente la  vitesse,  la  résultante  de  la  pesanteur  et  de  la  force  cen- 
trifuge en  B  ne  sera  plus  perpendiculaire  à  OL  comme  aupara- 
vant, mais  telle  que  sa  projection  sur  cette  droite  ait  le  sens  OL  ; 
cela  aura  lieu  de  même  en  tout  point  de  BL,  la  force  centrifuge 
étant  plus  grande.  L'eau  coulera  donc  le  long  de  la  paroi  en  remon- 
tant, et  sortira  du  vase,  jusqu'à  ce  que  le  volume  V  ainsi  réduit 
corresponde  à  la  nouvelle  vitesse  72^,  et  que  la  courbe  reprenne  la 
forme  tangente  CC. 

71.  Forces  apparentes  et  leur  application  aux 
monvements  terrestres.  —  Désignons  les  coordonnées 
d'un  point  matériel  M  par  a;,  y  y  z  relativement  à  des  axes  fixes 
dans  l'espace,  et  par  oi^  y,  si  relativement  à  des  axes  parallèles 
aux  premiers  et  de  même  sens,  ayant  pour  origine  le  centre  0  de 
la  terre,  OZ'  étant  dirigé  vers  le  pôle  boréal  ;  «,  (3,  y  seront  les 
coordonnées  du  centre  par  rapport  aux  axes  fixes.  Nous  suppose- 
rons toutes  les  forces  rapportées  à  l'unité  de  masse,  F  étant  la 
force  réelle  agissant  sur  M,  et  X,  Y,  Z  ses  projections.  On  aura 
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ainsi  a:  =  a?'  +  a,  etc.  Les  équations  du  mouvement  du  point 
seront 

dt'     "  "  d'i^  "^     '  dt^  ■"  W 


'"iips 


et  deux  autres  analogues.  Soit  P  une  force  ayant  pour  projec- 

d'^a  d^Q  fi 

tiens  —  ^,  —  ^,  —  ^,  de  sorte  que  P  soit  l'accélération  de 

l'origine  en  sens  contraire;  soient  aussi  X',  Y',  Z'  les  sommes 
des  projections  de  F  et  P  sur  les  axes.  Les  équations  du  mouve- 
ment deviendront 


dt^'  ~       '  dt'    "^      '  (//«""• 


On  pourra  donc  employer  pour  le  mouvement  du  point  les  for- 
mules usuelles,  en  considérant  le  centre  de  la  terre  comme  immo- 
bile, mais  en  prenant  X',  Y',  Z'  comme  projections  de  la  force, 
c'est-à-dire  en  supposant  que  la  force  fictive  P  agisse,  outre  la 
force  réelle  F. 

Nous  pouvons  admettre  que  le  sens  de  la  rotation  terrestre  soit 
de  OX'  vers  OY'  ;  imaginons  ensuite  qu'un  nouveau  système  d'axes 
OX,  OY,  OZ  coïncide  avec  les  précédents  quand  t  =  Oy  mais  ac- 
compagne la  rotation  ;  de  la  sorte,  au  bout  d'un  temps  t,  ils  auront 
tourné  de  nt,  n  étant  la  vitesse  angulaire  terrestre  \x^  y^  z  étant 
les  nouvelles  coordonnées  de  M,  on  aura 

a?'  =  X  cos  ni  —  t/  sin  ni,  t/'  =  xsin  ni  -\-  ^  cos  ni^  z   =  z. 

Ces  coordonnées  sont  les  projections  anciennes  et  nouvelles  de 
de  OM,  et  les  mêmes  relations  existent  entre  celles  de  F  ou  de  P, 
d'où  résulte 

X'  =  X  cos  ni  —  \  sin  ni,         . Y'  =  X  sin  wi  +  Y  cos  ni,  T  —  Z, 

-20 


■■m 

r."     ■•»tî 


.t 
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X,  Y,  Z  étant  les  sommes  des  projections  de  F  et  P  sur  les  nou- 
veaux axes.  La  valeur  de  y  donne 

dy'       /dx  \    .  (  dy  \  rfV      ..  . 

-^  =  ( -^  —  ny\  sin  ni  -f-  ( -^  +  nx\  cos  ni,     ^  =Psm  ni  +  Qcosnf, 

en  posant 

w^      d?x  ^    dv  ^       rf'v  ^    dx 

P  =  _^,_n.a,-2«-l-,  Q  =  _!_„., +  2»-. 

La  valeur  de  af  se  déduit  de  celle  de  y  en  remplaçant  nt  par 
wf  +  -f-;  6t  il  est  clair  que  -^  se  déduirait  de  même  de  -^^,  d'où 
résulte 

-—  =  p  cos  nt  —  Q  sin  nt, 

d*x'    dW 

En  substituant  les  valeurs  de  ^,  ; ,  ,  X',  Y'  dans  les  équa- 
tions du  mouvement,  elles  deviennent 

P  cos  nt  —  Q  sin  nt  =  X  cos  nt  —  Y  sin  nt, 

P  sin  nt  +  Q  cos  nt  =  \  sin  nt  +  Y  cos  nt,  — -  =  Z . 

dt 

Les  deux  premières  donnent  P  ==  X,  Q  =  Y,  et  d'après  les 
valeurs  de  P  et  Q,  il  en  résulte  pour  les  équations  du  mouvement 
rapportées  aux  nouveaux  axes, 

d*x  dv 

-r^=X  +  2n-^  +n'x, 
dt^  ^       dt   ^       ' 

d'v       ,,  dx  dH 

Soient  f,  f  deux  forces  telles  que 

r^,     dy  n.   'dx 

soient  les  projections  de  f,  et 

Ji^x,  n*y,  0, 
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celles  de  f.  Comme  X,  Y,  Z  sont  déjà  celles  de  F,  P  réunies,  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  sont  les  sommes  des 
projections  de  F,  P,  f,  f.  On  pourra  donc  en  supposant  la  terre 
immobile  calculer  le  mouvement  de  M  par  les  équations  ordinaires 
de  la  dynamique,  pourvu  qu'on  regarde  le  point  comme  animé  des 
trois  forces  fictives  ou  apparentes  P,  /*,  f,  outre  la  force  réelle  F  ; 
f  se  nomme  la  force  centrifuge  composée. 

Forces  relatives  dans  le  cas  général.  —  Désignons  par  S  un  sys- 
tème d'axes  fixes  ;  par  S'  un  système  d'axes,  d'origine  0',  ayant 
un  mouvement  quelconque  ;  par  x,  y,  z^  oi^  y/  z'  les  coordonnées 
d'un  point  matériel  M  par  rapport  à  S  et  S'  ;  par  cz,  /3,  v  les  coor- 
données de  0'  relatives  à  S.  Les  formules  de  transformation  seront 

et  deux  autres  analogues,  les  cosinus  a,  ol  etc.,  correspondant  aux 
axes  S',  comme  on  l'a  vu  au  numéro  4.  On  en  déduit 

Ç,  =  A  +  A'+  A".        ~  =  B  +  B'+  B",        -^^,  =  C  +  C  +C", 

expressions  dans  lesquelles  A,  B,  C  sont  les  termes  contenant 
%.  S-,  %  ;  A',  B'.  c  ceax  où  entrent  ^,  f,  %  et  A",  B",  C" 
tous  les  autres. 

P  Dans  ces  formules    ^-^ ,   ^-^ ,  --  sont  les  projections  de  la 

force  réelle  F  agissant  sur  le  mobile,  en  supposant  comme  dans  le 
cas  de  la  terre  toutes  les  forces  rapportées  à  l'unité  de  masse. 
2^  On  a 

^^  di*^  dp'^  IF  ^^^*  ^^^  projections  sur  les  axes  S'  de  la  force 

relative  F^ ,  ou  de  celle  qu'il  faudrait  supposer  agir  si  Ton  considé- 
rait S'  comme  immobile  ;  ainsi  d'après  le  théorème  VI  du  numéro  3, 
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A  est  la  projection  de  F^  sur  OX  ;  B  et  C  soût  de  même  ses  pro- 
jections sur  OY,  OZ. 

3®  Si  le  point  reste  fixe  par  rapport  au  système  S',  ou  que 

oi  y'  s!  soient  constantes,  les  valeurs  de  -^.  -^-.  -^  se  réduisent  à 

dr    al^    «r 

A",  B*',  G%  qui  sont  par  suite  les  projections  de  la  force  d' entrât- 
nement  F^ ,  ou  de  celle  qui  est  propre  à  donner  au  point  ce  mou- 
vement. 

4^  On  peut  regarder  A,  B',  G  comme  les  projections  d'une  cer- 
taine force  (p. 

Par  conséquent,  F  est  résultante  de  F^,  F^  et  cp,  ses  projections 
étant  les  sommes  de  celles  des  autres,  et  en  désignant  par  —  F^, 

—  <P  des  forces  égales  et  directement  opposées  à  Fe  et  <p,  i^r  ^t 
résultante  de  Fy  —  F^  et  —  cp. 

Signification  de  la  force  ç.  —  Dans  le  cas  de  la  terre  nous 
avons  trouvé  que  l'ensemble  des  forces  à  attribuer  au  point  pour 
produire  son  mouvement  relatif,  c'est-à-dire  la  force  relative  F,. , 
était  la  résultante  de  F,  F',  fetf;  par  suite  en  ce  cas  —  F^  et 

—  cp  équivalent  à  F',  f  et  f. 

àx'    rfv'    rf^' 

Or  les  projections  A,  B',  C  de  cp  contiennent  -^,  -—^  -  -- ,  de 

sorte  que  cp  dépend  seulement  de  la  vitesse  relative  du  point,  et 
Fe  seulement  de  sa  position  relative.  On  voit  de  même,  d'après  les 
projections  de  F',  /,  f  trouvées  précédemment,  que  /*  dépend  seu- 
lement de  cette  vitesse,  et  qu  F',  f  n'en  dépendent  pas.  Par  con- 
séquent —  cp  dans  ce  cas  est  la  même  que  la  force  f\  du  reste  f\ 
comme  on  le  verra,  est  la  force  centrifuge  de  la  rotation  terrestre, 
et  on  pourrait  vérifier  d'après  cela  que  F  et  f  équivalent  à  —  Fe. 
En  outre.  A,  B',  C  ne  contenaient  ni  a,  |3,  y,  ni  les  dérivées 
secondes  de  a,  a'  &,  etc.,  et  par  suite  cp  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion et  de  la  vitesse  actuelles  du  système  S';  de  la  sorte  cp  ne 
change  pas  si  l'on  suppose  que  l'axe  instantané  et  la  vitesse  angu- 
laire restent  toujours  les  mêmes  qu'à  l'instant  actuel,  la  transla- 
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tion  étant  d'ailleurs  quelconque.  Or  le  cas  de  la  terre  est  celui-là 
dans  toute  sa  généralité. 

Par  suite  —  y  est  la  même  que  f  non  seulement  dans  le  cas  de 
la  terre,  mais  dans  le  cas  général.  Il  en  résulte  le  principe  sui- 
vant :  La  force  relative  est  résultante  de  la  force  d'entraînement 
prise  en  sens  contraire^  de  la  force  réelle^  et  delà  force  centrifuge 
composée. 

Cette  dernière  pour  la  terre  était  rapportée  à  des  axes  dont 
l'un  était  parallèle  à  l'axe  de  rotation  ;  mais  nous  verrons  bientôt 
la  règle  qui  la  détermine  indépendamment  du  choix  des  axes. 

Toute  force  rapportée  à  l'unité  de  masse  est  la  même  que  l'ac- 
célération correspondante  ou  est  figurée  par  la  même  droite  ;  par 
suite  le  principe  ci-dessus  reste  exact  en  remplaçant  le  mot  de 
force  par  celui  d'accélération. 


72.  Force  apparente  provenant  de  la  translation 
terrestre.  Force  centrifuge. —  Signification  de  la  force  F\ 
—  En  figurant  l'accélération  du  centre  par  la  droite  OA,  la 
la  force  P  est  MB,  égale  et  parallèle  à  OA 
en  sens  contraire.  C'est  une  sorte  d'effet  de 
recul  par  lequel  si  la  vitesse  du  centre  s'ac- 
célère, le  point  M  tend  à  rester  en  arrière. 
Les  forces  extérieures  agissant  sur  tous  les 
points  de  la  terre  sont  les  attractions  des  astres  ;  le  centre  de  gra- 
vité 0  en  est  animé  comme  si  elles  lui  étaient  directement  appli- 
quées, et  c'est  leur  résultante,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  que 
représente  Taccélération  OA.  En  supposant  le  soleil  S  agissant 
seul,  OA  est  dirigé  vers  S.  Cette  force  ou  son  égale  MB  n'est  point 
négligeable;  mais  le  point  M  lui-même  est  attiré  vers  le  soleil 
avec  une  force  MC  dans  la  direction  MS.  Cette  attraction  est  une 
force  réelle  ;  toutefois  on  n'en  tient  jamais  compte  quand  on  cal- 
cule le  mouvement  des  corps  à  la  surface  de  la  terre  ;  il  convient 
de  la  réunir  à  la  force  fictive  MB,  à  laquelle  elle  est  presque  égale 
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et  presque  exactement  opposée.  Toutes  deux  seront  alors  rempla- 
cées par  leur  résultante  qui  est  imperceptible, 

Il  y  faut  joindre  des  résultantes  analogues,  correspondant  aux 
attractions  des  autres  astres  ;  mais  sauf  celle  de  la  lune,  leur  effet 
est  négligeable.  Ces  forces  très  faibles  provenant  du  soleil  et  de 
la  lune  produisent  les  marées  ;  le  changement  qu'elles  apportent  à 
la  direction  de  la  pesanteur,  quelque  petit  qu'il  soit,  entraîne  des 
effets  mécaniques  sensibles  en  s'effectuant  sur  une  vaste  étendue 
telle  qu'un  océan.  Sur  terre  l'effet  de  ces  forces  est  négligeable. 
Sans  doute  la  composante  verticale  de  la  force  produit  des  varia- 
tions périodiques  dans  le  poids  des  corps  ;  mais  cet  effet  serait 
surtout  sensible  dans  l'altération  de  la  marche  d'une  pendule  et 

l'écart  qui  en  résulte  ne  dépasse  pas  ^.va  de  seconde. 

De  même  la  composante  horizontale  de  la  force  fait  bien  décrire 
au  fil  à  plomb  une  courbe  journalière,  mais  même  pour  le  pen- 
dule de  67^  que  Foucault  avait  installé  au  Panthéon,  il  aurait 
fallu  un  puissant  grossissement  pour  apercevoir  cette  déviation  au 
microscope. 

En  résumé,  nous  devons  négliger  à  la  fois  la  force  fictive  F  et 
l'attraction  directe  des  astres  sur  le  mobile  M. 

Effets  de  la  force  certtrifuge  terrestre,  —  C'est  cette  force  que 

/■'  représente.  En  effet,  en  désignant  par  MC  =  r 
la  distance  du  point  M  à  l'axe  OP  de  la  terre,  la 
force  centrifuge  est  n*r  dirigée  suivant  le  pro- 
longement ML  de  PM  ;  r  pris  avec  ce  sens  a 
pour  projections  x,  y  et  o;  ses  cosinus  sont  donc 

,  ^  ,  o;  les  projections  de  la  force  sont  ainsi  7i'r  x  —  ou  n*Xy 

n^y  et  o,  c'est-à-dire  les  mêmes  que  celles  de  la  force  /*',  trouvées 
au  numéro  précédent. 

En  regardant  la  terre  comme  sphérique,  soient  a  son  rayon  OM 
dont  le  prolongement  MZ  est  la  verticale  ;  MB  perpendiculaire  à 
MZ  ou  tangente  au  méridien.  La  latitude  du  point  M  est  l'angle 
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MOE,  E  étant  sur  Féquateur.  La  force  f  dirigée  suivant  ML  se 
décompose  en  deux  autres ^  f  mil  suivant  MB ,  f  cosl  suivant 
MZ  ;  la  première  dévie  vers  le  sud  la  direction  que  l'attraction 
terrestre  donnerait  au  fil  à  plomb  ;  ce  serait  vers  le  nord  dans 
rhémisphère  austral.  Comme  r  ==  CM  =  a  cos  Z,  l'autre  compo- 
sante est 

nV  cos  l  =  n^a  cos'  l , 

et  diminue  cette  attraction  d'une  très  faible  fraction,  proportion- 

nelle  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude,  et  qui  est  de  -^  à  l'é- 

quateur. 

La  pesanteur  est  la  résultante  de  l'attraction  et  de  la  force 
centrifuge,  toutes  deux  proportionnelles  aux  masses,  et  qu'aucun 
procédé  expérimental  ne  peut  isoler  l'une  de  l'autre. 

La  force  centrifuge  agit  de  la  même  façon  sur  les  corps  en 
repos  et  en  mouvement.  Nous  avons  déjà  vu  dans  l'équilibre  mo- 
bile de  rotation,  au  point  de  vue  purement  statique,  la  raison  de 
sa  nature  fictive.  Pour  des  corps  en  mouvement  on  peut  s'en  rendre 
compte  comme  il  suit  : 

Supposons  le  corps  M  immobile  par  rapport  au    ^^ m 

sol,  et  tout  près  d'un  observateur  placé  en  A  sur 
réquateur.  Si  tout  à  coup  le  corps  était  soustrait  à 
l'attraction  terrestre,  n'étant  animé  d'aucune  force  réelle,  il  par- 
courrait la  droite  MM'  avec  sa  vitesse  initiale,  qui  est  aussi  celle 
du  point  A.  En  même  temps  l'observateur  tournant  avec  la  terre 
viendrait  en  A',  et  le  point  lui  paraîtrait  s'être  élevé  verticale- 
ment au-dessus  de  lui  en  M',  comme  animé  par  une  force  l'éloi- 
gnant du  centre. 

73.   Kffets  de   la   force   eentriftige    composée.  — 

D'après  le  numéro  71,  en  désignant  par  X',  Y',  Z  les  projections 
de  la  force  /*,  on  a 

dt  '  dt  40* 
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^v         Prenons  M  pour  origine,  les  axes  MX,  MY  étant 
is^   parallèles  aux  autres  ;  le  plan  des  xy  sera  ainsi  celai 
^  du  parallèle  du  point  M,  et  le  sens  de  rotation  ter- 
restre celui  de  la  flèche,  allant  de  MX  vers  MY. 
Soit  MV  =s  t«  la  projection  de  la  vitesse  du  point  M  sur  le  plan 

des  xy  ;  de  la  sorte  -^,  ~~-  sont  les  projections  de  M  V  sur  MX, 

MY,  et  en  désignant  par  <p  son  angle  polaire,  on  aura 

-—  =  u  cos  ç,       ~j-  =  M  sin  (p,      X'  =  2rïM  sin  y,      Y'  =  —  inn  cos  y  , 

Qfp  Cl» 


OU 


X'  =  inn  cos  itp  — ^V  Y'  =  inu  sin  (?  — ■^)  • 


Conune  ce  sont  les  projections  de  la  force  f  on  voit  qu'elle  a  pour 
valeur  2nu  et  que  son  angle  polaire  est  <p ^.  Sa  direction  MF 

se  déduit  donc  de  MV  en  faisant  tourner  celle-ci  de  90^  autour 

du  point  M  dans  un  sens  opposé  à  celui  de  la  rotation  terrestre. 

Pour  nous  rendre  compte  des  autres  effets 
de  la  force  centrifuge  composée,  il  vaut  mieux 
la  rapporter  à  l'horizon.  Supposons  le  point 
mobile  M  dans  le  voisinage  d'un  point  C  de  la 
surface  terrestre.  En  prenant  C  pour  origine, 

les  coordonnées    x'j  y,  ^  ne  différeront  de  a?,  y,  ^  que  d'une 

constante  ;  on  aura  donc  encore 

D'ailleurs  la  construction  géométrique  de  f  est  indépendante  du 
choix  des  axes  CX',  CY'  dans  le  plan  du  parallèle  ;  nous  prendrons 
donc  CY'  suivant  le  prolongement  de  CN  perpendiculaire  à  l'axe 
OP  de  la  terre  ;  CZ'  étant  parallèle  à  OP,  CX  est  en  avant  de  la 
figure  ou  à  l'ouest  du  point  C. 
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Changeons  de  nouveau  les  axes,  en  plaçant  CX  sur  CX',  CZ  sur 
le  prolongement  de  OC,  et  par  suite  CY  comme  dans  la  figure. 

Nous  pouvons  supposer  la  terre  sphérique  ;  par  suite  la  lati- 
tude l  est  +  ZCY'  dans  l'hémisphère  nord,  —  ZCY'  dans  l'autre, 
et  en  tous  cas  Tangle  de  rotation  des  axes  autour  de  OX  est 
90°  —  l,  de  CZ'  vers  CZ,  d'où  résulte,  en  désignant  par  X,  Y,  Z 
les  nouvelles  projections  de  la  force  /*, 

Z'  =  Z  sin  /  —  Y  cos  /,  Y'  =  Z  cos  /  +  Y  sin  / , 

ou 

X  =  X',        Y  =  Y'  sin  /  —  Z'  cos  /,        Z  =  Y'  cos  i  +  Z'  sio  l . 

On  a  de  même  a?'  =  rc,  y'  =  ^  cos  Z  +  y  sin  i!,  et  en  désignant  par 
a,  |9,  y  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  nouveaux  axes,  et  ayant 
égard  aux  valeurs  (A), 


—  =  a,         :^  =  p  sin  i  +  7  cos  /,  X'  =  2n(p  sin  /  4-  7  cos  /) , 

r=  — 2na,  Z'  =  o; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  X,  Y^  Z,  on  trouve 

X  =  2n(p  sin  I  +  Y  cos  /),  Y  =  —  2na  sin  /,  Z  =  —  2na  cos  L 

Voici  des  exemples  de  l'effet  de  la  force  /*,  en  supposant  tour  à 
tour  la  vitesse  verticale  ou  horizontale. 

Cas  où  la  vitesse  est  verticah.  —  Si  le  mobile  tombe  avec  une 
vitesse  t;onaa  =  /3  =  o,  7  =  —  v^  d'où 

X  =  —  inv  cosl,  Y  =  0,  Z  =  0  ; 

la  force  unique  2nv  cos  l  est  dirigée  en  sens  contraire  de  CX  ou 
à  l'est.  Elle  est  toujours  très  faible,  et  la  déviation  de  la  chute 
à  l'est  qui  en  résulte  peut  se  calculer.  De  nombreuses  expériences 
faites  dans  des  puits  de  mine  donnent  des  résultats  d'accord  avec 
la  théorie. 

Cas  où  la  vitesse  est  horizontale.  —  On  a  y  =  0,  d'où 

X  =  2np  sin  l,  Y  =  —  2fia  sin  /,  Z  =  —  2na  cos  / . 
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P  Eifets  de  la  composante  verticale  Z.  —  Supposons  que  le 
mobile  accompagne  un  train  de  chemin  de  fer  marchant  à  Test  à 
raison  de  90^'^  à  l'heure,  ou  avec  la  vitesse  a  =  —  25  en  prenant 
le  mètre  et  la  jseconde  pour  unités.  On  aura  Z  =  50»  cos  /,  et  le 

poids  du  mobile  sera  diminué  d'une  fraction  —  de  sa  valeur,  Z 

et  g  étant  les  deux  forces  rapportées  à  l'unité  de  masse.  La  rota- 
tion de  la  terre  s'effectue  en  un  jour  sidéral,  ou  86164%  d'où 

résulte  n  —  ôp/n.  ;  g  =  9,809,  et  pour  la  latitude  de  Paris,  ou 

Z  i 

l  =  48''  51',  il  en  résulte  —  =  .^^q  pour  la  diminution  relative 

du  poids. 

Si  le  mobile  est  un  baromètre,  la  pression  de  l'air  étant  sup- 
posée de  760"",  le  poids  de  la  colonne  mercurielle  se  trouvant 

diminué  d'une  fraction  — ,  sa  hauteur  augmentera  d'autant,  ou  en 

7fiO 

tout  de  j^  =  0"",186.  Si  le  train  marche  à  l'ouest  la  hauteur 

éprouvera  une  diminution  égale.  La  différence  0"^"^,37  des  indica- 
tions du  baromètre  dans  les  deux  cas  est  sensible. 

2°  Effets  de  la  composante  horizontale  de  f.  —  Cette  force  que 
nous  désignerons  par  f  est  la  résultante  de  X  et  Y.  Soitcp  Tangle 
polaire  de  la  vitesse  v  ;  on  aura  a  =  v  cos  cp,  jS  =  v  sin  <p,  d'où 

X  =  %nv  sin  y  sin  /  =  2nv  sin  /  cos  (tp  —  90*), 
Y  =  —  2ww  cos  ff  sin  /  =  2nî;  sin  /  sin  ((p  —  90°). 

Il  en  résulte  que  la  force  f  =  2nv  sin  l  et  que  son 
angle  polaire  est  cp  —  90°.  Ainsi  le  plan  horizontal  con- 
tenant le  mobile  étant  celui  de  la  figure,  pris  pour  celui 
"  des  a^,  on  voit  que  la  direction  de  la  force  f  se  déduit 
de  celle  de  la  vitesse  MV  en  la  faisant  tourner  de  90°  autour  du 
point  M  dans  le  sens  rétrograde,  ou  à  droite  de  MV;  ce  serait  à 
sa  gauche  dans  l'hémisphère  austral,  sin  l  étant  négatif.  La  force 
f  dévie  ainsi  toujours  le  mouvement  d'un  même  côté,  avec  une 
intensité  indépendante  de  sa  direction.] 
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Si  par  exemple  une  boule  roulait  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  avec  une  vitesse  v,  la  force  lui  ferait  décrire  une  cir- 

conférence  d'un  rayon  r  tel  qu'on  eût  f  =  -  -.  Pour  la  latitude 
de  Paris  f  =  2nv  sin  l  =  ;:- va  ;  il  en  résulterait  r  =  9106^;. 

9106 

En  remplaçant  le  plan  horizontal  par  la  surface  courbe  de  la 
terre,  le  résultat  changerait  à  peine.  C'est  la  force  horizontale  f 
qui  produit  la  rotation  du  plan  du  pendule  simple  découverte  par 
Foucault,  la  déviation  des  projectiles,  etc.  Mais  ses  effets  sont 
plus  importants  là  où  ils  s'accumulent  soit  pendant  un  temps  pro- 
longé, soit  sur  un  long  trajet. 

Le  premier  cas  se  présente  pour  les  fleuves,  qui  en  pays  de 
pUine,  surtout  en  Russie,  rongent  constamment  leur  rive  à  droite. 
C'est  le  second  cas  pour  les  courants  marins,  qui  dans  l'hémisphère 
nord  tournent  toujours  à  droite  et  quelquefois  achèvent  presque 
le  circuit  complet.  Enfin  la  même  force  joue  un  rôle  analogue  dans 
les  mouvements  généraux  de  l'atmosphère. 


CHAPITRE  V 


EVALUATION  DES   SOMMES  GÉOMÉTRIQUES 

74.  Préliminaires.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions, 
après  avoir  partagé  un  corps  en  éléments  de  masse  w,  on  est 
amené  à  évaluer  des  sommes  de  la  forme  iPm,  c'est-à-dire  à  ajou- 
ter les  produits  Pw  de  chaque  élément  par  une  fonction  P  de  sa 
position.  Pour  les  coordonnées  j;,,  y,^  z^  du  centre  de  gravité  d'un 
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corps,  par  exemple,  on  a  a;,  =  -. ~  -,  etc.,  et  l'on  doit  évaluer  la 

somme  2  en  supposant  P  =  ^r,  «/,  ^,  ou  1 . 

Dans  ce  chapitre  nous  nous  occuperons  soit  de  cette  évaluation 
en  général,  soit  de  ses  principales  applications,  savoir  la  recherche 
des  centres  de  gravité,  des  attractions  et  des  moments  d'inertie 
qui  seront  définis  plus  tard.  Ces  questions  se  rattachent  soit  à  la 
dynamique,  la  notion  de  masse  étant  employée,  soit  à  la  statique  ; 
mais  elles  forment  un  sujet  d'étude  à  part,  et  se  résolvent  par  les 
mêmes  méthodes. 

Le  rapport  d'une  petite  masse  à  son  volume  se  nomme  en  mé- 
canique la  densité,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  la  densité  phy- 
sique ou  le  poids  spécifique.  En  la  désignant  par  D  on  aura 

SPm  =  SPDv. 

Si  le  corps  est  hétérogène,  D  est  une  fonction  de  la  position  de 
l'élément  v,  et  on  peut  la  faire  rentrer  dans  le  facteur  P.  Si  le 
corps  est  homogène  D  est  constant;  dans  tous  les  cas  on  est  ramené 
à  évaluer  des  sommes  telles  que 

S  =  SPi; , 

étendues  à  tous  les  éléments  de  volume  d'un  corps,  et  que  nous 
nommerons  des  sommes  géométriques.  Dans  le  cas  où  P  =  1  la 
somme  devient  le  volume  lui-même  et  rentre  dans  les  applications 
du  calcul  intégral.  Dans  le  cas  général,  la  méthode  est  analogue 
avec  quelques  complications  de  plus.  La  question  doit  toujours 
être  ramenée  à  évaluer  la  somme  des  produits  f{t)dt  des  petits 
accroissements  successifs  d'une  variable  t  par  la  valeur  correspon- 
dante d'une  fonction  f(t)  ;  alors  si  t  croît  de  /3  à  3c,  en  supposant 
jc  >  |3,  cette  somme  a  pour  valeur  l'intégrale  définie 


I  =  f^  f{t)dt  =  F(a)  ^  F(p) , 

«y  p 


F(^)  étant  une  fonction  dont  fXt)  est  la  dérivée. 

Nous  chercherons  en  premier  lieu  pour  les  divers  cas  les  exprès- 
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sions  de  la  somme  S  en  intégrales,  en  numérotant  ces  formules 
pour  les  employer  dans  les  applications  qui  suivront. 

En  désignant  l'ensemble  du  corps  ou  Iv  par  V,  il  pourra  être 
un  volume,  une  surface  ou  une  ligne  ;  mais  dans  ce  dernier  cas  la 
transformation  est  immédiate.  En  désignant  par  5  Tare  de  courbe 
compté  d'une  origine  fixe,  les  petites  portions  v  sont  les  accroisse- 
ments dSy  et  Ton  a 

P  pouvant  être  considéré  comme  une  fonction  de  s.  Dans  ce  cas, 
et  dans  le  cas  général,  les  différentielles  de  la  variable  dans  les 
intégrales  définies  sont  des  quantités  absolues,  essentiellement 
positives. 

n  faut  les  distinguer  de  celles  qu'introduisent  parfois  les  procé- 
dés d'intégration  et  où  la  variable  est  décroissante  ;  ainsi  en  sup- 
posant a  >  |3  comme  dans  l'exemple  ci-dessus,  soit 

r'3 


r=    /     f  (Orf^  =  F(p)  -  F(a) . 


On  a  r  =  —  I,  et  l'on  peut  encore  regarder  F  comme  une  somme, 
toutes  les  valeurs  de  dt  étant  des  diminutions  négatives  ;  tel  est  le 
cas  où  l'on  substituerait  sin  ecîe  =  —  d.  cos  6,  cos  9  étant  une 
nouvelle  variable.  On  peut  alors  changer  le  signe  en  renversant 
les  limites. 

n  se  présente  aussi  des  cas  où  la  variable  est  tantôt  croissante 
tantôt  décroissante  ;  cela  suppose  la  fonction  fit)  multiforme,  sans 
quoi  dans  l'intégrale  les  périodes  de  croissance  et  de  décrois- 
sance se  détruiraient.  Ces  périodes,  et  la  forme  de  la  fonction  qui 
correspond  à  chacune,  doivent  alors  être  indiquées  à  part. 

Cette  indication  peut  d'ailleurs  être  géométri-    ^ 
que.  Soit  par  exemple  y  l'ordonnée  d'un  contour 
convexe  AMBN,   compris  entre  les   ordonnées 
extrêmes  AA',  BB',  et  posons 


r  =  fxdx , 
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la  somme  s'étendant  au  contoar  en  tournant  dans  le  sens  de  la 
flèche.  Sous  forme  de  somme  ordinaire,  cela  signifie  que 


■"=>( 


dx 
d$ 


ds. 


mais  la  forme  précédente  est  plus  simple  ;  elle  est  est  la  différence 

des  intégrales  jydx  étendues  aux  arcs  AMB ,  ANB ,  dx  étant 

positif  dans  chacune  ;  celles-là  représentent  les  aires  AMBB'A', 
ANBB'A',  et  leur  différence  F  est  par  suite  Taire  intérieure  au 
contour. 


75.  Expression  des  sommes  étendues  à  une  aire 
plane.  —  Première  forme,  en  coordonnées  linéaires  :  on  désigne 

ainsi  les  coordonnées  x^  y^  z.  Supposons  Faire 
dans  le  plan  des  xy^  comprise  à  l'intérieur  du 
contour  A'RB'S  ;  AB  est  sa  projection  sur  Taxe 
des  x^  déterminée  par  les  tangentes  extrêmes 
A'A,  B'B,  parallèles  à  OY,  et  pour  lesquelles 
ic  =  a  ou  |3.  On  partagera  d'abord  l'aire  en  tranches  minces  par 
des  ordonnées  très  voisines  telles  que  SRN,  S'R'N',  correspondant 
h.x^x-\-  dx\(m  partagera  encore  la  tranche  en  petits  rectangles 
par  des  parallèles  à  OX  ;  si  Tun  d'eux,  en  M,  est  compris  entre 
les  parallèles  correspondant  à  y,  t/  +  ày^  sa  surface  qu'on  prendra 
pour  V  sera  v  =  dvdy^  Désignons  par  Vdx  la  somme  partielle  des 
produits  Vv  pour  la  tranche;  dx  étant  facteur  commun,  on  aura 


?'dx  =  IPdxdy, 


F  =  ypdy  ; 


dans  cette  somme  x  est  constant  ;  dy  est  l'accroissement  de  la 
variable  y  augmentant  de  y'  à  y%  ordonnées  de  R,  S  ;  P  étant  une 
fonction  de  y,  on  aura 


'^f''wy; 
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y  et  if  sont  des  fonctions  de  x  données  par  l'équation  du  contour  ; 
P  est  donc  aussi  une  fonction  de  x, 

* 

Pour  trouver  S  ou  2P«;.  il  reste  à  ajouter  les  valeurs  de  Vdx 
pour  chaque  tranche  ;  x  est  une  variable  croissant  de  «  à  (3  ;  P  en 
est  une  fonction,  et  dx  étant  son  petit  accroissement,  on  aura 


S  =  V^'àx^  P  Vdx; 

J  a 


en  substituant  la  valeur  de  Vdx^  S  devient 

(l)  S  =  r   f^^Vdydx. 

en  remarquant  que   dans  toute  intégrale  multiple,  l'intégration 
doit  commencer  par  la  variable  pour  laquelle  la  différentielle  est 

écrite  la  première  et  le  signe  f  le  dernier  ;  dans  l'intégration  re- 
lative à  y  y  on  considère  x  comme  constant. 

Si  le  contour  est  non  convexe,  il  se  peut  qu'une 
tranche  ait  plusieurs  portions  séparées,  par  exemple 
ST  et  LR  ;  au  lieu  d'intégrer  de  y'  à  y"  on  devra  alors 
le  faire  de  y  à  y,  puis  de  y'"  à  y ^,  et  ajouter  les  ré- 
sultats, y,  y,  y,  y  étant  les  ordonnées  des  points  R,  L,  T,  S. 

Il  est  clair  qu'on  pourrait  échanger  le  rôle  de  x  et  y  y  en  inté- 
grant d'abord  par  rapport  à  x  considéré  sur  le  contour  comme 
une  fonction  de  y.  Les  limites  seraient  les  mêmes  dans  les  deux 
cas  si  y'  et  y"  étaient  indépendantes  de  x^  ou  si  le  contour  était 
un  rectangle  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  axes. 

Seconde  forme,  en  coordonnées  polaires.  —  Nous  supposons  en- 
core l'aire  dans  le  plan  des  xy^  et  nous  la  parta- 
gerons en  tranches  minces  par  des  rayons  partant 
de  l'origine  0,  tels  que  ONL,  ON'L',  ayant  pour 
angles  polaires  a,  cp  -f"  ^?;  ^^^^  partagerons 
encore  cette  tranche  par  des  arcs  de  cercle  de  centre  0  très  rap- 
prochés et  nous  prendrons  pour  v  la  petite  portion  M  comprise 
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entre  ks  arcs  de  rayons  r  et  r+  dr;  on  peut  Tassimiler  à  un 
rectangle  de  hauteur  rfr,  de  base  r&^y  d'où  v  =  rdrd<^  ;  P  est  une 
fonction  des  coordonnées  polaires  r,  cp  de  l'élément  M,  en  y  sub- 
stituant a;  =  r  cos  <p,  î/  =  r  sin  (^ . 

Soit  Fdçp  la  somme  partielle  des  produits  Vv  ou  Vrdrd<^  pour 
tous  les  éléments  d'une  tranche  ;  on  aura 

P'  =  SPrdr  ; 

dr  est  un  petit  accroissement  d'une  variable  r  qui  augmente  de 
ON  =  R'  à  OL  =  R  ;  P  en  est  une  fonction,  a  restant  constante. 
Il  en  résulte 


R' 


R  ' 
Prdr  ; 


R  et  R'  sont  des  fonctions  de  cp  données  par  l'équation  du  contour  ; 
P'  est  donc  aussi  une  fonction  de  cp.  La  somme  S  est  celle  des 
valeurs  de  P'rfcp  pour  toutes  les  tranches  ;  pour  celle-là  d^  est  un 
petit  accroissement  d'une  variable  dont  F  est  fonction  ;  par  con- 
séquent 

S  =  2P'd9=p'p'rf(p, 

J  et  cp''  étant  les  valeurs  de  cp  limitant  celles  pour  lesquelles  il 
existe  des  tranches.  En  substituant  la  valeur  de  F<?cp,  on  trouve 


S  =  l        I      PrrfrAp. 

«/  c'    •/  R' 


Il  est  clair  que  si  le  contour  était  non  convexe  on  pourrait 
avoir  à  intégrer  par  rapport  à  r  entre  des  limites  R'  et  R'',  puis 
R'"  et  R^,  etc.,  en  ajoutant  les  résultats  ;  mais  ce  cas  n'a  aucune 
importance  pratique. 

Si  l'origine  est  intérieure  à  l'aire,  les  tranches  ont  toutes  les 
directions  possibles,  et  les  limites  cp',  cp''  sont  o  et  2tr.  Dans  la 
figure,  où  l'origine  est  extérieure  à  l'aire,  il  est  clair  que  <p',  cp" 
sont  les  angles  polaires  des  tangentes  OA,  OB  ;  mais  l'emploi  des 
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coordonnées  polaires  est  fort  compliqué  dans  ce  cas,  et  nous  le 
restreindrons  à  celui  où  l'origine  est  sur  le  contour  ;  on  a  alors 
R'  =  0  de  même  que  si  elle  est  intérieure.  Il  en  résulte 


^2) 


=/:7: 


Prdrd(p, 


B 


dans  le  cas  général  où  l'origine  est  intérieure  ;  si  elle  est  sur  le 
contour,  on  remplacera  o  et  27r  par  cp',  ç"  angles  po- 
laires des  tangentes  OA,  OB  limitant  le  contour  ;  elles 
peuvent  être  quelconques,  entre  autres  si  l'aire  est   o, 
un  secteur. 

Si  l'aire  est  un  cercle  ou  un  secteur,  l'origine  étant  au  centre, 
R  est  indépendant  de  (p,  et  l'ordre  des  intégrations  est  indifférent. 
Sauf  dans  ce  cas,  il  n'y  a  jamais  d'avantage  à  intégrer  d'abord 
par  rapport  k  ^f, 


76.  fi^ommes  étendues  â  un  volume  ou  une  sur- 
face courbé  9  en  coordonnées  linéaires  ou  semi- 
polaires.  —  Premier  cas.  Volumes.  — 
Soit  G  le  contour  dont  l'aire  intérieure 
est  la  projection  totale  du  volume  sur 
le  plan  des  xy.  Nous  partagerons  cette 
aire  en  éléments  v\  et  sur  l'un  quelcon- 
que d'entre  eux  M',  pris  pour  base,  nous 
élèverons  un  prisme  très  mince,  paral- 
lèle à  OZ.  La  portion  AB  du  volume 

qu'il  intercepte  sera  encore  partagée  par  des  plans  parallèles 
à  celui  des  xy^  et  nous  prendrons  pour  v  une  quelconque  de  ces 
parties,  telles  que  M,  comprise  entre  les  plans  ayant  pour  ordon- 
née z  et  z  -{-  dz;  ce  sera  un  petit  prisme  de  base  i/,  de  hauteur 
dz  ;  on  aura  donc  Vv  =  Wdz.  En  désignant  par  PV  la  somme 
des  produits.  Pi;  correspondant  au  prisme  AB,  il  en  résulte 


P'  =  IPdz . 


a 
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Dans  cette  somme  a;  et  ^  sont  constants,  P  fonction  de  z  seul, 
dont  àz  est  un  petit  accroissement  ;  il  en  résulte 


»'=  I     Pdz, 


s!  et  /'  étant  les  ordonnées  de  A  et  B,  ou  des  fonctions  de  x^  y, 
données  par  l'équation  de  la  surface  ;  P'  est  donc  aussi  une  fonc- 
tion de  a?,  y.  Si  le  volume  est  non  convexe  P'  pourra  être  la  somme 
de  plusieurs  intégrales  analogues  à  la  précédente. 

En  réunissant  les  sommes  partielles  PV  on  aura  ensuite 
S  =  sp'v',  et  cette  nouvelle  somme  s'étend  aux  éléments  t/  de 
l'aire  plane  intérieure  à  C  ;  il  restera  à  l'évaluer  par  les  for- 
mules (1)  ou  (2),  en  y  remplaçant  P  par  la  valeur  ci-dessus  de  F. 
On  aura  ainsi  en  coordonnées  linéaires,  en  employant  a;,  y^  z^ 
V  =  'ifdz  =  dxdydZy  et 

(3)  •      s  =  r     r      j      Pdzdydz  ; 


-  n  c^  r** 

J  ^  J  y  J  '' 


en  employant  les  coordonnées  r,  <p,  ^,  dites  semi-polaires,  on  aura 
V  =  v'dz  =  rdrd^idz, 

I        I      Prdzdrdrp . 

Second  cas  :  Surfaces  courbes.  —  Soit  encore  l'aire  C  dans  la 
même  figure  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy  ;  si  plu- 
sieurs portions  de  la  surface  avaient  une  projection  comniune  nous 
les  regarderions  comme  des  surfaces  distinctes  ;  de  la  sorte  toute 
parallèle  à  OZ  ne  coupera'  la  surface  qu'en  un  point.  De  quelque 
façon  qu'on  la  partage  en  éléments  v,  la  projection  de  l'un  d'eux 
sur  le  plan  des  xy  est  if  =  v  cos  i,  i  étant  l'inclinaison  du  plan 

V 

tangent  sur  celui  des  xy  ;  en  substituant  v  =  — : ,  on  a  ainsi 

S  =  ÏPt;  =  ï  — .  v\ 

cos  l 
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Cette  somme  s'étend  maintenant  aux  éléments  t/  de  Faire  plane 
intérieure  à  C,  et  s'évaluera  par  les  formules  (1)  et  (2)  ;  P  et  cos  i 
sont  comme  z  des  fonctions  connues  des  coordonnées  ^^^  ^  de  t;  ou 
de  t/  ;  il  en  résulte  pour  une  surface  courbe 


(5) 


cos  t  J     J     ^^^*  J     J     ^^^  ^ 


les  limites  étant  les  mêmes  que  dans  les  formules  (1)  et  (2). 

Il  est  clair  que  dans  les  relations  (3),  (4)  et  (5)  on  pourrait 
échanger  le  rôle  des  divers  axes,  c'est-à-dire  employer  les  projec- 
tions du  volume  ou  de  la  surface  sur  les  plans  des  yjs  ou  des  xz  ; 
cela  reviendrait  pour  les  formules  (3)  à  intégrer  en  premier  lieu 
par  rapport  k  x  ony.  Mais  il  n'y  a  jamais  d'avantage,  en  coor- 
données semi-polaires,  à  chercher  une  forme  de  S  où  l'on  intégre- 
rait d'abord  par  rapport  à  cp,  à  moins  que  les  limites  ne  soient 
que  des  constantes  indépendantes  de  r  et  ^  ;  or  ce  cas  est  celui 
d'un  corps  de  révolution  ou  d'un  secteur  de  ce  corps. 

Troisième  cas  :  Solides  de  révoltdion  autour  de  l'axe  des  z.  — 
n  est  plus  simple  de  les- partager  en  tranches  par  des  plans  paral- 
lèles à  celui  des  a^  ;  soient  z^  z  -{-  dz  les  ordonnées  des  bases  pour 
l'une  d'elles.  Partageons  l'aire  de  la  base  inférieure  en  éléments  t/ 
sur  chacun  desquels  nous  élèverons  un  prisme  de  hauteur  dz  ;  en 
le  prenant  pour  v  on  aura  v  =  v'dz,  et  en  désignant  par  V'dz  la 
somme  des  produits  Vv  pour  la  tranche,  il  en  résulte  P  =  lPv[, 
étendue  aux  éléments  t/  d'une  aire  circulaire.  Les  coor- 
données r,  cp  de  t/j  en  prenant  pour  origine  le  point  0' 
où  la  base  coupe  OZ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la 
projection  de  t/  sur  le  plan  des  xy  par  rapport  à  l'ori- 
gine 0,  et  par  suite  P  est  une  fonction  de  z^  r,^;  on  pourra  donc 
poser 


v'  =  rrfrAp,  1"'  =    I         I        ^^^9^'^  » 


0       c/      0 
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R  étant  le  rayon  de  la  base.  En  ajoutant  les  valeurs  de  Frf^r  pour 
toutes  les  tranches,  on  aura  celle  de  S  ou  IPv,  d'où 

I         I        Prdfdrdz , 

R  étant  une  fonction  de  js  donnée  par  Téquation  de  la  courbe 
méridienne,  indépendante  de  cp,  et  /  et  z"  étant  des  constantes, 
ordonnées  des  bases  du  volume  total. 

Qîiatrième  cas  :  Surfaces  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z.  — 
Deux  plans  très  rapprochés,  parallèles  à  celui  des  xy  interceptent 
sur  la  courbe  méridienne  un  petit  arc  ^5,  et  sur  la  surface  une 
zone  qu'on  partagera  encore  en  éléments  v  par  des  plans  passant 
par  l'axe.  L'élément  compris  entre  les  plans  ayant  pour  angles 
polaires  <p  et  y  +  dy  peut  s'assimiler  à  un  rectangle  de  hauteur 
d5,  de  base  Rrfa>,  R  étant  le  rayon  de  la  section.  La  somme  des 
produits  Pr  ou  PrfeRrfy'  pour  une  zone  entière  sera  donc  P'tfe,  en 
posant 

Pd(p, 

où  R  est  indépendant  de  cp  et  l'on  a  dû  substituer  a;  =  R  cos  <p, 
«/  =  R  sin  V  dans  P.  On  aura  ensuite  S  =  SFtfe,  somme  étendue 
à  toutes  les  zones  ou  à  tous  les  éléments  ds  de  la  courbe  méri- 
dienne. On  pourra  y  regarder  R  comme  une  fonction  de  S  donnée 
par  l'équation  de  la  courbe.  Il  en  résulte 


»o(r  /»ç. 


(7  S  = 


où  R  est  une  fonction  de  S  indépendante  de  <p,  et  5',  s''  les  valeurs 
de  S  aux  extrémités  de  la  courbe  méridienne. 

Cinquième  cas,  —  S'il  s'agit  d'un  secteur  d'un  solide  ou  d'une 
surface  de  révolution,  limité  par  deux  plans  passant  par  l'axe  et 
ayant  pour  angles  polaires  cp',  <p",  on  devra  évidemment  dans  les 
formules  (6)  et  (7)  remplacer  les  limites  0  et  27r  par  cp',  tp'\ 
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77.  Sommes  étendues  h  un  Tolume  ou  une  sur- 
face courbe  en  coordonnées  polaires.  —  Pour  celles-ci 
nous  emploierons  les  définitions  et  les  notations  du  numéro  4. 

Surface  sphérique.  —  On  doit  la  considérer  comme  une  surface 
de  révolution.  Supposons  l'origine  au  centre,  et  soit  a  le  rayon. 
Dans  la  fonction  P  on  doit  substituer 

X  =  a  sin  6  cos  f ,  t/  =  a  sin  6  sin  <p,  2  =  a  cos  6  . 

La  courbe  méridienne  est  une  demi-circonférence,  et  en  comp- 
tant l'arc  s  à  partir  de  A,  on  a  s  =  a9,  d8  =  ad9.  Le 
rayon  MN  ou  R  d'une  section  est  a  sin  6,  et  par  suite    ^ 
pour  la  surface  totale,  Ô  variant  de  0  à  ir,  la  formule  (7)    ^ 
deviendra 

P  sin  bdrfdb  . 

Pour  une  zone  on  doit  remplacer  0  et  tt  par  &,  6r,  valeurs  de  6 
pour  ses  deux  bases.  Pour  un  secteur  de  la  zone,  limité  comme 
ci -dessus  par  deux  plans  méridiens,  «on  devra  en  outre  remplacer 
les  limites  0  et  27r  par  les  angles  polaires  <p'  et  «p"  des  deux  plans. 

Somme  étendue  à  une  surface  courbe.  —  Supposons  tracée  une 
surface  sphérique  t  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon 
l'unité.  Partageons-la  en  éléments  a>  de  forme  arbitraire.  Circon- 
scrivons à  Fun  quelconque  d'entre  eux  une  surface  conique  de 
sommet  0,  formée  ainsi  de  droites  passant  par  tous  les  points  du 
contour  de  a>.  Nous  la  nommerons  un  pinceau  conique^  et  il  inter- 
ceptera sur  la  surface  courbe  un  ou  plusieurs  éléments  a>'. 

Pour  Tun  d'eux  soit  M  le  point  de  son  contour 

le  plus  rapproché  de  0  ;  par  ce  point  menons  une 

surface  sphérique  de  centre  0  ;  0  étant  son  rayon 

OM,  l'aire  w"  de  sa  section  dans  le  pinceau  sera 

proportionnelle  à  p*,  et  par  suite  a>"  =  a>p\  On  peut  la  regarder 

comme  plane,  de  même  que  00'  ;  de  plus  la  direction  des  généra- 

21* 
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trices  du  cône  diffère  infiniment  peu  de  celle  d'une  perpendicu- 
laire à  la  section  co";  celle-ci  peut  donc  être  considérée  comme  la 
projection  de  cd',  d'où  résulte 

(rt'  COS  î  ==  cù"  =  (op", 

i  étant  l'angle  aigu  de  leurs  plans;  c'est  aussi  celui  des  normales 
aux  plans.  Ainsi  i  est  l'angle  aigu  de  ML,  prolongement  de  OM, 
et  MN  normale  à  la  surface  courbe.  En  remarquant  que  a>'  repré- 
sente V,  on  a 

(9)  v=.^.^  S  =  SP«;  =  S^o), 

COS  %  COS  t 

la  somme  s'étendant  aux  éléments  a>  de  la  surface  sphérique  a, 
limités  à  la  portion  pour  laquelle  les  pinceaux  rencontrent  la  sur- 
face courbe.  On  pourrait  substituer  co  =  sin  ÔrfOdcp,  P,  p,  i  étant 
des  fonctions  connues  de  <9,  cp,  et  exprimer  S  par  une  intégrale; 
toutefois  la  forme  précédente  est  d'un  emploi  plus  fréquent. 

Somme  étendue  à  tm  volume,  —  Nous  supposerons  encore  qu'on 
ait  tracé  la  surface  <t  et  les*  pinceaux  coniques  correspondant  à 
ses  éléments.  La  portion  que  l'un  d'eux  intercepte  dans  le  volume 
se  partagera  par  des  surfaces  sphériques  de  centre  0,  et  nous 
prendrons  pour  v  la  partie  comprise  entre  les  surfaces  de  rayon  p 
et  p-j-dp;  elle  a  la  forme  d'un  tronc  de  cône  dont  les  génératrices 
sont  sensiblement  parallèles;  il  peut  donc  être  assimilé  à  un 
prisme  dont  la  hauteur  est  dp  et  la  base  est  la  section  faite  dans 
le  pinceau  par  la  surface  sphérique  de  rayon  p  ;  cette  section, 
comme  on  l'a  vu,  est  égale  à  cop\  d'où  v  =  (ùp*dp.  En  désignant 
par  F(o  la  somme  des  produits  Pv  correspondant  à  un  pinceau, 
on  aura 

p  et  R  étant  les  valeurs  de  p  aux  points  où  le  pinceau  partant  de 
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l'origine  entre  dans  le  volume  et  en  sort.  En  ajoutant  les  valeurs 
de  Fo)  on  aura  en  tout 


(10)  S  = 


=  2a)  I      Pp'dp, 


la  somme  I  s'étendant  aux  éléments  de  la  surface  sphérique  «7^  limi-* 
tés  à  ceux  pour  lesquels  le  pinceau  rencontre  le  volume.  Commu- 
nément Torigine  est  intérieure  au  volume,  de  sorte  que  tous  les 
pinceaux  le  rencontrent,  et  en  outre  p'  =  o,  La  somme  2  s'étend 
à  toute  la  surface  sphérique,  et  en  substituant  ot>  =  sin  9d0d(f,  on 
trouve 

1  1     Pp'rfp  sin  MfdQ  ; 

R  est  une  fonction  de  61,  cp  donnée  par  l'équation  de  la  surface 
extérieure. 


78.  Centres  de  gravité.  —  Nous  supposerons  le  corps 
homogène;  les  masses  m,  m' ...  étant  proportionnelles  aux  volu- 
mes Vy  t/,  etc.,  les  valeurs  générales  x,  =  -^,  etc.,  se  réduiront 

k  x^  =  ^,  etc,  ou  en  désignant  par  V  le  volume  total,  pouvant 
être  une  surface  ou  une  Ugne,  à 

Premier  eocemple.  Le  corps  est  Varc  de  cercle  AB, 
ou  le  secteur  AOB,  ou  le  segment ADBG.  —  Pre- 
nons le  centre  0  pour  origine,  l'axe  des  x  étant  ^ 
OCD  qui  coupe  au  milieu  l'arc  et  la  corde,  et  par- 
tage  le  corps  eh  deux  parties  symétriques.  Cette 
droite  contient  les  centres  de  gravité  G  de  l'arc,  G'  du  secteur,  et 
G"  du  segment,  et  nous  avons  à  chercher  les  distances  x,  =  OG, 
x^  =  OG'  et  x^  =  OG".  On  suppose  donnés  le  rayon  a  et  l'angle 
AOC  =  BOC  =  oc. 
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Pour  l'arc  on  a  t;  =  dis  et  en  désignant  parcp  son  angle  polaire, 
V  =  ad^y  d'où 

/*« 

Va;,  =  liVx  =  ^adf.a  ces  y  =  a'   1         cos  tpdf  =  2a*  sin  a  ;     ' 

en  outre  V  =  arc  AB  =  2aa,  d'où 

7 

2a'  sin  a      a  sin  a 


'  2aa  a 

On  peut  remarquer  que  la  corde  AB  =  2AC  =  2a  sin  a,  et  la 
valeur  de  x^  donne 

^  _  2a  sin  a  ^i     _  ^^^^  ^^ 

a  2aa     '  rayon  ""  arc  AB 

Pour  le  secteur,  posons  P  =  rr  =  r  cos  cp,  dans  la  formule  (2)  ; 
les  limites  o  et  27r  pour  un  secteur  doivent  être  remplacées  par 
+  ot.  On  trouve  ainsi 

I     r*dr  cos  tpdf  =  — -  |         cos  ccdç>  =  -jz-  a'  sin  a  ; 

d'ailleurs  V  =  secteur  OAB  =  a"a,  d'où  x,  =  ^-. =  -;r-  x,. 

o         a  o 

On  aurait  pu  le  conclure  en  partageant  OAB  en  très  petits  sec- 
teurs égaux  ;  chacun  est  assimilable  à  un  triangle  et  son  centre 

2 
de  gravité  est  aux  --  de  sa  hauteur  ou  du  rayon  ;  ces  centres  sont 

2 
tous  sur  un  arc  A'B'  semblable  à  AB  et  d'un  rayon  -^  a  ;  ils  sont 

équidistants  et  de  même  masse  ;  par  suite  en  les  composant  on 
trouvera  pour  leur  centre  de  gravité  total  celui  de  l'arc  A'B'. 

Pour  le  segment  les  valeurs  de  Iv,  Ixv  sont  la  différence  de 
celles  qui  correspondent  au  secteur  et  au  triangle  OAB.  La  sur- 

face  Iv  du  triangle  est  —  a*  sin  AOB  =  a'  sin  a  cos  a;  la  dis- 
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2  2 

tance  de  son  centre  de  gravité  à  Torigine  est  -^AC  =  -^acosa; 

leur  produit  -^  a*  sin  ol  cos'  a  est  la  valeur  de  Ixv. 

2 
Pour  le  secteur  on  a  vu  que  Iv  =  a'a,  Ixv  =  -^  a^  sin  oc  ;  il 

en  résulte  pour  le  segment 


\x^  =  ïav  = 


V  =  a\a  —  sin  a  cos  a), 

2-2  2 

-;r-  a"  sin  a ^   «'  sin  a  cos'  a  =  -^  a'  sin'  a  , 

o  o  o 


d'où 


^3=^"-- 


sin'a 


a  —  sin  a  cos  a 


Seœnd  exemple.  Centre  de  gravité  d'un  seg-  r 
ment  de  parabole  compris  entre  la  courbe,  son  axe 
OPX,  et  une  ordonnée  MP.  —  On  donne  OP  ==  a,  ^ 
MP  =  b.  Soit  y'  =  qx  l'équation  de  la  courbe;  on  aura  dans  la 
formule  (1)  pour  limites  de  y,  y  =  o,  y"  =  i^^x ,  et  en  rempla- 
-çant  P  par  1,  x,  y. 


Vx,  = 


Vî^i  = 


J     0       J     ( 
J     0       J 

J     0       J     i 


dydx  =--    I      jTq  x^  dx  =  -irV^  «^  ' 


xdydx  = 


gx 


ydyJa;  = 


a      _     1 

y  9  X  dx  = 


2 


g-Vq   «    , 


-  -  q.Tdx  =  -4-  a* 
2    ^  4 


Le  nombre  q  n'est  pas  donné,  mais  bien  a  et  6  entre  lesquels 
on  a  la  relation  6'  =  qa  ;  en  substituant  \f'Y'  =  —  on  trouve 

V  =  y  fl6,     Va;,  =  —  a«6,     Vy,  =  -j-  ab\    x^  =  ^a,    y,  =  —  6  . 

Troisième  exemple.  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  sphère  à 
une  base^  et  d'un  segment  de  paraboloïde  de  révolution.  —  Soient 


'"r 


P  = 
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AB  la  base  du  segment,  0  son  sommet  pris  pour 
origine,  OC  =  /*  sa  hauteur  ou  sa  flèche^  OZ  l'axe 
de  révolution.  Dans  la  formule  (6)  relative  aux 
solides  de  révolution,  on  aura  z'  =  o,  /'  =  f;  le 
centre  de  gravité  est  sur  l'axe,  et  en  prenant  P  =  1, 
^,  on  a  à  calculer 


V^, 


rr    /^R    /^i 

__  r/    r^   p 


rd^drdz  == 


rzdtpdrdz 


Pour  le  paraboloïde,  l'équation  de  la  courbe  méridienne  ayant 
la  forme  R*  =  g^^,  on  aura 


-  "i! 


zdz 


2  ' 


Vî. 


«q 


j     z'dt  = 


3  • 


Pour  le  segment  de  sphère,  a  étant  le  rayon  et  M  an  point 
quelconque,  on  a  MN  =  R,  ON  =  0,  et 

MP?  =  ON  X  NZ,  R*  =  Z{ia  —  z)  , 

V  =  j:  I    (2az  —  z*)dz  =  it^L—  j  f\ . 

Vî,  =  ir   I     (.2oz'  —  z»)(iî  =  mp(|-  a  —  j  /•). 

La  valeur  de  Y  est  la  formule  usuelle  du  volume  d'un  segment  ; 
il  en  résulte 


z.  =  r 


-r" 


-i/- 


a 


S      / 


2      /fl 


8 


3  '  U- 


a 


s 


5a 


Si  le  segment  devient  un  hémisphère,  /*  =  a,  ^,  =  ^  ;  le  cen- 

o 
3 

tre  de  gravité  est  aux  -^  du  rayon  à  partir  du  centre  de  la  sphère . 
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Soit  G  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  sphériqae  ayant 
pour  base  un  triangle  trirectangle ;  de  la  sorte,  en  plaçant  l'ori- 
gine au  centre,  ce  volume  serait  intercepté  par  le  trièdre  des  axes 
positifs.  En  réunissant  quatre  volumes  semblables  au-dessus  du 

plan  des  xy  ils  forment  un  hémisphère,  et  z^  étant  le  même  pour 

3 
les  quatre  points  6,  on  a  ^^  =  -^  a.  D'autre  part,  pour  raison  de 

o 

symétrie  la  droite  OG  doit  faire  des  angles  i  égaux  avec  les  axes; 
les  carrés  de  leurs  cosinus  ayant  pour  somme  l'unité,  il  en  résulte 

,1  ^^       .         3  OG 


3  ' 


2,  =  06  cos  1,  ou  —  a  =  ^^.         06  =  l^-^"  )  ^  • 

Quatrième  eocemple.  Centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  demi- 
ellipsoïde  de  révolution,  —  Plaçons  l'origine  au  centre,  OZ  étant 
l'axe  de  révolution,  sur  lequel  se  trouve  le  centre  de  gravité.  La 
formule  (7),  en  remarquant  que  R  et  ^  sont  indépendants  de  <p, 
donne 

I        zMtpds  =  '2?:  I      2Kds  . 

En  désignant  par  c  le  demi-axe  de  révolution,  l'autre  par  a, 
l'équation  de  la  courbe  méridienne  est 


R*       z 


s 


+^  =  *. 


a*         c 


mais  il  est  préférable  de  la  remplacer,  au  moyen  d^une  variable 
auxiliaire  u^  par  les  relations 

R  =  a  cos  îi,  z  =  c  sin  tt  , 

d'où 

en  posant 

-      a*  sin'  tt  4-  c*  cos'  w 

P  = i • 

^  c' 
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Il  en  résulte 


W  TT 


\  =  ÎTTflc  I       p  cos  ttdti,  Vj,  =  2îcac'  |        p  sin  u  cos  udu  , 

u  croissant  de  o  à  -^-dans  le  demi-ellipsoïde. 

Bornons -nous  au  cas  où  c  >  a  et  désignons  pare  l'excentricité. 
De  la  sorte 

c*  —  a^ 

—  - —  =  c*,  p*  =  i  —  e*  sin*  u,  prfp  =  —  c*  s!n  u  cos  udu 


d'où 


/  p  siu  tt  cos  udu  = l  p«dp  =  —  -|^  , 


et  entre  les  limites, 


v„=-^J«- [,_,_,,«] 


Soit  ensuite  a  =  arc sine,  et  6  une  nouvelle  variable  telle  que 
e  sin  e^  =  sin  d  ;  0  croîtra  ainsi  de  o  à  a,  et  en  substituant  p  =  cos  6, 


cos  eicîe^  =  —  cos  Odd,  on  aura 


_  ÎTCflC 


1^  *  cos*erf6  =^  I     (i  +  cos  2e)d6  =^  (a  +  sin  a  cos  a) . 

En  remarquant  que  e  =  sin  a,  1  —  e*  =  cos'  a,  on  en  tire 

2c^  fi  -  Oj-^*)|^l  __  }       r  1  —  cos»  g  1 

*  ""  3^    La  "i"  sin  a  cos  aj  ~    3       Lsin  a(a  -h  sin  a  cos  a)J' 

En  supposant  e  et  œ  très  petits,  on  peut  substituer  sin  a  =  a, 

1  3 

cos  a  =  1 ^  a',  cos'  a  =  1  —  ^  a',  ce  qui  donne 


"! 
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Le  centre  de  gravité  d'une  surface  hémisphérique  est  donc  au 
milieu  de  la  hauteur,  résultat  déjà  trojjvé  au  numéro  17  pour 
une  zone  quelconque. 

Cinquième  exemple.  Centre  de  gravité  de  la  surface  convexe  d'un 
cône  de  révolution  tronqué,  —  Un  plan  parallèle  à  la  base  d'une 
pyramide  quelconque,  mené  au  tiers  de  la  hauteur  à  partir  de  la 
base,  contient  le  centre  de  gravité  de  chaque  face  latérale  et  par 
suite  celui  de  toute  la  surface  convexe.  Il  eu  est  donc  de  même 
pour  une  surface  conique  quelconque.  Celle  que 
nous  considérons  est  de  révolution  autour  de  OZ, 
mais  tronquée  par  un  plan  incliné  AB  ;  le  plan 
de  la  figure  est  perpendiculaire  à  celui-là,  cou- 
pant le  cône  suivant  OAB,  contenant  le  sommet 
0  pris  pour  origine,  les  axes  OZ  et  OX.  C'est  un 
plan  de  symétrie  et  par  suite  il  contient  le  centre 
de  gravité  cherché  G,  qui  se  trouve  en  outre  sur  la  droite  A'B', 

en  prenant  OA'  =    -    OA,  OB'  =  -    OB.  Il  suffira  donc  de  cher- 

cher  rr,.  D'après  les  formules  (5)  on  aura 

cos  t  cos  t 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  éléments  v'  de  l'aire  plane  E',  pro- 
jection de  la  surface  convexe  du  cône  ou  de  sa  base  supérieure  E 
sur  le  plan  des  xy  ;  i  est  l'angle  de  ce  plan  et  du  plan  tangent  ; 
comme  il  est  le  même  pour  tous  les  points,  il  en  résulte 

\   =  ;  2t>    =   :  ,  X^    =    .;—    . 

COS  f  cos  î  Iv 

La  première  donne  la  surface  totale;  l'autre  est  la  même  que 
s'il  s'agissait  dn  centre  de  gravité  de  l'aire  E'  ;  or  celle-là  est  une 
ellipse,  et  les  projections  A",  B"  de  A,  B  sur  le  plan  des  xy  en 
sont  deux  sommets  ;  le  milieu  de  A"B"  en  est  le  centre  de  gravité  ; 
il  est  la  projection  du  milieu  C  de  AB  ;  puisqu'il  est  aussi  celle  de 


' 
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6,  ce  point  sera  déterminé  par  l'intersection  de  G6  parallèle  à 
OZ,  et  de  A'B'. 

Sixième  exemple.  Centre  de  gravité  de  la  surface  et  du  volume 
d'un  cylindre  tronqué  à  base  circulaire.  —  Menons  le  plan  de  la 
figure  par  Taxe  OZ  da  cylindre,  perpendicalairement  an  plan  de 
la  base  supérieure  ;  il  coupe  le  cylindre  suivant  ACBB'A'.  C'est 
un  plan  de  symétrie,  contenant  les  centres  de  gravité  6,  G'  ;  nous 
emploierons  les  lettres  G,  V,  x^^  j,,  pour  le  volume,  et  G',  V,  x^j  z^ 
pour  la  surface.  La  base  inférieure  est  un  cercle  de  rayon  a,  ayant 
pour  centre  l'origine  0.  On  donne  la  hauteur  OC  =  A,  et  l'incli- 
naison a  de  AB  sur  le  plan  des  xy.  De  la  sorte  en  posant  pour 
abréger  tang  a  =  ^^  l'équation  du  plan  de  la  base  supérieure,  en 

6      plaçant  OX  sur  OB'  est  ^  =  fe  -(-  ^^• 

Pour  la  surface  nos  formules  sont  en  défaut,  car 
dans  l'équation  (5)  il  faudrait  supposer  cos  i^^o. 
On  pourrait  trouver  des  formules  spéciales  fort 
simples  pour  les  surfaces  cylindriques  ;  mais  dans 
le  cas  actuel  il  suffit  de  prendre  pour  v  l'intervalle  de  deux  géné- 
ratrices très  voisines  ;  c'est  un  rectangle  ayant  pour  côté  un  élé- 
ment ds  de  la  circonférence  inférieure,  et  la  hauteur  h  -^  tx 
d'après  l'équation  ci-dessus  ;  on  aura  de  la  sorte  i;  =  (fe  -j-  tx)ds^ 
et  en  substituant  ds  =  ad^, 

x{h  -h  tx)adff . 

la  somme  s'étendant  à  toute  la  circonférence  de  rayon  a. 

Pour  le  volume  on  devra  dans  la  formule  (4)  prendre  jsf  =  o^ 
^'  =  h^  te,  d'où 

I        I      xi^dzdrd'f  =1  |     a:(/i  +  tx^rdrdf . 

Oc/04/0  t/O^O 

La  limite  a  étant  constante  on  peut  intégrer  d'abord  par  rap- 
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port  à  9  ;  la  ^eule  lettre  qui  en  dépende  est  x  ou  r  cos  cp  ;  il  en 
résulte 

/27C  /»2ir  I  r*2it 

xiff  =  0,  I        xHff  =  — -  r«    I        (l  -f-  cos  2^)rfy  =  -jrr*  ; 

de  même  dans  Va?,  on  aura  a;  =  a  cos  cp, 

/2«  /*2ir 

On  trouve  ainsi 

r*  a* 

Sxy  =1     fîcr»  X  rdr  =  /tc  -y- ,  V'x,  =  /Tca». 

Il  est  superflu  de  calculer  de  même  V,  Y\  V^^,  Y'z^.  En  effet, 
si  l'on  prenait  pour  base  supérieure  une  section  droite  menée  par 
C,  la  portion  du  cylindre  enlevée  du  côté  de  B  et  celle  qui  serait 
ajoutée  du  côté  de  A  auraient  la  même  surface  et  le  même  volume  ; 
V  et  V  ne  seraient  donc  pas  changés  ;  ainsi 


a«  a» 


4/1  2/i 

Remarquons   ensuite  qu'un   plan  A'^B''  ayant  pour  équation 

i 

4r  =  -^  (fe  -f  te)  couperait  au  milieu  toutes  les  ordonnées  de  la 

base  supérieure,  et  les  génératrices  de  la  surface.  Il  contiendrait 
ainsi  le  centre  de  gravité  des  éléments  v  de  la  surface  et  en  outre 
ceux  de  tous  les  petits  prismes  parallèles  à  OZ  dans  lesquels  on 
peut  décomposer  le  volume.  Par  suite  G  et  G'  sont  dans  ce  plan, 
et  l'on  a 

Extension  de  la  valeur  de  V  au  cas  où  la  base  du  cylindre 
tronqué  aurait  une  forme  quelconque.  —  En  prenant  pour  l'ori- 
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gine  0  son  centre  de  gravité,  désignant  encore  par  ;s  =  h  -\-  tx 
l'équation  du  plan  sécant,  le  volume  V  est  évidemment 

la  somme  s'étendant  aux  éléments  'i/  de  la  base  ;  0  étant  son  centre 
de  gravité,  on  a 

Par  suite  le  volume  est  le  produit  de  la  hase  par  la  Jmute^tr. 
celle-ci  étant  mesurée  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  la  base. 
Ce  résultat,  de  même  que  l'exemple  suivant,  ne  constituent  pas 
la  recherche  d'un  centre  de  gravité,  mais  son  emploi  dans  une 
mesure  géométrique. 

Septième  exemple.  Théorème  de  Ghddin,  Si  Von  fait  tourner 
autour  d'un  axe  OZ  un  arc  de  courbe  AB,  situé  avec 
lui  dans  un  même  plan  et  ne  le  coupant  pas,  la  sur- 
face  de  révolution  décrite  a  pour  mesure  le  produit 
de  rare  AB  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre 
de  gravité  G. 

De  même  si  Von  fait  tourner  autour  de  Vaxe  Faire 
plane  comprise  dans  un  contour  C,  m  coupant  pas 
Vaxe  et  situé  avec  lui  dans  un  même  plan,  le  solide  de  révolution 
ainsi  engendré  est  égal  au  produit  de  l'aire  par  la  circonférence 
que  décrit  son  centre  de  gravité  G. 

Pour  le  démontrer  partageons  soit  l'arc  AB  soit  l'aire  en  élé- 
ments t',  et  pour  chacun  désignons  par  x  sa  distance  à  OZ  ;  soit 
aussi  x^  cette  distance  pour  le  point  G.  On  aura  de  la  sorte  dans 
les  deux  cas 

V  étant  l'arc  AB  ou  l'aire. 

Dans  le  premier  cas,  chaque  élément  v  de  ligne  engendre  un 
cône  tronqué  dont  la  surface  est  le  produit  de  son  côté  v  par  la 
circonférence  que  décrit  son  milieu,  et  dont  le  rayon  est  x  ;  cette 
petite  surface  est  donc  2tzxv. 


a 
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Dans  le  second  cas,  chaqae  élément  v  de  l'aire  engendre  an 
solide  qu'on  peut  assimiler  à  un  fil  très  fin,  de  section  v^  et  dont  la 
longueur  est  2'7ra;  ;  son  volume  est  donc  2it2^. 

Par  conséquent  dans  les  deux  cas  la  surface  ou  le  volume  décrits 
ont  pour  mesure 

conformément  à  l'énoncé. 

Prenons  pour  exemple  le  tore,  surface  décrite  par  une.  circon- 
férence tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  qu'elle  ne 
rencontre  pas.  Désignons  par  r  son  rayon,  et  par  h  la  distance  de 
son  centre  à  l'axe.  Soit  qu'il  s'agisse  de  la  surface  ou  du  volume 
du  tore,  on  a  x,  =h;  il  en  résulte  que  la  surface  est  égale  à 
2rrh  X  2'Trr,  et  le  volume  à  2nh  x  -nr*. 

79.  Homeuts  d'Inertie  et  axes  principaux.  —  Pour 
un  système  quelconque  on  nomme  moment  d'inertie  par  rapport  à 
un  axe  la  somme  des  produits  de  chaque  élément  m  de  masse  par 
le  carré  de  sa  distance  à  l'axe.  On  a  besoin  de  cette  somme  pour 
trouver  la  loi  du  mouvement  d'un  corps  autour  de  Paxe,  de  sort  e 
qu'on  peut  avoir  à  la  chercher  par  rapport  à  une  droite  quelcon- 
que. Nous  devons  d'abord  trouver  les  relations  entre  ces  divers 
moments  d'inertie  d'un  même  corps. 

P  Relation  entre  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  des 
droites  paraUèles.  —  Si  ^,  p  sont  ces  moments  pour  deux  droites 
parallèles  DL,  D'L',  et  h,  h'  leurs  distances  au  centre  de  gravité  G, 
on  a 

M  étant  la  masse  totale.  ^ 

En  effet,  prenons  pour  origine  le  centre  de  gravité 
G,  GZ  étant  parallèle  à  DL,  et  GX  placé  sur  GD.  La 
distance  mR  de  l'élément  m  à  GZ  a  pour  projections 


D_X 


22 
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sur  les  axes  a;,  y  et  o,  d'où  mR  =  a;*  -|-  y'  ;  il  en  résulte  pour  le 
moment  d'inertie  [i  par  rapport  à  GZ, 

Comme  6D  =  A,  les  coordonnées  relatives  à  l'origine  D  sont 
^  —  A,  y,  f ,  d'où 

[i  =  Sm  [(J?—  /i)»  +  y'],  ji  — |jl"  =  —  2^Imj  +  fc«2m . 

Or  2m  =  M^  masse  totale,  et  en  outre  ^mx  =  o,  l'origine  étant 
au  centre  de  gravité.  Par  conséquent  /  =  /x  —  MA*  ;  pour  la 
seconde  droite  on  trouverait  de  même  /  =  p  —  Mh!\  d'où  résulte 
la  relation  à  démontrer. 

2®  Beiation  enlre  les  moments  d'inertie  relatifs  à  des  droites 
partant  d'une  même  origine  0.  —  Soient  A,  B,  C  les  moments  par 
rapport  aux  axes;  nous  avons  trouvé  ci-dessus  la  valeur  de  C; 
celles  de  A^  B  sont  analogues,  de  sorte  qu'on  a 

A  =  lm(y'  +  2%  B  =  2m(i«  +  a?*),  C  =  Sm(x»  +  y')  . 

y^  Soit  ensuite  fx  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 

y^x^V^    une  droite  quelconque  OL  ayant  pour  cosinus  a,  jS,  y. 

^'^  En  désignant  par  M  la  position  d'un  élément  w,  par 

0?,  y,  z  ses  coordonnées,  la  projection  ON  de  OM  sur  OL  est 

«^  +  /3y  +  y£f,  et  comme  a*  +  ^*  +  v*  =  1>  ^^  a  pour  la  dis- 
tance MN  à  l'axe 


MN*  =  OM*  —  ON'  =  ((y»  +  P'  +  f)  (^'  +  !^'  +  2*)  —  (a^  +  ?»  +  Ï*V, 
OU 


r2 


Or  le  moment  fx  =  2m  x  MN  ,  et  par  suite,  d'après  les  valeurs 
ci-dessus  de  A,  B,  C, 

A)  |i  =  Aa*  +  Bp»  +  Cy»  —  2A'Py  —  ^B'a^  —  2C  a?  , 
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en  posant 

A'  =  Smyz,  B'  =  Smza?,  C  =  ï^mxy . 

Pour  trouver  le  moment  d'inertie  fx'  par  rapport  à  une  droite 
quelconque,  il  suffit  donc,  pour  des  axes  choisis  à  volonté,  de 
calculer  les  sommes  A,  B,  C,  A',  B',  C  ;  ensuite  en  prenant  OL 
parallèle  à  la  droite  donnée  on  aura  ,u  par  la  formule  précédente 
et  on  en  déduira  fx'  par  la  relation  entre  les  axes  parallèles.  Mais 
nous  allons  voir  qu'on  peut  simplifier  la  formule  (A).  Pour  abré- 
ger, dans  ce  qui  suit,  convenons  de  nommer  direction  d'un  mo- 
quent extrême  celle  d'une  droite  menée  par  l'origine,  et  telle  que 
le  moment  d'inertie  par  rapport  à  elle  soit  maximum  ou  minimum. 

S^  On  nomme  aooes  principaux  tout  système  d'axes  par  rapport 
auxquels  on  a  A'  =  a,  B'  =  o,  C  =  o.  Par  tout  point  pris  pour 
origine  on  peut  mener  un  semblable  système.  Il  suffit  pour  cela  de 
prendre  pour  OZ  la  direction  d'un  montent  extrême  parmi  toutes 
les  droites  partant  de  V origine,  et  ensuite  de  prendre  pour  OX  la 
direction  d'un  moment  extrême  parmi  toutes  les  droites  mrCnées 
dans  le  plan  des  xy. 

En  effet,  si  l'on  emploie  ces  axes,  et  que  OL  soit  dans  le  plan 
des  xy,  ayant  cp.pour  angle  polaire,  on  a  a  =  cos  cp,  ^  sin  =  ç?, 
7  =  0.  La  formule  (A)  donne  alors 

[1  =  A  cos*  ç  -+•  R  sin*  y  —  2C'  sin  y  cos  (p  , 

d'où 

jj.  —  A  =  (B  —  A)  sin*  ^  —  2G'  sin  y  cos  (p  =  sin*  ç  1  B  — A  — 2G'  cot  ^  1  . 

Si  C  n'était  pas  nul  on  aurait  numériquement  2C'  cot  (p  >  B  —  A 
en  prenant  9  assez  petit,  et  en  le  supposant  positif  ou  négatif, 
P  —  A  aurait  des  signes  contraires.  C'est  impossible  puisque  A 
est  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  moments  [k  pour  toutes  les 
droites  du  plan  des  rri/  ;  on  a  donc  C  =  0.  De  même  parmi  toutes 
les  droites  tracées  dans  le  plan  des  zx  ou  celui  des  zy,  OZ  est  une 
direction  de  moment  extrême,  d'où  résulte  B'  =  0,  A'  =  0. 
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4*^  Cas  où  il  existe  plusieurs  systèmes  d'axes  principaux  pour 
la  même  origine.  —  Pour  un  de  ces  systèmes,  soit  celui  que  donne 
la  règle  précédente  ou  tout  autre,  on  a  d'après  la  formule  (A) 

(B)  jj,  =  Aa*  +  Bp»  +  Cf. 

En  outre  C  =  C(a'  +  (3*  -f-  y'\  d'où 

jj^_C  =  (A-C)a'  +  (B-C)?«; 

A  —  C  et  B  —  C  ne  peuvent  être  négatifs  si  C  est  le  plus  petit 
des  nombres  A,  B,  C  ;  on  a  donc  alors  ,a  =  ou  >  C.  De  même  si 
C  est  le  plus  grand  |ui  =  ou  <  C.  On  en  peut  dire  autant  pour  A 
et  B  ;  par  suite  le  maximum  et  le  minimum  des  moments  p  sont  le 
plus  grand  et  le  plus  petit  des  nombres  A,  B,  C. 

Si  C  est  le  plus  grand  et  en  outre  différent  des  autres,  (A  —  C), 
(B  —  C)  ne  sont  pas  nuls,  et  on  ne  peut  avoir  ,u  =  C  qu'en  sup- 
posant a'  =  p'  :=:  0,  y'  =  1,  c'est-à-dire  que  la  direction  de  OZ 
correspond  seule  au  moment  maximum  C.  Par  suite,  s'il  existe  un 
autre  système  S  d'axes  principaux,  il  faudra  que  l'un  d'eux  coïn- 
cide avec  OZ. 

Si  A,  B,  C  sont  différents  et  A  <  B  <  C,  on  verrait  de  même 
que  l'un  des  axes  S  doit  coïncider  avec  OX,  pour  lequel  seul  le 
moment  est  minimum,  et  par  suite  le  système  S  est  le  même  que 
le  premier,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  en  a  pas  'd'autre. 

Si  A  =  B,  C  étant  différent,  l'un  des  axes  S  doit  tomber  sur 
OZ,  mais  dans  le  plan  des  xy  les  autres  sont  quelconques. 
En  effet,  pour  toute  droite  de  ce  plan  la  formule  (B)  donne 
jji  =  (oc'  4-  |5')A  =  A;  le  moment  étant  le  même  pour  toutes,  une 
quelconque  d'entre  elles  est  une  direction  du  moment  extrême,  et 
si  on  la  prend  pour  un  des  axes,  le  système  sera  principal,  d'après 
la  règle  indiquée  plus  haut. 

Enfin  si  A  =  B  =  C,  la  formule  (B)  se  réduit  à  fx  =  A  ;  tous 
les  moments  d'inertie  étant  égaux,  tout  système  d'axes  est  princi- 
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pal,  car  OZ  aura  toujours  une  direction  de  moment  extrême,  et  il 
en  sera  de  même  pour  OX. 

On  voit  que  s'il  y  a  plusieurs  systèmes  d'axes  principaux  les 
valeurs  A,  B,  C  des  moments  qui  leur  correspondent  restent  les 
mêmes.  On  les.  nomme  moments  d'inertie  principaux  dans  tous  les 
cas. 

5°  Recherche  des  axes  principaux,  —  Outre  que  leur  emploi 
facilite  le  calcul  des  moments  d'inertie,  ces  axes  jouent  un  rôle 
important  dans  la  théorie  de  la  rotation.  Leur  direction  pour  une 
origine  quelconque  pourrait  toujours  s'obtenir  par  la  formule  (A) 
en  cherchant  le  maximum  ou  le  minimum  de  p.  Mais  dans  le  cas 
général  c'est  surtout  l'existence  de  ces  axes  qu'il  importait  de  dé- 
montrer comme  nous  l'avons  fait,  et  quant  à  leur  détermination 
nous  nous  bornerons  au  cas  très  fréquent  où  le  corps  a  un  plan 
de  symétrie.  S'il  n'y  en  a  qu'un  prenons-le  pour  celui  des  xy^  l'ori- 
gine étant  quelconque  dans  le  plan.  La  masse  peut  se  répartir  en 
groupes  de  deux  éléments  égaux  et  symétriques  par  rapport  au 
plan,  de  sorte  que  x  ^t  y  sont  les  mêmes  pour  tous  deux,  et  z  le 
même  en  signe  contraire  ;  les  termes  correspondants  se  détruisent 
dans  les  sommes  imzx^  Imzy,  de  sorte  qu'on  a  B'  =  o,  A'  =  o. 
Ensuite  par  rapport  à  toute  droite  menée  par  Torigine  dans  le 
plan  des  xy^  le  moment  d'inertie  est 

p.  ^  A  cos*  (p  -j-  B  sin*  ^  —  2C'  sin  rp  cos  'f , 

V  étant  l'angle  polaire  de  la  droite.  Si  C  n'est  pas  nul  on  devra 
changer  OX  en  lui  donnant  pour  angle  polaire  la  valeur  de  ^  qui 

rend  u  maximum  ou  minimum  ;  la  condition  est  }^  =  o,  ou 

{b  —  A)  sin  "âœ  —  2(7  cos  2t  =  o,  tang  2»  = 

B  —  A 

Cas  où  il  existe  deux  plans  de  symétrie.  —  Ils  déterminent  un 
système  d'axes  principaux,  en  plaçant  OZ  sur  leur  intersection, 
l'origine  étant  quelconque.  s 
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S'ils  sont  rectangalaires  on  les  prendra  poar  les  plans  des  zx 
et  des  zy.  En  effet,  de  même  que  si  un  plan  de  symétrie  est  celui 
des  xy  on  a  A'  =  o,  B'  =  o,  on  aura  A'  =  o,  C  =  o  si  c'est  celui 
des  zx^  et  B'  =  o,  C  =  a  si  c'est  celui  des  zy  ;  s'il  en  est  ainsi 
pour  tous  deux  il  en  résulte  A'  =  B'  =  C  =  o,  et  les  axes  sont 
principaux. 

Si  les  deux  plans  de  symétrie  ne  sont  pas  rectangulaires  on 
aura  un  système  principal  en  dirigeant  OX  comme  on  voudra  dans 
le  plan  des  xy  ;  en  effet,  en  prenant  les  plans  pour  ceux  des  zx  et 
des  z;x!  correspondant  à  deux  systèmes  d'axes  différents^  on  aurait 
à  la  fois  pour  chacun  A'  --  o^G  =  o,  ou 

d'ailleurs  cp  étant  leur  angle  on  peut  substituer 

jj'  =  j:  cos  ^  —  y  sin  tp,  y  =  x  s\n  (p  -\-  y  cos  tp  , 

ce  qui  donne 

sin  'f^mzx  +  cos  ffùmzu  =  o,     sin  '^  cos(p^m(x^  —  y^)  +  cos  ^^^fnxy  =  o. 

Comme  par  hypothèse  u^  n'est  pas  multiple  de      ,  sin  9  et  cos  9 

ne  sont  pas  nuls,  et  en  ayant  égard  aux  autres  relations,  celles-ci 
se  réduisent  à 

^mzx  =  0,  Xm(x*  —  y^)  =  0. 

D'après  la  première  on  a  à  la  fois  A'  =  B'  =  C  =  0  pour  le 
premier  système,  qui  par  suite  est  principal.  Il  résulte  ensuite  de 
la  seconde 

lm{x'  +  z^)  =  ^m[y'  +  z')    ou     B  =  A  , 

auquel  cas  la  direction  de  OX  correspondant  à  un  système  princi- 
pal est  arbitraire.  Tel  est  le  cas  pour  un  prisme  droit  homogène 
ayant  pour  base  un  polygone  régulier,  en  plaçant  OZ  sur  son  axe. 
De  même  pour  un  solide  de  révolution  homogène  on  a  un  sys- 
tème d'axes  principaux  en  plaçant  OZ  sur  l'axe  de  figure,  les 
autres  étant  arbitraires. 
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80.  Homeiits  d'Inertie  de  divers  corps.  —  Nous  les 
supposerons  homogènes  ;  D  sera  la  densité  ;  Y  le  volume  total  ;  M 
ou  DY  la  masse  totale.  Les  axes  employés  pourront  ne  pas  être 
principaux  ;  mais  en  ce  cas  le  plan  des  oc/y  étant  un  plan  de  symé- 
trie, on  aura  A'  =  B'  =  o.  En  substituant  m  =  Dt;,  v  étant  l'élé- 
ment de  volume,  on  tirera  A,  B,  C,  A',  coefficients  de  la  formule 
(A),  des  relations  suivantes  : 


^A  =  D(Y  +  Z),       B  =  D(Z  +  X),      C  ==  D(X   +Y),      C  =  DZ', 
^X  =  St;j;%  Y  ==  Svy»,  Z  =  Iw«,  Z'  =  Svxy. 


t  A  =  D(Y 

^     rx  =  Svx*. 


P  Parallélipipède  rectangle,  les  arêtes  étant  a,  6,  c;  plaçons 
Forigine  au  centre,  les  axes  parallèles  aux  arêtes,  et  par  suite 
principaux.  Pour  Z  la  formule  (3),  où  P  =  j',  donne 


'=/-.  /'.  J'I,'-"^-  tj[.  }\"^- 


abc^ 


12   ' 

2  8  2  2  2 

ou 

z=;;a*c=;;v.    dz=^m. 


On  trouve  de  même  X  et  Y,  et  d'après  les  formules  (C), 

2^  Cylindre  à  base  circulaire  :  soient  h  la  hauteur,  a  le  rayon. 
Plaçons  l'origine  au  milieu  de  l'axe,  OZ  sur  Taxe.  De  la  sorte  les 
axes  sont  principaux.  On  a  pour  raison  de  symétrie, 

X  =  Y  =  -L(X  +  Y)  =  l-SZ{x^  +  yy  =  -^-Ir^v. 

\ 

et  la  formule  (4),  P  étant  -^  r*  ou  ^*,  donne 


::a\ 
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Si  le  cylindre  est  creux,  le  rayon  de  la  cavité  étant  6, 

„       zA(a«  —  h*)       a*  +  ft«  «»  4-  b* 

g_^rft'(o'— 6')  ^  ^« 

et  les  formules  (C)  donnent  ensuite 

3^  Segment  de  sphère  à  une  base,  —  Plaçons  l'origine  au  centre, 
OZ  sur  l'axe  du  segment  ;  les  axes  sont  ainsi  principaux.  Soient  a 
le  rayon  de  la  sphère,  et  b  l'ordonnée  de  la  base  du  segment.  On  a 

Le  solide  étant  de  révolution,  la  formule  (6),  dans  laquelle 
i 
P  =  -j-  r"  ou  ;s\  donne 

I         I        zHtfrdrdz  =  tc  1     h^z'dz  , 

R  est  le  rayon  d'une  section  quelconque.  En  substituant  R'  =  a*~^* 
on  trouve 

Si  le  segment  est  la  sphère  entière  6  =  —  a,  d'où 

X  =  Y  =  Z  =  ^^-  a*  =  -?-  V,  A  =  B  =  C  =  -~  M  . 

15  5  5 
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4®  Cas  général  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  droit  de  hauteur 
h  à  hase  qtielconque.  —  Menons  le  plan  des  xy  parallèle  aux 
bases,  par  le  milieu  de  la  hauteur.  C'est  un  plan  de  symétrie  et 
par  suite  A'  =  o,  B'  =  o.  En  désignant  par  œ  l'aire  de  sa  section 
dans  le  prisme  et  par  t/  un  quelconque  de  ses  éléments,  la  for- 
mule (3)  pour  le  prisme  est  la  même  que 


h 

S  =  St;'   I         Pdz 


n 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  Taire.  11  en  résulte 


^v'  I        z'dz  = 


h 

■■/: 


X  =  £t?'  I        \^dz=  liïiV'x^,  etc., 

h 


OU 


\  =  hp,  Y  =  hq,  T  =  /m  , 

en  posant 

^  et  g  se  nomment  les  moments  d'inertie  de  Vaire  co  par  rapport  à 
OY,  OY;  ce  moment  par  rapport  à  une  droite  du  plan  est  la 
somme  des  produits  de  chaque  élément  de  surface  par  le  carré 
de  sa  distance  à  la  droite. 

Pour  un  cercle  de  rayon  a,  l'origine  étant  au  centre,  la  for- 
mule (2)  donne 


y-^/'-rv;-   g--*"   -T 


ou  g  =    .   co  si  le  rayon  est  désigné  par  r. 

4 
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Poar  an  rectangle  de  côtés  «,  |3,  l'origine  étant  an  centre  et 
OY  parallèle  à  a,  la  formale  (1)  donne 

(5  a 

c^  r*  wj    p«'  «* 


2 


Dans  les  exemples  saivants  nous  nons  bornerons  à  calculer 
j9,  2,  ?^,  d'où  l'on  déduirait  aisément  A,  B,  C,  C. 

5°  Cas  où  la  section  est  un  secteur  OEF,  l'origine  étant  au 
centre,  et  OX  passant  au  milieu  de  l'arc.  On  donne 
le  rayon  a  et  l'angle  EOX  =  FOX  =  a;  OX  étant 
un  axe  de  symétrie  on  a  ^  =  o.  En  substituant 
0?  =  r  cos  (p,  y  =  r  sin  ç,  la  formule  (2)  modifiée 
pour  un  secteur,  donne 

/a  /»a  ^4     /^a 

I      rHr  cos*  ffd^  =  — -  1        (1  H-  cos  2(p)dç  = 

=    I    (a  +sina  cos  a), 
4 

/•»        /*«  a* 

^  =    I  I     rHr  sin*  yd^  ==  ---  (a  —  sin  a  cos  a) . 

6^  La  section  est  un  triangle  rectangle  OEF,  OX  étant  sur 
Y  OE,  OY  parallèle  à  EF;  on  donne  OE  =  a, 

^^  EF  =  ft  ;  a  désigne  l'angle  EOF.  La  formule  (2) 

0         r  X  modifiée  donne 


I      rHr  cos'  çd(p,  Ç  =  1         1      ^^^^  sin*  ?prfç  , 


/"•a      /»R 

fi  =  I        I      rHr  sin  <p  cos  ^(/^^  . 

a)     0     J     0 


D'ailleurs  R  correspondant  aux  points  de  EF,  on  a  R  =  -—  : 

'  cos  U)  ' 

en  substituant  tang  oc  =  — ,  a6  =  2co,  il  en  résulte 


a 


i 
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a*    r*    dip  a*  à' 6        o» 

*  J  0  ^^   f         *  4  2 


a«6'        flft 


On  aurait  an  système  principal,  comme  on  Ta  vu,  en  faisant 
tourner  l'axe  des  x  d'un  angle  cp  déterminé  par  la  relation 

2G' 
Ung2<p  =  g-_^. 

Les  formules  précédentes  permettent  de  trouver,  par  rapport  à 
toute  droitç  donnée,  le  moment  d'inertie  d'un  prisme  ayant  pour 
base  un  triangle  rectangle  ou  un  secteur  ;  il  en  sera  de  même  par 
suite  si  c'est  un  polygone  quelconque  ou  un  segment  de  cercle. 

81.  Évaluation  générale  de  l'attraction  d'une 
niasse  quelconque  sur  un  point.  —  Il  ne  s'agit  ici  que 
de  l'attraction  en  raison  directe  des  masses  et  inverse  du  carré 
des  distances.  Si  H  est  le  point  attiré,  m'  sa  masse,  p  sa  distance 

à  un  éléments  de  la  masse  attirante,  la  force  est  f  -^ .  f  étant 

un  coefficient  constant.  On  doit  composer  les  forces  ainsi  exercées 
par  tous  les  éléments  de  la  masse;  mais  on  peut  laisser  de  côté 

la  constante  fm\  et  prendre  —7  pour  la  force.  Ce  serait  exact  en 

1 
attribuant  à  m' la  valeur  —  ;  d'ailleurs  après  avoir  trouvé  com- 
ment varie  l'attraction  de  la  masse  fixe  pour  chaque  position  du 
point  H,  on  pourra  rétablir  la  constante  qui  multiplie  tous  les 
résultats. 

Si  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  attiré  H,  et  a/,  y,  z 
celles  de  m,  les  cosinus  de  la  force,  qui  est  dirigée  de  H  vers  w, 


»  "^ 
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,  etc.,  et  ses  projections  -^^-, — -y  etc.  On  a  par  suite 

A  =  2-  — z —  m,  1  =  1  —  —  m,  /j  =  li       „ — m, 

pour  les  projections  X,  Y,  Z  de  l'attraction  totale  de  la  masse  sur 
le  point,  les  sommes  s'étendant  à  tous  ses  éléments  m. 

Mesure  approximative  de  V attraction.  —  En  prenant  l'origine  0 
quelconque  dans  le  corps,  et  supposant  toutes  ses  dimensions  infé- 
rieures à  OH,  on  pourra  exprimer  l'attraction  en  série;  en  effet, 
plaçons  H  sur  l'axe  des  z  négatifs,  et  soit  OH  =  h\  on  aura  ainsi 


x  =  0,         y  =  0, 

î=-ft. 

(>'  =  x"  +  j,'«  -1-  (î'  +  A)', 

Y      l"*^' 

Là         -     ^m                    - 

Si  l'on  pose  -7-  — 

a, 

^'  -fi  ' 

h      ^'  h 

=  y,  les  nombres  a,  /3,  y  se- 

ront  partout  inférieurs  à  l'unité.  Il  en  résulte 

1^/  =  /i*p'«     où     p'«  =  (i  +  y)'  +  a-  +  ^\ 
9  9"        •  9 

En  supposant  a,  (3,  y  assez  petits  et  substituant 

^7  =  0  +  2y  +  a*  +  ?»  +  7«)-2  =.  1  —  3y  +  etc.  , 

9 

puis  négligeant  les  termes  de  degré  supérieur  au  premier,  on 
aura 

Si  on  négligeait  aussi  le  premier  degré,  on  trouverait  X  --=:  o^ 
Y  =  0,  Z  =  7?  =  T7>  ^I  étant  la  masse  totale  ;  cela  reviendrait 
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à  la  sapposer  concentrée  à  l'origine.  Les  termes  da  premier 

degré,  en  substituant  oc  =  -r-'l^^^»  ^^^^ 

1  1  2 

— -  YjmXy  -7-  ^my\ Smz', 

h  li  h 

et  ils  seront  nuls  si  l'on  place  l'origine  au  centre  de  gravité  du 
corps.  On  a  donc  une  valeur  approchée  de  V attraction  en  supposant 
la  masse  concentrée  au  centre  de  gravité. 

Forme  potentielle  de  l'attraction.  —  La  première  projection  de 
l'attraction  d'un  élément  m  est 

'!^^^^ÇJ^    où    p^  =  (^  -  xy  +  i^y  ~  yy  +  (2  ~  zy. 

p 

elle  peut  s'exprimer  par  la  dérivée  partielle 


m 


L   dx    ] 


pour  d'antres  particules  attirantes  w',  m%  ...,  situées  à  la  dis- 
tance p,  p", ...  du  point  H,  elle  est  de  même  la  dérivée  partielle  de 


m     m 


, ,  -  „ ,  etc.  La  même  remarque  s' étendant  aux  autres  projections 

P     P 

on  aura  pour  le  corps  entier 

(âS\  ,,      /dV\  ^       /(dV 


-(£).    -D    - 


dy  I  \  dz 


m     .     m'     ,     m" 


V  étant  la  somme 1 — r  -] — -  +  •••  étendue  aux  particules 

P         P  P 

attirantes  supposées  fixes,  tandis  que  les  coordonnées  Xj  y,  zAeH 
sont  seules^  variables  ;  V  se  nomme  le  potentiel  des  masses  m, 
7n'y  etc.  ;  il  suffit  de  le  trouver  pour  connaître  les  composantes  de 
l'attraction. 

Pour  une  seule  particule  on  a 


m  P^     '        m  \dxj        m   \dW  p*  '* 


1     {d'\\  l      ,    3(x—xy 

P' 
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les  valeurs  de  — (■j')»  — ("rf")  ^"^^  '^"^  forme  analogue  et  la  somme 

des  trois  est  nulle  ;  il  en  est  de  même  pour  les  termes  -r, etc.;  ainsi 

P 

tout  potentiel  satisfait  identiquement  l'équation 

(S)+(9+(S)='. 

en  supposant  comme  nous  le  faisons  que  H  ne  soit  pas  intérieur  à 
la  masse  attirante. 


82.  Applications  diverses.  —  Premier  exemple.  Attrac- 
H  tion  normale  d'une  aire  plane.  —  Supposons  d'abord 
H  attiré  par  l'aire  intérieure  à  un  contour  C  de  forme 
A  )  quelconque,  et  soit  h  sa  distance  HA  au  plan  de  l'aire. 
^  Nous  ne  chercherons  que  la  composante  Z  de  l'at- 
traction suivant  HA  ;  nous  supposerons  une  masse  formant  sur 
l'aire  une  couche  uniforme  infiniment  mince,  de  sorte  qu'elle  de- 
vient une  surface  attirante,  la  masse  étant  y^  par  unité  de  surface. 
Traçons  une  sphère  a  de  centre  H,  de  rayon  1,  et  décomposons 
Taire  en  éléments  v  par  des  pinceaux  coniques.  Pour  l'un  d'eux 
placé  en  M  à  la  distance  HM  =  p,  on  aura,  comme  on  l'a  vu  au 

2 

numéro  77,  î;  =■"***.,  o  étant  l'élément  correspondant  de  d,  et  i 

(/US  f 

l'angle  AHM  de  HM  et  de  la  normale  à  la  surface.  L'attraction  de 
V,  sa  masse  étant  pi',  sera  ^  et  sa  projection  sur  HA,  ou  ^  cos  /, 
se  réduit  à  ^w.  Pour  Faire  entière  il  en  résulte 

S  étant  la  somme  des  éléments  io  correspondant  à  tous  les  pin- 
ceaux. Si  Ton  trace  une  surface  conique  ayant  pour  sommet  H  et 
pour  base  le  contour  C,  s  est  la  portion  qu'elle  intercepte  dans  la 
sphère  t  et  se  nomme  V amplitude  sphérique  du  cône.  Si  par  exem- 
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pie  C  est  un  polygone  de  n  côtés,  s  est  un  polygone  sphérique  ;  sa 
valeur  est  Veoocès  sphérique  ou  celui  de  la  somme  de  ses  angles  sur 

2n  —  4  angles  droits,  chacun  étant  mesuré  par  -|-. 

Si  C  est  un  cercle  de  rayon  a,  de  centre  A,  on  a  ponr  tout  point 

du  contour  cos  i  =    ^  ,  .    ,  ;  s  est  une  zone  de  hauteur  1  —  cos  i, 

OU  S  =  27r(l  —  COS  t).  Il  est  clair  que  dans  ce  cas  Z  est  l'attrac- 
tion totale. 
Si  sans  changer  h  on  fait  croître  a  à  l'infini,  on  a 

cos  t  =  0,  «  =  2î:,  Z  =  2îC|j. . 

C'est  Tattraction  d'un  plan  indéfini. 

Une  surface  attirante  étant  une  fiction,  attribuons  à  la  précé- 
dente une  petite  épaisseur  e  ;  pour   l'unité  de  surface  le  volume 

sera  e,  la  masse  p,  et  par  suite  la  densité  D  =  -^  ;  en  substituant 

£ 

fjL  =  D£,  on  aura  pour  la  couche  indéfinie  Z  =  27rDc  ;  si  l'on  ima- 
gine  d'autres  couches  superposées,  d'épaisseurs  s',  e",.  etc.,  leurs 
attractions  qui  se  réduisent,  comme  on  l'a  vu,  à  la  composante 
normale,  seront  27rD£',  27rDc",  etc.,  et  en  tout  on  aura  Z  =  27rDe, 
e  étant  l'épaisseur  totale  de  la  couche  indéfinie  ainsi  comprise 
entre  deux  plans  parallèles.  Cette  force  est  donc  indépendante  de 
la  position  du  point  H. 

Second  exemple.  Attraction  d'une  surface  sphérique.  —  Suppo- 
sons une  masse  m  répartie  sur  une  surface  sphérique  de  centre  0 
et  de  rayon  a;  nous  admettrons  qu'elle  y  forme  une  couche 
d'épaisseur  constante  très  petite,  équivalant  à  une  surface  atti- 
rante.   ^ 

Soit  H  le  point  attiré,  extérieur  ou  intérieur,    f  oZoIlI^^ 
OH  =  R,  et  |ji  un  élément  de  masse  superficiel,    V        V 
recouvrant  un  élément  v  de  surface.  On  a  ainsi 

|j.  m  tnv 
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d'ailleurs  la  surface  étant  partagée  comme  au  numéro  77, 

v  =  a"  sin  MQd<p,  a  =  — - — ^  m  . 

Nous  compterons  les  angles  Q  à  partir  de  OH,  et  en  désignant 
par  p  la  distance  ,uH,  par  Y  le  potentiel,  nous  aurons 

9  ^^J    0      J    0  P 

L'expression  qui  multiplie  d(û  étant  indépendante  de  9,  il  en 
résulte 

sin  QdQ 


__    m    /*^  si] 

~  "2  j .  - 


Prenons  ensuite  p  pour  variable  au  lieu  de  ô  ;  de  la  sorte, 
d'après  la  valeur  de  p',  on  a  pdp  =  àR  sin  6d9]  en  substituant 

sin  OdO  =  —,  on  trouve 

p  correspondant  à  6  =  tt,  et  p"  à  0  =  0.  De  la  sorte 

p"«  =  R«  +  a*  —  2aR,  p'«  =  R«  +  a«  +  2aR,  p'  =  R  +  a  . 

On  doit  prendre  p'' positif,  c'est-à-dire  p"  =  R  —  a,  p'  —  p"  =  2a, 
si  H  est  extérieur  à  la  surface,  et  p"  =  a  — R,  p'  — p"  =  2R,  s'il 
est  intérieur.  Le  potentiel  est  donc 

V  =    o   si  le  point  H  est  extérieur, 

K 

tn 

V  =  —  s'il  est  intérieur. 

a 

Dans  ce  dernier  cas  Y  est  constant  ou  indépendant  de  la  posi- 
tion de  H  ;  ses  dérivées  ou  les  projections  de  la  force  sont  donc 
nulles,  et  il  en  est  de  même  de  la  force.  Si  le  point  est  extérieur 

le  potentiel  -j^  est  le  même  que  si  la  masse  m  était  condensée  en 
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0,  à  la  distance  R  du  point  attiré  ;  ses  dérivées  et  la  force  sont 
donc  aussi  les  mêmes. 

Troisième  exemple.  Attraction  d'une  tige  rediligne  supposée  infi- 
niment mince.  —  En  l'assimilant  à  une  droite 

H 

AA'  soient  h  sa  distance  OH  au  point  attiré,  et    , 


fx  la  masse  de  l'unité  de  longueur.  Nous  suppose- 
rons OA  =  OA  =  l.  Il  est  clair  qu'en  décomposant  les  attrac- 
tions suivant  HO  et  à  angle  droit,  celles  de  OA  et  OA  suivant 
cette  seconde  direction  seraient  égales  et  opposées  ;  Tattraction 

totale  F  est  donc  dirigée  de  H  vers  0,  et  ^  F  est  celle  de  la  por- 
tion OA  seule. 

Pour  la  trouver  plaçons  l'origine  en  0  et  OX  sur  OA.  Soient  M 
la  position  d'un  élément  dx  et  p  la  distance 


n 


p  =  MH  =  V  /i«  +  x^  . 


lidx^ 


La  masse  de  l'élément  est  udx  et  son  attraction  ^-  ;  comme 

P 


cos  OHM  =  jjtu  =  — ,  la  projection  de  la  force  sur  HO  est  ^^. 

MH  p  p* 

En  l'ajoutant  pour  tous  les  éléments  de  OA  on  aura 


^=^/:^ 


2 

L'intégrale  indéfinie 

dx 

d'où  résulte 


rdx       r ^ X 

I  — %  =    1  /L*   I     «v?^   =  "lo — : +  const. 


F  = 


h  Vh^  -h  2* 


Si  on  suppose  la  tige  indéfinie  dans  les  deux  sens,  —-  --    ^  se 


réduit  à  l'unité,  ce  qui  donne  F  =  -^. 


23 
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L'attraction  d'une  droite  est  une  fiction,  mais  si  nous  lui  attri- 
buons une  petite  section  a>,  de  sorte  qu'elle  devienne  un  corps 
homogène  de  densité  D,  on  aura  pour  la  masse  de  l'unité  de  lon- 
gueur fx  =  Da>,  et  l'attraction  d'une  tige  mince  à  la  distance  h  sera 

20(0 

0 

Quatrième  exemple.  Attraction  d'un  tube  ou  d'un  cylvndre  creux 
indéfini.  —  Soient  a,  h  ses  rayons  extérieur  et  intérieur.  Menons 
le  plan  de  la  figure  par  le  point  attiré  H,  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  cylindre  qu'il  coupe 
en  0.  La  section  du  cylindre  est  l'espace  annu- 
laire  compris  entre  les  circonférences  C,  C  de 
rayons  a  et  6.  Partageons  cet  espace  en  élé- 
ments v,  et  élevons  sur  chacun  comme  base  un  prisme  indéfini 
dans  les  deux  sens  ;  M  étant  la  position  de  r,  l'attraction  de  ce 

prisme  mince  sur  H  seia  d'après  l'exemple  précédent  -r^,  où  la 

section  a>  doit  être  remplacée  par  t?,  et  h  par  p,  qui  désignera  MH. 
Elle  est  dirigée  suivant  HM,  et  sa  projection  sur  HO  est  par 

suite 

2Dy 

-      cosMHO. 

L'attraction  totale  Q  du  cylindre  est  la  résultante  de  celles  des 
prismes  ;  d'ailleurs  les  projections  de  celles-ci  sur  une  direction 
perpendiculaire  à  OH  se  détruisent  évidemment,  et  par  suite  la 
force  Q  sera  dirigée  de  H  vers  0,  ayant  pour  valeur  la  somme  des 
projections  précédentes  ;  de  la  sorte 

la  somme  s'étendant  aux  éléments  v  de  l'aire  comprise  entre  C 
et  C'.  Cette  force  est  dirigée  suivant  la  distance  du  point  à  Taxe, 
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Elle  est  fonction  aniqaement  de  cette  distance  HO  que  noas  dési- 
gnerons par  r.  On  a 

rQ  =  202^'   cosMHO.v, 
P 

r  HO 

et  il  est  clair  que  si  H  est  très  éloigné  ou  r  très  grand,       ou  n^ 
est  sensiblement  l'unité,  de  même  que  cos  MHO.  On  a  ainsi 

limite  (rQ)  =  2DIi; . 

Cette  valeur  est  la  même  que  si  tous  les  prismes  attirants 
étaient  placés  sur  Taxe  du  cylindre,  où  toute  la  masse  serait  ainsi 
condensée,  car  alors  on  aurait  constamment  r  =  p,  cos  MOH  =  1. 

On  pourrait  trouver  Q  par  l'intégration  directe  de  l'expression 
ci-dessus  ;  mais  nous  prendrons  cette  question  comme  exemple  de 
l'emploi  d'une  autre  méthode,  applicable  seulement  quand  la  force, 
comme  dans  le  cas  actuel,  est  fonction  d'une  seule  variable  r,  et 
que  sa  direction  est  connue. 

Les  projections  X,  Y,  Z  de  la  force  ayant  pour  valeurs  \-t-\  etc., 

l'équation  (D)  du  numéro  précédent,  ou 

peut  s'écrire 

dans  laquelle  x,  y^  z  sont  les  coordonnées  du  point  H.  En  plaçant 
OZ  sur  l'axe  on  a  r  =  /a;*  -f  yS  et  la  force  Q  étant  dirigée  vers 

l'axe,  ses  cosinus  sont , ^  et  o  ;  il  en  résulte 


r  r 
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et  en  remarquant  que  Q  est  fonction  de  r  seul, 


\ix)         r   '^'^  ir\r  )  r    '  \dyl        r    '^  dr  \  r  }  r    ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (D)  et  la  multipliant 
par  r,  on  trouve 

d'où 

2Q  =  A.         Q  =  — , 

r 

A  étant  une  constante.  Le  même  calcul  s'applique  aux  cas  où  le 
point  H  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  cylindre  creux  ;  mais 
ces  cas  sont  distincts.  Il  n'y  a  pas  de  continuité  entre  eux,  et  la 
constante  peut  différer. 

Si  le  point  est  intérieur  on  doit  supposer  A  =  o,  sans  quoi  la 
force  Q  croîtrait  à  l'infini  quand  il  serait  très  voisin  de  l'axe,  ce 
qui  n'a  point  lieu  pour  la  valeur  de  Q  sous  forme  d'intégrale  ;  par 
conséquent  V attraction  du  cylindre  est  nulle  sur  tout  point  inté- 
rieur. 

Si  le  point  est  extérieur  la  valeur  de  rQ  étant  la  constante  A 
est  égale  à  la  limite  de  cette  expression  trouvée  ci-dessus  quand  r 
croît  à  l'infini.  Par  suite  V attraction  du  cylindre  sur  un  point  eodé- 
rieur  est  la  même  que  si  toute  sa  masse  était  condensée  sur  Vaxe. 

En  supposant  l'axe  vertical,  et  prenant  pour  H  un  point  maté- 

riel  pesant,  on  aurait  pour  son  mouvement  vertical  —  =  ^r,  la 

force  Q  étant  horizontale ,  en  même  temps  la  projection  de  H  sur 
le  plan  des  xy  circulerait  autour  de  l'origine  comme  si  celle-ci 
l'attirait  en  raison  inverse  de  la  distance.  Nous  avons  vu,  en  effet, 
au  numéro  60  que  pour  cette  loi  d'attraction  le  mouvement  a  tou- 
jours la  forme  circulante. 


>»^:^J-- 


fi    ' 


^•.i'  ' 


\  n 


m. 


'm 


w^ 


•Kl 


357 

83.  Théorème  de  Oreen.  Applleatlon  A  l'attrac- 
tion d'une  surface  sphérlque.  —  Désignons  par  C  une 
surface  fermée  de  forme  arbitraire,  et  par  S  la  somme 

S  =  SNv .  vy 

étendue  à  tous  les  éléments  v  de  la  surface,  N  étant  pour  chacun 
la  projection  de  la  force  sur  la  normale  extérieure.  La  force  est 
ici  l'attraction  d'un  ensemble  quelconque  de  masses  continues  ou 
isolées  ;  pour  simplifier  nous  admettrons  qu'aucune  particule  atti- 
rante ne  se  trouve  sur  la  surface  même. 

Le  théorème  de  Green  consiste  en  ce  qu'on  a 

M  étant  la  somme  des  masses  intérieures  à  la  surface  C. 

Supposons  les  masses  formées  de  la  réunion  de  deux  groupes, 
auxquels  correspondront  les  lettres  S',  M',  N'  pour  le  premier,  S", 
M",  N''  pour  le  second.  Nous  allons  vérifier  que  si  le  théorème  est  ^| 

vrai  pour  chaque  groupe  il  l'est  aussi  pour  leur  ensemble.  En 
effet,  la  force  pour  l'ensemble  est  résultante  de  celles  qui  provien- 
nent de  chaque  groupe  ;  sa  projection  N  sur  la  normale  est  la 
somme  de  celles  des  deux  autres,  ou  de  N',  N'';  par  suite 

S  =  INt;  =  ÏCN'  -f  N"  t;  =  S'  +  S". 

D'autre  part,  la  masse  intérieure  M  est  la  réunion  de  M',  M" 
qui  correspondent  à  chaque  groupe.  Ainsi  en  ajoutant  les  relations 

S'  =  —  47tM'  S"  =  —  47cM", 

supposées  exactes,  on  aura  S  =  —  47rM,  ce  qu'il  fallait  prouver. 
Le  raisonnement  précédent  s'étend  évidemment  au  cas  où  l'on 
partagerait  les  masses  en  un  nombre  quelconque  de  groupes.  Il 
ne  reste  donc  qu'à  vérifier  le  théorème  en  réduisant  ces  masses  à 
une  seule  particule  m.  ^L/^ 
Traçons  une  surface  sphérique  t  de  centre  n^^^^^Js^^^^P  ) 
m,  de  rayon  1,  et  décomposons  C  en  éléments  x^^ ^ 


1  ■  ...  : 


T»i 
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_    P 


» 


par  des  pinceaux  coniques  ;  on  a  d'après  le  numéro  77  i;  =  -^  a>, 

co  étant  un  élément  de  ^^  p  la  distance  vm,  et  i  l'angle  aigu  de 
cette  droite  et  de  la  normale  à  C  ;  en  même  temps  la  force  pour 

cet  élément  est  — r  et  sa  projection  sur  la  normale  N  =  -r-  cos  i\ 

P  P 

i'  étant  l'angle  de  la  force  et  de  la  normale  extérieure;  il  en 
résulte 


•/ 


cos  i 

COS  f 


Or  i'  est  compris  entre  les  mêmes  droites  que  i,  et  l'on  a 


COS  t 


=  +  1  suivant  que  i  est  aigu  ou  obtus.  Dans  la  figure  la 

COS  t  "~  ^  ^ 

direction  de  v  vers  m,  qui  est  celle  de  la  force,  fait  un  angle  obtus 
avec  N,  d'où  Ni;  =  —  m-o  ;  il  en  est  ainsi  en  tout  point  où  le 
pinceau  partant  de  m  traverse  la  surface  C  en  sortant  ;  on  a 
N^;  =  4"  m»}  là  où  il  traverse  C  en  entrant.  Si  m  est  extérieur 
comme  dans  la  figure,  le  pinceau  rencontre  la  surface  deux  fois  si 
elle  est  convexe,  et  en  tout  cas  un  nombre  pair  de  fois,  sur  lequel 
il  y  a  autant  d'entrées  que  de  sorties  ;  pour  les  éléments  v  corres- 
pondant à  un  même  pinceau,  w  ne  changeant  pas,  les  produits  Nv 
ont  une  somme  nulle,  et  par  suite  S  =  o.  Si  m  est  intérieur  chaque 
pinceau  rencontre  la  surface  C  un  nombre  impair  de  fois,  et  le 
nombre  des  sorties  dépasse  d'une  unité  celui  des  entrées  ;  les  pro- 
duits Hv  pour  un  seul  pinceau  ont  donc  la  somme  —  wo),  d'où 
résulte 

la  somme  s'é tendant  aux  éléments  ro  d'une  sphère  t  complète. 
Nous  avions  trouvé  S  =  o  quand  m  était  extérieure.  Le  théorème 
de  Green  est  donc  exact  pour  une  particule  et  par  suite  pour  des 
masses  quelconques.  Il  constitue  un  princii^e  important  dont  les 
applications  sont  nombreuses  dans  la  théorie  de  l'électricité.  Nous 
l'emploierons  dans  la  question  suivante. 

Attraction  d'une  surface  spMrique  sur  un  point  H  intérieur.  — 
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La  force  /",  si  elle  existe,  est  dirigée  suivant  le  rayon 
OH  pour  cause  de  symétrie,  car  nous  supposons  la 
masse  répartie  uniformément  sur  la  surface.  Pour  la 
même  raison,  si  Ton  trace  une  surface  sphérique  con- 
centrique et  passant  par  H,  la  force  en  tout  point  de  cette  surface 
aura  la  même  valeur  /*,  et  sera  dirigée  sur  le  rayon  dans  le  même 
sens.  Si  donc  N  est  sa  projection  sur  la  normale  extérieure,  on 
aura  partout  N  =  f,  ou  partout  N  =  —  f.  En  appliquant  à  cette 
surface  prise  pour  C  le  théorème  de  Green,  il  en  résulte 


—  4:cM  =  SNv  =  ±:  /ïv  . 

Or  il  n'y  a  pas  de  masse  intérieure  ;  M  est  donc  nul,  ILv  ne  l'est 
pas  ;  par  suite  /*  =  o,  comme  nous  l'avions  trouvé  par  l'intégra- 
tion directe. 

Attraction  d'une  couche  sphérique  sur  un  point  extérieur  H,  — 
Soient  0  le  centre,  a  le  rayon,  R  la  distance 
OH,  et  H  sur  OH  le  conjugué  du  point  H, 


de  sorte  qu'on  ait 


OH' 


a 


a 
OH 


.  Désignons  par 


V,  V  les  potentiels  de  la  couche  sphérique 
pour  les  points  H,  H'  ;  par  u  un  élément  de  masse  superficiel  ;  par 
p,  p'  les  distances  ,aH,  juiH.  Les  triangles  OH'u,  OH^  étant  sembla- 
bles par  renversement  on  a 


p'   _  0|jL         a 
p    ^  OH  ^    R  ' 


p         R      p 


a 
R 


V, 


relation  qui  subsisterait  même  si  la  couche  n'était  pas  uniforme  ; 
mais  si  elle  l'est,  la  force  étant  nulle  à  l'intérieur,  le  potentiel  est 
constant.  Sa  valeur  au  centre  est 


a  a 


m 
a 


N-   I» 
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m  étant  la  masse  totale.  Puisqu'il  est  le  même  en  H'  il  en  résulte 


V  =   ^  V'  =  ^ 


R  H    ' 

comme  nous  Favions  trouvé  précédemment. 


84.  Attraction  d'une  sphère  et  ses  applications. 

—  Pour  abréger  nous  dirons  qu'une  sphère  a  une  densité  régu- 
lière  si  la  densité  est  la  même  en  des  points  situés  à  égale  distance 
du  centre.  Nous  emploierons  la  même  expression  pour  une  couche 
comprise  entre  deux  surfaces  sphériques  concentriques.  La  sphère 
et  la  couche,  en  menant  des  surfaces  sphériques  infiniment  rap- 
prochées, sont  décomposées  en  couches  élémentaires  infiniment 
minces,  dont  chacune  séparément  est  homogène  et  peut  être  assi- 
milée à  une  surface  attirante.  Par  conséquent  : 

1°  L' aUra<:tmn  d'une  couche  à  densité  régtdière  sur  un  point  qui 
lui  est  intérieur  est  mdle,  car  il  en  est  ainsi  pour  chacune  des 
couches  élémentaires  dont  elle  se  compose. 

2®  L'attraction  d'une  couche^ou  d'une  spJière  à  densité  régulière 
sur  un  point  extérieur  est  la  même  que  si  sa  masse  était  condensée 
au  centre,  car  cela  ne  change  pas  l'attraction  des  couches  élé- 
mentaires. 

Attraction  de  masses  quekonqu^s  sur  une  sphère  à  densité  régur- 
Hère,  —  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  que  le  fnouvement  du 
centre  de  gravité  de  la  sphère,  c'est-à-dire  de  son  centre  0,  produit 
par  cette  attractions  est  le  même  que  si  sa  masse  m  était  concentrée 
en  0. 

En  effet,  pour  calculer  ce  mouvement  on  suppose  que  toutes  les 
forces  agissant  sur  chaque  élément  de  la  sphère  sont  déplacées 
parallèlement  et  appliquées  en  0.  Considérons  en  particulier  celles 
qui  proviennent  d'une  seule  particule  v  ;  celles-là  sont  égales  et 
opposées  aux  attractions  des  éléments  sur  v.  Or  ces  dernières  ont 
pour  résultante  l'attraction  qu'exercerait  sur  v  la  masse  m  placée 
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en  0  ;  les  premières  auront  donc  une  résultante  égale  et  opposée  à 

la  précédente,  ou  l'attraction  de  v  sur  la  masse  m  placée  en  0.  Il 

■ 

en  est  ainsi  pour  chaque  particule  v  dont  les  masses  se  composent, 
et  par  suite  pour  Teifet  de  leur  ensemble  on  peut  supposer  la 
masse  de  la  sphère  ainsi  condensée. 

La  plupart  des  astres  paraissent  être  à  très  peu  près  des 
sphères  à  densité  régulière  et  par  suite  on  peut  sans  erreur  sen- 
sible assimiler  chacun  d'eux  à  un  point  matériel,  soit  qu'il  s'agisse 
de  ses  attractions  sur  les  autres,  ou  de  son  propre  mouvement 
produit  par  celles  des  autres. 

Cas  où  le  point  attiré  H  est  à  Vûttérieur  du  corps  attirant.  —  Si 
ce  point  est  extérieur  mais  devient  infiniment  voisin  d'un  point  A 


m 


de  la  surface/l'attraction  ---  de  la  masse  m  placée  en  A  croîtrait 

à  l'infini  si  réellement  une  masse  finie  m  s'y  trouvait  concentrée  : 
mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  elle  est  {répartie  dans  le  corps 
d'une  façon  continue.  L'attraction  totale  reste  -alors  finie  même 
si  H  coïncide  avec  A.  Il  en  est  ainsi  pour  celle  d'une  couche  plane 
indéfinie,  car  on  a  vu  au  numéro  82  qu'elle  est  indépendante  de  la 
position  du  point  H. 
De  même  s'il  s'agit  d'une  sphère  de  rayon  r,  dont  la  masse  est 

m  =  D  X     ^  -  , 

l'attraction  et  le  potentiel  sont    -,  - -,  quand  H  est  extérieur,  à 
la  distance  R  du  centre,  et  se  réduisent  à 

*^  D  ^-^''  D 

3      '  3       ' 

s'il  est  à  la  surface. 

Tous  deux  auront  donc  aussi  une  valeur  finie  et  déterminée  si 
H  est  intérieur  à  la  masse  attirante.  Supposons  par  exemple  que 
celle-ci  soit  une  sphère  S  homogène,  de  rayon  a,  le  point  H  étant 
intérieur,  à  la  distance  R  du  centre.  Soit  S'  une  sphère  concen- 
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trique  de  rayon  R,  et  S"  le  reste  de  la  sphère  S,  c'est-à-dire  une 
couche  sphérique  dont  les  rayons  extérieur  et  intérieur  sont  a  et 
R;  on  aura  pour  le  potentiel  total  V  --  V  +  V",  V  étant  celui  de 
S'  et  V"  celui  de  S".  Comme  H  est  à  la  surface  de  S'  on  trouve 
comme  ci-dessus 

3      • 

Ensuite  partageons  S''  en  couches  infiniment  minces  par  des 
surfaces  sphériques  concentriques.  Pour  la  couche  dont  les  rayons 
sont  r  et  r  +  dr  la  surface  est  éirr',  le  volume  4-rrr*rfr  et  la  masse 
m  -  éirDrVZr;  on  a  vu  au  numéro  82  que  le  potentiel  à  l'inté- 
rieur était  ,  a  étant  le  rayon  désigné  ici  par  r  ;  H  étant  inté- 
rieur à  la  couche  son  potentiel  sera  47rDrrfr.  En  y  faisant  croître 
r  de  R  à  rt  et  ajoutant  les  résultats,  nous  aurons  pour  le  potentiel 
de  S" 

/*^ 

V"  =^  i-D         rdr  =  2;cD(a*  —  R«) , 

d'où 

V  =  V  -f-  V"  =    "^  (Sa"  —  R»)  =  rfi:  (3a»  —  x*-f  —  l'j . 

En  outre  l'attraction  totale  Q  se  réduira  à  celle  de  S',  H  étant 
intérieur  par  rapport  à  la  couche  S''  ;  le  point  étant  à  la  surface 
de  S'  on  aura  donc  comme  on  Ta  vu 

_  47tDR 
^■~     3     • 

Quand  lejmnt  H  est  intérieur  au  volume  attirant  les  projections 
X,  Y,  Z  de  la  force  sont  encore  les  dérivées  du  potentiel,  mais 
r  équation  (D)  du  numéro  81  est  remplacée  par 

d«V       d^\       d'V 

Bien  que  ce  soit  en  général  exact  quand  la  densité  D  varie 
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d'une  manière  continue,  nous  nous  bornerons  à  le  vérifier  en  la 
supposant  constante. 

Si  le  corps  est  la  sphère  S,  la  valeur  ci-dessus  de  V  satisfait 
identiquement  l'équation  précédente.  En  outre  la  force  Q  étant 

dirigée  vers  le  centre,  ses  cosinus  sont — ^^y  etc.,  et  ses  projec- 
tions 

X  =  —  Q-p-  = ^  etc. 

Elles  sont  ainsi  les  mêmes  que  (-jr))  ^^C- 

Supposons  ensuite  le  corps  quelconque,  et  soit  S  une  sphère  en 
faisant  partie  et  contenant  le  point  H.  On  aura  pour  le  potentiel 
et  les  projections  de  la  force 

V  ==  V  +  V",  X  =  X'  +  X^  Y  =  Y'  +  Y",  etc.  , 

V,  X',  etc.,  correspondant  à  la  seule  sphère  S,  et  V",  X",  etc.,  au 
reste  du  corps.  Comme  H  ne  fait  pas  partie  de  celui-ci  nous  savons 
déjà  que 

d«v"     d^r     d^r  ^„     (dv\ 

IrT  -*-  dy^  +  d^  -''  ^    =  (l^h  '''' 

On  vient  de  voir  que  pour  la  sphère 

d'V      d-\'   ,   d'Y  .  ^       „       /dV'\ 

En  ajoutant  ces  relations  on  trouve  celles  qu'il  fallait  démontrer, 
ou 

d*\  ,   d'V       d'V  .  ^         ^      /dV\ 

I?  ■+■  dir« -^  dii = -  *"°-    ^=(dir''- 

Évaluatio7i  numérique  de  V attraction,  —  Il  ne  s'agit  ici  que  de 
l'attraction  universelle,  dont  la  pesanteur  est  un  cas  particulier. 
Prenons  pour  unité  de  longueur  le  mètre,  et  pour  unité  de  force 
celle  du  poids.  L'attraction  d'une  particule  sur  un  point  ou  un 
petit  corps  H  est  proportionnelle  à  leurs  masses  ou  à  leurs  poids, 
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c'est-à-dire  au  poids  jp  du  corps,  au  volume  v  de  la  particule  et  à 
son  poids  spécifique  ^  ;  elle  peut  donc  être  représentée  par 


kvSp 


'j 


p  étant  leur  distance  et  k  une  constante  absolue.  L'attraction  de 
la  terre,  regardée  comme  une  sphère  à  densité  régulière,  est  la 
même  que  si  toutes  ses  particules  étaient  placées  au  centre,  ou 


kpZvS 


p  étant  la  distance  de  H  au  centre. 

Si  H  est  à  sa  surface,  p  est  le  rayon  terrestre  r,  et  cette  force 
est  sensiblement  le  poids  p  du  corps,  d'où 


r- 


On  nomme  densité  moyenne  de  la  terre  son  poids  spécifique 
moyen,  c'est-à-dire  un  nombre  A  tel  que 

A  =  vr-  ^ 

fîTdésignant  ainsi  le  volume  T  de  la  terre.  Il  en  résulte 

En  mesurant  directement  dans  l'expérience  de  Cavendish,  l'at- 
traction Q'  d'une  masse  connue  sur  un  petit  corps  H  de  poids  /), 
on  a 

Où  v\  5',  0  correspondent  à  cette  masse.  Tout  est  connu  dans  cette 
relation  sauf  A  ;  en  la  divisant  par  la  précédente  k  disparaît,  et 
l'on  peut  tirer  A  du  résultat.  Sa  valeur,  déduite  de  plusieurs  séries 
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d'expériences,  est  environ  5  ^-.  En  substituant  A  =  5-;r-,  T=-t 
dans  l'équation 

r" 

on  trouve 

k         227cr'  :|_ 

7rr  OU  la  demi- circonférence  terrestre  est  20,000,000,  d'où  résulte 
en  nombres  ronds 

k^ '__  . 

150,(100,000  * 

valeur  ainsi  indépendante  de  l'unité  de  poids. 

Dans  les  numéros  précédents  la  force  élémentaire  était  supposée 

-7  ou  — .  On  voit  qu'en  remplaçant  D  par  k$  l'attraction  d'une 

masse  sera  rapportée  à  l'unité  de  poids  du  corps  attiré. 
Par  exemple  si  un  observateur  est  placé  m 

en  M  sur  un  plateau  d'une  grande  étendue, 
d'épaisseur  e,  son  attraction  Z  pourra  être  assimilée  à  celle  d'un 
plateau  indéfini;  sa  valeur  trouvée   27rDe  sera  remplacée  par 

Z  =  2nkSe.  Pour  le  terrain  on  a  en  général  S  =  2  -^,  et  d'après 

la  valeur  ci-dessus  de  k,  en  supposant  e  =  1000°*,  on  trouve  envi- 
ron Z  =  0,0001.  C'est  la  fraction  dont  la  pesanteur  sera  aug- 
mentée ;  elle  est  d'autre  part  diminuée  par  suite  de  l'accroissement 
d'altitude . 

Les  résultats  d'ailleurs  s'accordent  mal  avec  l'expérience  ;  il 
faudrait  supposer  l'attraction  Z  beaucoup  plus  faible,  et  il  en  est 
de  même  pour  celle  des  montagnes.  L'erreur  provient  sans  doute 
de  ce  que  les  densités  intérieures  du  sol  ne  sont  pas  réparties  au- 
dessous  des  montagnes  comme  au-dessous  des  plaines. 

Attraction  mutuelle  de  deux  hémispMres.  —  Pour  nous  rendre 
compte  du  rôle  que  joue  l'attraction  dans  la  constitution  des  corps 
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solides,  cherchons  Tattraction  mutuelle  des  deux  moitiés  d'une 
sphère  de  rayon  a,  de  poids  spécifique  5,  le  plan  de  séparation  étant 

horizontal  Nous  pouvons  pour  cela  évaluer  Tattrac- 
g  /•  tion  deFhémisphère  inférieur  F  sur  chaque  élément  v 
du  supérieur  F,  puis  composer  toutes  ces  forces  entre 
elles,  car  elles  sont  évidemment  réductibles  à  une 
seule,  verticale  et  passant  au  centre  0.  Mais  il  est 
plus  simple  de  chercher  d'abord  pour  tout  point  A  de  F'  l'attrac- 
tion de  la  sphère  entière  et  non  de  F  seul  ;  de  cette  façon  nous 
comptons  de  trop  l'attraction  exercée  sur  A  par  les  autres  points 
B  de  F',  mais  ensuite  en  évaluant  l'attraction  totale  sur  B  nous 
comptons  aussi  de  trop  celle  de  A  sur  B  qui  détruit  la  première. 
Pour  l'élément  A,  en  posant  OA  =  r,  l'attraction  de  la  sphère 
se  réduit  à  celle  d'une  sphère  concentrique  de  rayon  r,  le  reste 
étant  une  couche  à  laquelle  A  est  intérieur.  On  doit  supposer  la 

masse  attirante  transportée  en  0,  et  son  volume  étant  V  -•=  — — , 

l'attraction  a  pour  valeur  — ^  =  -^  r:  Nous  devons  la  remplacer 
par  sa  composante  verticale  ;  en  prenant  0  pour  origine,  OZ  ver- 
tiçal,  le  cosinus  de  son  angle  avec  OA  est  — ,  ce  qui  donne  pour 

la  composante  —^  z. 

Elle  agit  en  A  sur  l'élément  v^  et  en  désignant  par  P  le  poids 
de  l'unité  de  volume  du  corps,  celui  de  v  est  Pi;.  La  force  absolue 
agissant  sur  v  est  donc 

-^-    X  Pv , 


et  pour  l'attraction  totale  des  deux  hémisphères  il  en  résulte 

„     4it/t8r ., 
Z  =  — - —  \zv  , 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  éléments  v  de  F. 


i 
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Or  1.ZV  =  z,  V,  où  V  est  le  volume  ^  de  rhémisphère,  et  z^ 
l'ordonnée  -r-  de  son  centre  de  gravité,  d'où  usv  =  -.  -  ;  en  outre 

o  4 

P  =  èV\  V  étant  le  poids  d'un  mètre  cube  d'eau  ;  il  en  résulte 

i  1 

Si  l'on  évalue  Z  en  grammes,  F  =  10\  fe  =  7= — — -,  P'À;=  ,-a. 

^  '  '  15x10''  150 

Si  par  exemple  la  matière  est  du  fer,  5  =  7,2,  Z  =  1 ,137a*  ;  de 
la  sorte  pour  un  rayon  d'un  décimètre  l'attraction  est  d'environ 

—  de  milligramme. 

On  voit  que  la  force  énorme  s'opposant  à  la  séparation  des 
hémisphères  provient  uniquement  de  leur  cohésion,  et  que  l'at- 
traction universelle  ne  joue  aucun  rôle  dans  la  constitution  des 
corps.  En  outre  elle  est  négligeable  pour  les  corps  de  petites 
dimensions. 


85.  Attraction  d'nn  ellipsoïde  homogène  sar  un 
point  intérienr.  —  Soient  H  le  point;  x^  y,  z  ses  coordon- 
nées par  rapport  aux  axes  de  l'ellipsoïde;  a,  fe,  c  les  demi-axes. 
En  posant 

1  1  i 

son  équation  sera 

Cherchons  d'abord  la  droite  HH'  =  R  allant  du  point  H  à  la 
surface,  en  fonction  de  ses  cosinus  a,  p,  7.  On  a  — ^ —  =  ^j  ^^^m 
x\  y\  z'  étant  les  coordonnées  du  point  H'.  En  substituant 


x'  =  X  -h  aR,  y  =  y  +  pR,  2  =  î  +7R 
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dans  réquation  de  la  surface  elle  donne 

r,R«  +  2G'R  +  G"  =  0  . 
où 

G  =  /a*  +  7np«  +nf.  G'  =  lax  +  m^y  +  n-fz , 

G"  =  Ix^  +  my^  +  nz'  —  1  . 

Il  faut  remarquer  que  la  valeur  de  G"  augmenterait  si  l'on  fai- 
sait croître  x,  y,  z  dans  un  même  rapport,  ou  si  l'on  déplaçait  H 
sur  la  droite  OH  en  l'éloignant  du  centre  ;  or  quand  H  serait  à  la 
surface,  G"  serait  nulle  ;  quand  H  est  intérieur,  G"  est  donc  néga- 
tif, G  positif,  et  des  deux  valeurs  de  R  que  donne  l'équation  ci- 
dessus,  l'une  est  positive,  l'autre  étant  négative  doit  être  exclue. 
On  a  donc 

—  G'  +  }fW^^^' 
R  = ^ . 

Pour  l'attraction  élémentaire  du  volume  v  nous  prendrons  — j 

à  la  distance  p,  ce  qui  revient  à  laisser  de  côté  un  facteur  cons- 
tant. Traçons  une  sphère  t  de  centre  H,  de  rayon  1,  et  partageons 
le  volume  en  pinceaux  coniques  de  sommet  H.  Celui  qui  corres- 
pond à  l'élément  o)  de  <t  est  encore  partagé  en  volumes  v  =  tù'^^do 
dont  l'attraction  sur  H  se  réduit  à  c^dp.  Pour  tous  les  éléments 
d'un  même  pinceau  ces  forces  ont  la  même  direction  et  ne  font  que 
s'ajouter,  ce  qui  donne 


(I)   I      dp  =  (I) 


R. 


La  projection  de  la  force  sur  OZ  est  >a)R.  En  désignant  par 
X,  Y,  Z  les  projections  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  entier  sur  les 
axes,  prises  en  signe  contraire  ou  dirigées  vers  0,  et  remplaçant 
R  par  sa  valeur,  on  aura 


—  z  =  2y»^<«>»  /  =  1 — ^ (1)  , 

la  somme  2  s'étendant  à  tous  les  éléments  co  de  <7. 
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On  peut  toujours  supposer  les  éléments  a>  répartis  en  groupes 
de  deux  égaux  et  diamétralement  opposés,  pour  lesquels  a,  jS,  y 
seront  les  mêmes  en  signe  contraire.  Pour  ceux-là  G,  G",  G'*  et 
par  suite  le  radical  sont  les  mêmes,  mais  son  produit  par  7  est  le 
même  en  signe  contraire.  Par  conséquent,  ce  produit  disparaît  et 
d'après  la  valeur  de  G'  on  aura 

X  =  tes  ^-  (D  +  wiyS  4?"  »  +  ^*^  r  ^' 

(j  bu 

n  est  clair  qu'on  peut  aussi  supposer  les  éléments  symétriques 
par  rapport  au  plan  mené  par  H  parallèlement  à  celui  des  xy.  Ils 
seront  répartis  en  groupes  de  deux  éléments  égaux  pour  lesquels 
a  et  /3  sont  les  mêmes,  y  le  même  en  signe  contraire,  et  G  le  même  ; 
ainsi  les  deux  premiers  termes  de  Z  se  détruisent.  On  calculerait 
de  même  X,  Y,  et  l'on  aura  ainsi 

X  =  Ax,  Y  =  By,  Z  =  C2, 

en  posant 

n  en  résulte  A  -f  B  -(-  C  =  20  =  47r.  Comme  A,  B,  C  sont  indé- 
pendants de  Xj  y,  isr,  cette  relation  coïncide  avec  l'équation  géné- 
rale 

(§)+(f)+(f)-«. 

en  remarquant  qu'on  a  supposé  D  =  1,  et  changé  le  signe  de  X, 
Y,Z. 

Supposons  menés  par  H  des  plans  parallèles  à  ceux  des  xy,  des 
xzet  des  yz]  nous  avons  déjà  admis  que  les  éléments  a>  étaient 
symétriques  par  rapport  au  premier,  et  comme  G  est  indépendant 
du  signe  de  a,  |3,  y,  il  suffit  d'étendre  les  sommes  aux  éléments 

24 
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pour  lesquels  y  est  positif  en  doublant  le  résultat.  Mais  on  peut 
supposer  la  même  symétrie  par  rapport  aux  deux  autres  plans,  et 
par  suite 

C  =  8S  ^*  w, 

en  n'étendant  la  somme  qu'aux  éléments  pour  lesquels  a,  ^^  y  sont 
tous  trois  positifs. 
D'après  le  numéro  77,  on  a  en  coordonnées  polaires 

a  =  sin  6  cos  y,  p  =  sin  6  sin  y,  y  =  *^^  ^  » 

G  =  /  sin*  6  cos*  y  +  m  sin*  6  sin*  y  +  n  cos*  6,  w  =  sin  6^6^^ , 

et  Ô  et  cp  ne  varient  que  de  o  à  -^.  De  la  sorte 

C  =  8  I  '  ni  cos*  6  sin  6^6,    où     I  =  |  ^  -^  . 

Or  en  posant 

P  =  //  sin*  6  +  »  cos*  e,  Q  =  /m  sin*  6  +  n  cos*  6  , 

on  peut  écrire  G  =  P*  cos"  <p  +  Q"  sin'  9,  où  P  et  Q  sont  indé- 
pendants de  cp.  On  en  déduit,  en  divisant  haut  et  bas  par  P"  cos"  (p. 


dy 1     f'\     «'•(ptangy) 


1 


J^    P*cos*(p+Q*sin>       PqJ^    i+^;tang*ç' 

'intégrale  indéfinie  étant  -5^  arc  tang  f  ^  tang  cp  j ,  il  en  résulte 

I  =  2PQ.  C  =  4;r«J  ^ p^^ . 

111 

OU,  en  remplaçant  i,  m,  t^  par  -^,  —,  -^  dans  P  et  Q, 


*-/: 


p  _  j_  I   2  at  cos*  6  sin  6^0 


0    \'  (a^  cos*  e  +  c*  sin*  6)  (6*  cos*  6  +  c*  sin*  e) 


—  JÇ- 
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On  en  déduirait  A  et  B  par  des  échanges  de  lettres.  Ces  expres- 
sions se  simplifient  en  posant  cos  9  =  e^,  sin'  ô  =  1  —  «**, 
sin  OdO  =  —  du,  et  renversant  les  limites.  On  trouve  ainsi 

A   _   /^i  bcu^du 


4i: 


C*«'({tt 


/[(o»  —  6«)  tt«  +  *•]  [(c«  -  6»)  «*  +  6»]  ' 


/l  abuyu 
,   /[(«»  -  C)  «'  +  c'î  ["(6»'-  c»)  u' +> 


] 


On  peut  effectuer  l'intégration  si  deux  demi-axes  sont  égaux  ; 
supposons  par  exemple  a  =  fe,  et  en  outre  c  <  a,  de  sorte  que 
l'ellipsoïde  soit  de  révolution  et  aplati.  En  posant 


a^  --t 


o«  =  c«(l  -f  X») 


on  aara 


C         r^  a*u'du  _  ri  (1  +  \*)u'dtt  _ 

4i:'  ~J  .  la'  —  c«>'"+  c'  ~J  ,     X'u'  +  1     ~ 

«t  en  remarqaant  que  la  formule  A  -f-  B  +  C  =  4-rr  donne 
4it  —  C 


A  =  B  = 


2 


C  =  4r  (l  +^)  Tl  -  ~  arc  tang  xl  • 

*  =  ''^  [i  (^  +  ¥)  "^  '^"^  ^  -  X'  ]  • 

Les  valeurs  générales  de  A,  B,  C  restent  les  mêmes  quand  on 
fait  varier  a,  b,  c  dans  un  même  rapport,  et  par  suite  l'attraction 
sur  un  même  point  ne  change  pas  quand  on  remplace  l'ellipsoïde 
par  un  autre  semblable  et  semblablement  placé,  les  axes  homolo- 


*        :.1 
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gués  coïncidant.  Par  conséquent,  la  couche  comprise  entre  lea 
surfaces  des  deux  ellipsoïdes  n'exerce  aucune  attraction  sur  un 
point  intérieur  à  toutes  deux. 

Cette  propriété  trouve  une  application  dans  la  théorie  de  l'élec- 
tricité ;  celle-ci  se  répartit  à  la  surface  d'un  conducteur  de  telle 
façon  que  l'attraction  de  la  couche  sur  tout  point  intérieur  soit 
nulle.  Si  la  surface  est  un  ellipsoïde  la  masse  électrique  recouvrant 
les  divers  éléments  de  surface  sera  donc  la  même  que  dans  une 
couche  comprise  entre  celle-là  et  celle  d'un  ellipsoïde  semblable 
très  voisin.  Or  en  ce  cas  l'épaisseur  est  beaucoup  plus  grande 
aux  extrémités  d'un  axe  si  son  rapport  aux  autres  est  très  grand  ; 
c'est  ainsi  qu'on  explique  l'accumulation  de  l'électricité  aux 
pointes. 

Bemarque  sur  la  grandeur  respective  des  expressions  A,  B,  C. 
—  Nous  avons  trouvé 


où 


a 

Il  en  résulte 


^  =    T»  ^--Tf^  G  =  la'  +  mp'  +  nf . 


Aa«  —  B6«  =  S  ^'  ^   ^'  0)  . 


On  peut  supposer  les  éléments  (n  distribués  en  groupes  de  deux 
symétriques  par  rapport  au  plan  bissecteur  des  plans  des  jsfx  et 
des  zy  ;  pour  ces  deux-là  y  est  le  même  et  les  valeurs  de  a  et  ^ 
sont  échangées  entre  elles,  de  sorte  que  les  deux  termes  corres- 
pondants de  la  somme  S  sont 


en  posant  G,  =  ?/5*  -(-  ma*  -f  ny\ 
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Cette  expression  se  réduit  à 

a)(a^  —  P')  (G,  —  G)  _  ft)(a«  —  p')«  (m  —  /) 
GG,  "  GGi 

et  comme  m  —  Z  =  — ^v^-,  on  voit  que  Aa*  —  B6*  a  toujours  le 

même  signe  que  a*  —  6'  ;  de  même  Aa'  —  Ce*  a  celui  de  a'  —  c\ 
Cette  remarque  est  nécessaire  pour  ce  qui  suit. 

Tout  ellipsoïde  de  révolution  aplati  est  une  forme  d'équilibre 
mobile  pour  une  masse  liquide  homogène  sur  laquelle  n'agit  pas 
d'autre  force  que  l'attraction  mutuelle  de  ses  parties,  qv^and  elle 
tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  l'axe  de  figure^  en 
donnant  à  la  vitesse  angulaire  une  valeur  convenable. 

On  a  vu  au  numéro  70  la  condition  que  cette  forme  d'équilibre 
doit  remplir;  la  résultante  de  la  force  centrifuge  et  de  la  force 
réelle  agissant  sur  toute  particule  placée  à  la  surface  doit  être 
dirigée  suivant  la  normale. 

La  forme  étant  de  révolution,  il  suffira  de  vérifier  que  la  con- 
dition est  satisfaite  pour  les  particules  situées  dans  la  section  du 
plan  des  zx^  en  se  bornant  à  celles  pour  lesquelles  z  %i  x  sont 
positifs. 

La  force  centrifuge  apportée  à  l'unité  de  masse  est  en  général 
nV,  71  étant  la  vitesse  angulaire  et  r  la  distance  à  Taxe  ;  pour  ces 
points  elle  sera  donc  n^x.  L'attraction  doit  aussi  être  supposée 

agir  sur  l'unité  de  masse.  Nous  avons  pris    ,  pour  celle  d'un  petit 

volume  v.  Sa  valeur  réelle,  si  elle  agit  sur  une  particule  de  poids  p^ 

est,  comme  on  l'a  vu,  — |^-,  5  étant  le  poids  spécifique  du  liquide 

et  k  le  coefficient j;-;:. 

Si  p  correspond  à  l'unité  de  masse  on  a  --  =  1 ,  et  par  suite 
le  valeurs  kx^  Gz^  trouvées  pour  les  composantes  de  l'attraction 
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doivent  être  multipliées  par  le  coefficient  f  ~  kèg.  Elles  sont  diri- 
gées dans  le  sens  des  coordonnées  négatives,  et  n'x  dans  celui  des 
X  positifs.  Par  suite  en  tout  point  M  de  la  surface  les  composante» 

de  la  force  totale  sont 

^  '^       En  les  représentant  par  MD,  ME  la  conditioa 

que  leur  résultante  soit  normale  signifie  que 

ME  /Cz 

^ang  %  =      -  = 


MI)       (/"A  —  n*)x  ' 

i  étant  l'angle  aigu  de  la  normale  et  de  l'axe  des  x.  Or  l'équation 
de  la  section  faite  par  le  plan  des  xz  étant 


x^         z^ 


a*     •     c* 


on  a 

dz         c*x 


dx        a'z 


En  substituant  cette  valeur  dans  la  condition  ci -dessus  elle  de- 
vient 

Jk  -^n«  ■"    c«   ' 

elle  est  ainsi  indépendante  de  x  et  z,  et  sera  satisfaite  en  tout 
point  de  la  surface  si  la  vitesse  angulaire  n  est  telle  qu'on  ait 

/•c'C  =  (M  -  n«)a',    ou    -^  ^  ^''     ,    '  . 

Or  ce  sera  toujours  possible  quand  l'ellipsoïde  est  aplati,  car  on  a 
alors  a*  >  c',  et  comme  on  l'a  va  Aa*  —  Ce'  est  positif. 

86.  Attraction  d'un  polygone  ou  d'un  polyèdre 
sur  un  point  H.  —  P  Attraction  d'une  aire  plane  quelconque 
C.  —  Prenons  son  plan  pour  celui  des  (vy  ;  soit  HO  =  fe  la  distance 
du  point  H  à  ce  plan  et  plaçons  l'origine  à  son  pied  0.  Désignons. 
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par  X,  Y,  Z  les  projections  de  l'attraction  totale,  prises  dans  le 
sens  des  axes  positifs.  Nous  admettrons  que  l'attraction  d'un  élé- 
ment V  de  l'aire  soit  représentée  par  -^,  p  étant  sa  distance  à  H. 

Au  numéro  82  nous  avons  pris  ^  pour  cette  force,  et  nous  avons 

trouvé  ^  pour  la  composante  normale,  dirigée  de  H  vers  0.  En 
remplaçant  p  par  1  nous  aurons  donc  Z  =  —  s,  s  étant,  sur  une 
surface  sphérique  t  de  centre  H  et  de  rayon  1,  la  portion  inter- 
ceptée par  un  cône  de  sommet  H,  ayant  Taire  C  pour  base  ;  nous 
la  nommerons  VamplitvÂe  sphérique  de  Vaire  vtie  du  point  H. 
On  a  a;,  y  pour  les  projections  de  p  sur  OX,  OY,  et  par  suite 


X 


y 


pour  les  cosinus  de  la  force 
?  '  9 

il  en  résulte 


V 


xdxdy 


-.  En  remplaçante  par  da^y 


ydxdy 
1^ 


les  sommes  s'étendant  à  l'aire. 

Pour  trouver  Y  intégrons  d'abord  par  rapport 
à  y,  en  remarquant  que 

p2  =  ÔH*  +  Ôîi^  =  /i«  +  a;»  +  y\       ,orfp  =  ydy  ; 

nous  aurons  ainsi,  x  restant  constant, 


' +' 


p 


r 


p  et  p"  étant  les  distances  de  H  aux  points  B,  B'  où  l'ordonnée  y 
correspondant  à  la  valeur  de  x  coupe  le  contour.  Nommons  dSy  ds' 
les  deux  petits  arcs  interceptés  en  B,  B'  entre  cette  ordonnée  et 
celle  qui  correspond  à  x  -\-dx;  tous  deux  se  projetant  sur  dx  on 
Sidx  =  ds  cos  i  ~  ds'  cos  i',  i  et  i'  étant  les  angles  aigus  de  la  tan- 
gente en  B,  B'  avec  l'axe  des  x,  ou  de  la  normale  avec  l'axe  des  y. 
Mais  si  nous  convenons  de  mener  la  normale  du  côté  intérieur  au 
contour,  et  de  prendre  pour  i  ou  i  son  angle  avec  l'axe  des  y  posi- 
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tifs,  i  sera  obtus,  i'  aigu,  de  sorte  que  da;  =  —  cos  i  e2s,  et  la  portion 
de  Y  qu'exprime  dx  Ç^l  pourra  s'écrire 


^  COS  1  H ^  C08  t    . 


p  p 

Si  le  contour  n'est  pas  convexe  l'ordonnée  AB  pourra  le  ren- 
contrer en  plus  de  deux  points,  leur  nombre  étant  pair  ;  si  c'est 
par  exemple  en  quatre  points,  il  est  clair  que  le  résultat  précé- 
dent serait  augmenté  de  deux  termes  analogues 


ds"       ... .  rfs" 
P  p""" 


„,  cos  t"H — -  cos  r' 


Soit  que  le  contour  soit  ou  non  convexe,  en  ajoutant  ces  termes 
pour  tous  les  éléments  dXy  le  résultat  sera  le  môme  que  si  l'on 

ds 

ajoutait  pour  tout  le  contour  les  valeurs  de  —  cos  (3,  ds  étant  un 

P 

de  ses  éléments,  p  sa  distance  au  point  H,  et  /3  l'angle  de  la  nor- 
male intérieure  avec  l'axe  des  y  positifs;  cet  axe  d'ailleurs  est 
quelconque  et  la  projection  X  se  trouverait  de  la  même  manière, 
n  en  résulte 

X  =  S  —  cos  a,  Y  =  X  —  cos  S» 

P  P 

a  étant  l'angle  de  la  normale  intérieure  avec  l'axe  des  x  positife. 
2°  Attraction  d'un  polygone.  —  Si  l'aire  C  est  un  polygone,  les 
sommes  qui  expriment  X,  Y  se  composeront  d'un  nombre  fini  de 
portions  correspondant  à  chaque  côté.  Pour  l'une  d'elles  a  et  ^ 
étant  constants,  les  termes  correspondants  de  X,  Y  seront  /*cos  a, 

fcos^j  en  désignant  par /*  la  somme  2 —  étendue  au  côté.   Ce 

P 

sont  les  projections  d'une  force  f  dirigée  suivant  la  normale  inté- 
rieure, et  que  nous  nommerons  pour  abréger  la  force  dtie  au  côté. 
De  la  sorte  X,  Y  sont  les  sommes  des  projections  des  forces  /"dues 
à  chaque  côté.  Par  conséquent,  en  supposant  toutes  ces  forces 
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appliquées  au  point  H  parallèlement  aux  normales  intérieures,  et 
leur  joignant  la  composante  normale  $,  nous  aurons  un  ensemble 
de  forces  constituant  l'attraction  totale  et  que  nous  nommerons 
les  forces^  dites  au  polygone, 

3®  ValetiT  def.  —  Menons  le  plan  de  la  figure  par  un  côté  AB 
et  le  point  H  ;  soient  p  =  HD  sa  dis-  m  h. 

tance  au  côté,  et  A,  B  les  angles  HAB^ 


ds  .  .  . 

HBA.  Cherchons  d'abord  la  somme  2  —    1      dm  a 

étendue  à  la  portion  DA  ;  soit  DHM  =  cp,  M  étant  la  position  de 
ds  ;  en  comptant  s  du  point  D  on  a 

p 
s  =  DM  =  p  lang  œ.  p  =  HiM  =    - 

'^  ^  *  cos  y 

d'où 


ds         d^  d.sm  f  / 

p  cos  CP 


1  —  sin'  (p       \1  -f-  sin  y       1  —  sin  ç/  ^ 

J*  (Is  _    1        /i  +  sin  (p\ 
y"  "2"   -Il  -sin^j' 

et  comme  y  croît  de  o  à  -^  —  A ,  cette   expression    entre   les 
limites,  devient 

i    ,  /l  H-cosA\        i    ,    /'2cos'^\  /       A 

T  '  (r=7os  a)  =  ¥  ''  (,  sin^ÂJ  =  '  r-^- 

Ensuite  pour  avoir  f  dans  le  cas  où  D  tombe  entre  A  et  B,  il 
faudrait  ajouter  la  somme  analogue  I  —  ou  n  cot  —  j  qui  corres- 
pond à  DB.  Si  D  tombait  sur  AB  prolongé  du  côté  de  B,  il  fau- 
drait retrancher  la  somme  relative  à  DB,  qui  serait 

,/      HBD\       ,/       7c  — B\       ,      \ 


cot.^ 


ce  qui  revient  encore  à  ajouter  l  (  cot  -^1.  Ainsi  on  a  dans  tous  les 

cas 

A        B 

cot 


/•  =  /.|cot 


2  2 
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On  peut  aussi  l'exprimer  au  moyen  des  côtés  HA  =  6,  HB  =  a, 
AB  =  c.  Pour  cela  on  a 

6*  +  c'  —  a* 

a*  =  6*  -h  c'  —  2fec  cos  A,  cos  A  = ^ , 

26c 

d'où 

l  +  cos  A  _  ^^^  -  ^^  , 

l  —  cos  B  =  -   — ^ =  ^^ —     -  -  o    — ^ ; 

i  4-  cos  A  sin  B  A         B         sin  B       («  +  6  4-  c)a 

r-, X  -, -  =  COt  -^  COt  ---  =  -r-j  X  ^^ TT  (t  ' 

sin  A  1  —  cos  j3  2  ^         sin  A       {a  -^  h  —  c)6 

d'Où 

/a  +  6  +  c\ 


'  \a-}-6— c/ 


4°  Attraction  d'un  polyèdre  sur  un  point  H,  —  Cherchons 
d'abord  l'attraction  d'un  volume  conique  ayant  pour  sommet  H  et 
pour  base  Taire  plane  C,  considérée  précédemment.  Partageons- 
le  en  cônes  élémentaires  ayant  pour  sommet  H  et  pour  base 
chaque  élément  v'  de  Taire  ;  partageons  encore  l'un  de  ces  cônes 
par  des  plans  parallèles  à  celui  des  xy  et  prenons  pour  Télément  v 
de  volume  la  portion  comprise  entre  les  sections  ayant  pour  ordon- 
nées ^  et  ^  -f-  rf^  ;  on  peut  Tassimiler  à  un  prisme  oblique  de  sorte 
que  V  =  coc?^,  o)  étant  sa  6ase  ou  une  section  du  petit  cône  ;  celle- 
ci  est  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  au  sommet,  de  sorte 
que 

r  et  0  étant  les  distances  de  H  à  w  et  v\ 

Nous  admettrons  que  Tattraction  du  volume  t;  à  la  distance  r  est 

-,  ;  cette  force  est  donc  ^ ,  ou    ^  dz:  pour  tous  les  éléments  v  d'un 

p2  ^.2  ^^2  7  sr 


i    l 
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même  cône  ces  attractions  élémentaires  ont  la  même  direction  et 
ne  font  que  s'ajouter,  ce  qui  donne  en  tout 

— -  lidz  =  — -  A  . 
?  P' 

Si  donc  on  compare  l'attraction  du  petit  cône  et  celle  de  l'élé- 
ment v'  telle  que  nous  Tavons  employée  précédemment,  elles  ont 
la  même  direction  et  le  rapport  constant  k  Par  conséquent  l'at- 
traction du  cône  total  s'obtiendra  en  multipliant  par  h  celle  de 
l'aire,  ou  toutes  les  forces  dues  au  polygone,  si  l'aire  en  est  un. 

Pour  en  déduire  l'attraction  d'un  polyèdre,  supposons-le  d'abord 
convexe.  Si  le  point  H  est  intérieur  l'attraction  est  la  réunion  de 
celles  des  pyramides  de  sommet  H  ayant  pour  bases  les  faces,  et 
par  suite  des  forces  dues  à  chaque  polygone,  multipliées  par  la 
distance  h  du  point  H  à  son  plan.  Si  le  point  est  extérieur,  il  en  sera 
de  même,  sauf  que  les  attractions  dues  aux  faces  visibles  depuis 
le  point  H,  au  lieu  d'être  ajoutées,  devront  être  retranchées. 

Il  est  aisé  d'étendre  cet  énoncé  aux  polyèdres  convexes  ou  non, 
soit  que  H  soit  intérieur  ou  extérieur.  L'attraction  totale  est  la 
réunion  des  forces  dues  à  chaque  face  ou  chaque  polygone,  multi- 
pliées par  la  distance  h  du  point  H  à  son  plan,  celle-ci  étant  prise 
avec  le  signe  -f-  si  elle  tombe  dans  le  sens  de  la  normale  inté- 
rieure au  polyèdre,  avec  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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CHAPITRE  VI 


SECONDE  PARTIE  DE  LA  DYNAMIQUE 
MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  OU  D'UN  SYSTÈME 

DE  SOLIDES 


87.  I^oi  des  aires.  —  Bien  que  nous  ayons  à  nons  occuper 
spécialement  des  solides,  nous  devons  commencer  par  une  loi  qui 
s'étend  à  un  système  physique  ou  un  assemblage  de  matière  quel- 
conque. Partageons-le  en  portions  de  masse  w,  m',  m\  etc.  Soient 
rr,  y,  Zj  oi^  y\  etc.,  les  coordonnées  de  leurs  centres  de  gravité,  et 
X,  Y,  Z,  X',  Y',  etc.,  la  somme  des  projections  des  forces  agissant 
sur  chacune  d'elles.  Les  équations  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  la  première  sont 

dl*  dt*  dt^         ^  dt^  ^ 

En  ajoutant  cette  équation  et  ses  analogues  pour  les  autres  mas- 
ses, on  aura 

S^C^'î'-V^'^)^,,    où    o  =  I(^Y-yX), 

de  sorte  que  g  est  la  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  des  z 
des  forces  agissant  sur  les  centres  de  gravité.  Considérons  spécia- 
lement l'action  mutuelle  des  masses  m,  m',  faisant  toutes  deux 
partie  du  système.  D'après  le  principe  d'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction  les  sommes  de  moments  pour  les  forces  exercées  par 
m  sur  m',  et  par  m'  sur  m  sont  les  mêmes  en  signe  contraire.  Les 
moments  qui  entrent  dans  t  ne  sont  pas  ceux-là,  puisqu'on  y  sup- 
pose toutes  les  forces  transportées  au  centre  de  gravité  ;  mais 


381 

comme  on  l'a  vu  au  numéro  48,  on  peut  prendre  pour  m,  m'  des 
éléments  de  masse,  considérés  comme  formés  d'une  matière  con- 
tinue, et  en  môme  temps  assez  petits  pour  que  toute  force  agissant 
sur  l'un  d'eux  puisse  sans  erreur  être  supposée  appliquée  au  centre 
de  gravité.  Les  moments  auxquels  s'étend  la  somme  a  devien- 
dront alors  les  mêmes  que  les  autres  et  se  détruiront.  Toutes  les 
forces  intérieures  disparaissant  ainsi,  on  ne  devra  compter  dans  a 
que  les  moments  des  forces  extérieures. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  x  etz,  y  et  ^,  et 
leur  ensemble  constitue  la  loi  des  aires.  Celle-là  et  la  loi  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  d'un  système  sont  les  seules  où  les 
forces  intérieures  disparaissent,  et  qui  s'appliquent  par  suite  à  un 
système  de  nature  quelconque. 

La  loi  des  aires  reste  la  même  par  rapport  à  des  axes  mobiles, 
ayant  pour  origine  le  centre  de  gravité  du  système,  et  parallèles 
aux  axes  fixes.  En  effet,  par  rapport  à  ceux-ci  soient  x,,  y^  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  tandis  que  a;,  y  sont  celles  de 
l'élément  m  relatives  aux  axes  mobiles.  En  remplaçant  x^  y  par 

x-^  x^^y-\-y,  dans  l'équation  des  aires,  i/mx  ^se  changera  en 

lm{x  +  x,^  -  ^^^]r2^«J  =  Y.mx  -J^  +  x,Sm ^  +  Ji  Smx  +  x,  -J,»  Im. 

Or  l'origine  étant  au  centre  de  gravité,  on  a 

^mx  =  0,  Ltny  =  o,  2m  —-  =  o  . 

a" 

En  outre  im  =  M,  masse  totale  du  système.  En  transformant  de 

d*x 

de  même  imy    -,  l'équation  devient 

,^  (-'•!'  -  y''^)  +  M  (^"-^/-i^.)!  =  s(xY  -,  X)  +  x.i:y  -  y.SX . 

Le  centre  de  gravité  se  meut  comme  un  point  matériel  de 
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masse  M,  auquel  serait  appliquée  une  force  f, ,  résultante  de  tou- 
tes les  forces  extérieures  agissant  sur  le  système,  transportées 
parallèlement.  Ses  projections  seraient  par  suite  2X,  ZT  et  les 
équations  du  mouvement  du  centre  donnent  ainsi 

De  la  sorte  lés  termes  contenant  x^ ,  y^  se  détruisent  et  l'équation 

ci-dessus  prend  la  même  forme  que  par  rapport  à  des  axes  fixes. 

S'il  n'y  a  pas  de  force  extérieure,  l'équation  s'intègre  et  donne 

^^     /xdy  —  ydx\ 

Ltn  I —  — I  =  const. 

Or,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  57,     /— ^"7---)  est  la  dérivée 

-^  de  l'aire  u  décrite  par  la  projection  du  point  sur  le  plan  des 
xy.  L'équation  prend  ainsi  la  forme 

-j-  Lmu  =  const. 
dt 

Par  conséquent,  si  aucune  force  eodérieure  n'agit  sur  le  système, 
la  somme  des  produits  de  chaque  élémsnt  de  masse  par  Voire  que 
décrit  sa  projection  sur  un  plan  fixe,  varie  proportionneUement  au 
temps.  Le  même  résultat  aura  encore  lieu  si,  le  plan  étant  celui 
des  a^j  on  a  2(a;Y  —  ^X)  =  o,  ou  si  les  forces  extérieures  ont  un 
moment  nul  par  rapport  à  l'axe  des  z. 

Supposons  par  exemple  que  le  système  soit  un  plateau  de 
balance  contenant  des  corps  pesants  et  suspendu  à  un  point  fixe 
par  un  fil  lui  permettant  de  tourner  sans  résistance.  En  prenant  le 
plan  des  xy  horizontal  les  forces  extérieures,  qui  sont  la  pesanteur 
et  la  tension  du  fil,  auront  un  moment  nul  par  rapport  à  l'axe  des 
z  vertical.  Ainsi  le  mouvement  de  rotation  du  plateau  ne  pourra 
être  modifié  à  moins  que  l'un  des  corps  qu'il  contient  ne  tourne  sur 
lui. 


.^Af  ■■  m. 
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Le  système  solaire,  en  négligeant  Tattraetion  des  étoiles,  n'est 
animé  d'aucune  force  extérieure,  de  sorte  qu'on  a  pour  lui 


S«  (?^^)  ^  eonst. 


en  prenant  pour  origine  le  centre  de  gravité  total.  En  outre,  la 
portion  de  la  somme  relative  à  l'un  quelconque  des  astres  du  sys- 
tème peut  comme  ci-dessus  être  transformée  en 


+  m(' 


M  étant  la  masse  totale  de  l'astre,  x,^  y,  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  et  o  la  somme 


= ^  {^^)  ■ 


étendue  aux  éléments  m  de  l'astre,  a;,  y  pour.chacun  étant  relatifs 
à  son  centre. 

Le  moment  des  forces  extérieures  agissant  sur  chaque  astre  est 
nul  par  rapport  à  son  axe  de  figure,  imperceptible  par  rapport  à 
un  axe  mené  par  son  centre  et  perpendiculaire  au  plan  de  Téclip- 
tique.  Si  donc  on  prend  ce  dernier  pour  celui  des  a?y,  cr  en  appli- 
quant à  l'astre  la  loi  des  aires  sera  constant  pour  chacun  séparé- 
ment, et  pourra  être  supprimé  dans  la  somme  totale,  où  n'entre- 
ront plus  pour  chaque  astre  que  x,^y,.  C'est  la  forme  sous  laquelle 
se  présente  la  loi  des  aires  quand  on  ^assimile  chaque  astre  à  un 
point  matériel. 

88.  Principe  de  d'Alentbert*  —  Ce  principe  a  pour  but 
de  trouver  les  équations  du  mouvement  d'un  système,  connaissant 
ses  conditions  d'équilibre.  Le  système  se  compose  de  solides  théo- 
riques ou  indéformables,  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque. 
En  outre,  on  reconnaît  qu'un  ensemble  de  forces  extérieures  est 
en  équilibre,  ou  qu'elles  se  détruisent  mutuellement,  à  ce  que  leur 
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action  simaltanée  ne  modifie  pas  le  mouvement.  Les  relations 
qu'elles  doivent  avoir  entre  elles  pour  cela  sont  en  général  les 
mêmes  qui  produisent  l'équilibre  en  statique,  et  pour  abréger 
nous  les  nommerons  les  conditions  (E).  Ce  sont  des  relations  entre 
les  projections  X,  Y,  Z,  X',  etc.,  des  forces  extérieures  appliquées 
aux  éléments  de  masse  w,  w',  m'\  etc. 

Admettons  que  le  mouvement  soit  produit  par  un  système  F  de 
forces  extérieures  f]  f\  f\  agissant  sur  w,  m\  w",  etc.  Nommons 
9  pour  l'élément  m  une  force  qui  aurait  pour  projections 

d*x  d^y  d*z 

fit  - ,— ,  tn  -  -  -,  m    --  , 

dt*  dt*  dt* 

ces  quantités  étant  calculées  d'après  le  mouvement  qu'il  a  réelle- 
ment ;  cette  force,  si  le  point  était  libre,  Ini  donnerait  ce  même 
mouvement;  soient  cp',  cp"  ...  pour  m\  m"  ...  les  forces  analogues 
qui  leur  donneraient,  s'ils  étaient  libres,  le  mouvement  réel.  S'il 
n'y  a  pas  d'autre  force,  mais  que  les  points  soient  liés  entre  eux, 
ces  liaisons  ne  gêneront  point  le  mouvement,  et  ils  le  prendront 
encore.  Mais  elles  n'agissent  pas^  et  à  la  place  du  système  G  des 
forces  cp,  <p' ...,  c'est  le  système  F  qui  agit,  produisant  le  même 
mouvement  que  G.  Soit  G'  le  système  des  forces  —  ep,  —  9', 
—  cp"...  appliquées  aux  mêmes  points  que  ç,  (p',  <p" ...  auxquelles  elles 
sont  égales  et  opposées.  Le  mouvement  dû  au  système  F  n'est  pas 
altéré  en  lui  joignant  les  systèmes  G  et  G  dont  les  forces  se  détrui- 
sent deux  à  deux.  D'autre  part,  le  système  G  seul  produirait  ce 
même  mouvement  ;  donc  l'ensemble  des  forces  F  et  G  qui  lui  sont 
adjointes  a  un  e£fet  nul,  et  par  suite  elles  ont  entre  elles  les  relations 
propres  à  l'équilibre.  Elles  se  composent  defet  —  cp  appliquées  à 
m,  àefet  —  cp'  appliquées  à  m',  etc.  Pour  —  cp, — cp',  les  projections 

d^x 

sont  —  m  -T^,  etc.  ;  pour  f,  f  ...  désignons-les  par  A,  B,  C,  A',  etc. 
Pour/* et  —  cp  réunies  elles  seront 

d^x  rf*t/  dH 

k-m-^^.  B-m^-.  C-m^-,, 


IJ 
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et  poar  les  antres  points  leur  valeurs  sont  analogues.  Puisque  ce 
sont  les  projections  de  forces  en  équilibre,  les  conditions  que  nous 
avons  appelées  (E)  seront  satisfaites  en  y  remplaçant  X,  Y,  Z  par 
les  expressions  précédentes,  et  X',  Y',  Z',  X" ...  par  leurs  analo- 
gues. Ces  équations  deviendront  ainsi  celles  du  mouvement.  Il  est 
plus  simple  d'employer  ensuite  les  lettres  X,  Y,  etc.,  au  lieu  de 
A,  B,  etc.,  ce  qui  revient  à  remplacer  de  suite 

X  par  X  —  m  - -,  Y  par  Y  —  m  -~,  etc. 

Il  faut  remarquer  que  la  signification  nouvelle  de  X,  Y  ...  n'est 
plus  alors  la  même  ;  au  lieu  de  forces  indéterminées  appliquées  à 
tous  les  éléments,  ce  sont  les  projections  des  seules  forces  exté- 
rieures qui  agissent  réellement. 

La  règle  pratique  précédente  constitue  le  principe  de  d'Alem- 
bert.  On  en  déduit  aisément  entre  autres  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  solide,  et  nous  verrons  en  outre  qu'elles  sont  une  consé- 
quence immédiate  de  la  loi  des  aires. 

Premier  cas.  Le  solide  ne  petit  que  tourner  auiUmr  d^tm  aœe.  — 
La  seule  condition  d'équilibre  est  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  l'axe  soit  nulle,  ou  qu'en  le  prenant  pour  OZ 
on  ait  2(a;Y  —  y\)  =  o.  Par  le  principe  de  d'Alembert  il  en 
résulte  l'équation  du  mouvement. 

.u-«2)-.(«-s)i=.. 


ou 
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Second  cas.  Le  solide  ne  peut  que  tourner  autom  d'un  point  fixe 
0.  —  Le  point  étant  pris  pour  origine,  il  faut  et  il  suffit  alors  pour 
l'équilibre  que  la  somme  des  moments  des  forces  soit  nulle  par 
rapport  à  OZ,  et  qu'il  en  soit  de  même  par  rapport  à  OX,  OY  ;  la 

S5 
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première  condition  donnera  le  résultat  ci-dessos,  et  les  deux  au- 
tres sont  analogues.  Les  équations  du  mouvement  sont  ainsi 


£♦»  (^^^^rf^)  =  S(yZ  -  *Y) , 


^.       )  =  £(.X-xZ). 


Sm 


(^V^Vï('V-,«. 


Trotsièw6  eos.  Le  solide  est  entièrement  libre.  —  En  prenant  à 
volonté  l'origine  0,  l'équilibre  exige  d'abord  les  trois  mêmes  con- 
ditions, qoi  donneront  pour  le  mouvement  les  trois  équations  pré- 
cédentes, n  faut  en  outre  pour  l'équilibre  que  les  sommes  des  pro- 
jections des  forces  soient  nulles,  ou  qu'on  ait  2X  =  o,  etc.,  ce  qui 
donne  pour  le  mouvement 


/  d*x\ 


OU 


Sm^=EX,        5;taÇ,=2Y,        Sm|?  =  £Z. 


Autre  démonstration.  —  En  désignant  par  M  la  masse  totale 
par  x,,y^y  z^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  on  a 

à^x       'd^x 

ïmx  =  Mx,,        ï,m    —  =  M  -r  J,  etc. 

et  les  trois  équations  précédentes  expriment  la  loi  connue  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité.  Les  trois  autres  équations  pour  un 
solide  libre  sont  celles  de  la  loi  des  aires,  sans  changement. 

n  en  est  de  même  pour  le  second  cas  où  le  point  0  est  fixe  ;  la 
loi  des  aires  est  applicable  pourvu  qu'on  regarde  le  corps  comme 
libre,  en  substituant  au  point  0  la  force  qu'il  exerce  ;  mais  les 
moments  de  cette  force  appliquée  à  l'origine  étant  nuls^  ceux  qui 
forment  le  second  membre  restent  les  mêmes. 
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Dans  le  premier  cas,  où  il  y  a  un  axe  fixe,  on  peut  lui  substi- 
tuer deux  points  fixes  0,  0',  et  à  ceux-ci  les  forces  qu'ils  exercent  ; 
le  corps  sera  alors  libre  et  la  loi  des  aires  applicable,  ce  qui  don- 
nera l'équation  trouvée  en  prenant  00'  pour  axe  des  z  ;  les  forces 
appliquées  en  0,  0'  disparaissent  du  résultat,  leurs  moments  par 
rapport  à  OZ  étant  nuls. 

Nous  avons  vu  que  la  loi  des  aires  restait  exacte  en  prenant 
pour  origine  le  centre  de  gravité  du  système.  Il  en  sera  donc  ainsi 
pour  un  solide  ;  les  équations  des  aires  étant  celles  du  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  point  fixe,  on  voit  qu'un  solide  Vibre  tourne 
uînUmr  de  son  centre  de  gravité  comme  si  celui-ci  était  flooe^  les  forces 
extérieures  restant  les  mêmes. 

Les  six  équations  du  mouvement  d'un  solide  libre  ne  dépendent 
que  des  sommes  des  projections  des  forces  sur  les  axes,  et  de 
<5elles  de  leurs  moments  par  rapport  aux  axes.  Par  conséquent, 
reflet  de  deux  systèmes  de  forces  équivalents,  tels  que  nous  les 
avons  définis  en  statique,  est  aussi  le  même  quand  il  s'agit  du 
mouvement,  les  six  sommes  précédentes  étant  égales  pour  chacun 
d'eux. 

Remarques  sur  le  principe  de  d'Alenibert  —  P  On  l'exprime 
quelquefois  en  disant  que  les  forces  extérieures  font  équilibre  aux 
forces  dHnertie;  on  désigne  ainsi  celles  dont  les  projections  sont 

-  «î  ^,  etc. 

2°  Il  semble  résulter  de  ce  principe  que  les  conditions  d'équi- 
libre du  système  sont  satisfaites  par  les  forces  extérieures  seules  si 
les  masses  de  chaque  solide  so?it  négligeables^  car  il  en  est  alors  de 
même  des  forces  d'inertie. 

Ce  résultat  peut  se  démontrer  directement  en  remarquant  que 
chaque  solide  peut  être  supposé  libre  en  remplaçant  les  obstacles 
à  son  mouvement  par  des  forces.  Or  l'équation 
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du  mouvement  du  centre  de  gravité  se  réduit  à  2X  =o  si  la  masse 
M  est  négligeable.  On  déduirait  de  même  des  autres  équations  du 
mouvement  que  les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures 
sont  nulles,  en  comprenant  parmi  elles  les  forces  des  contacts.  Or 
les  conditions  précédentes,  satisfaites  pour  chaque  solide  séparé- 
ment, sont  celles  de  l'équilibre  de  leur  ensemble. 

Cet  équilibre  existe  seulement  entre  les  forces  extérieures  ayant 
une  grandeur  finie,  celles  qui  seraient  proportionnelles  aux  masses 
comme  la  pesanteur  étant  négligeables. 

Ce  qui  précède  est  applicable  à  des  solides  formant  une  chaîne 
infiniment  mince  et  légère,  et  s'étend  par  suite  à  un  fil  de  masse 
négligeable.  La  tension  y  restera  donc  constante  d'un  point  à  un 
autre  comme  cela  a  lieu  dans  l'état  de  repos. 

3®  Nous  avons  admis  que  des  forces  ayant  un  effet  nul  pendant 
le  mouvement  se  feraient  équilibre  en  agissant  seules  sur  le  sys- 
tème  en  repos.  Or  ce  n'est  pas  exact  sans  exception.  Si  par  exemple 
deux  forces  /*,  f  égales  et  directement  opposées  tendent  à  séparer 
deux  corps  appuyés  l'un  contre  l'autre,  il  se  peut  que  d'autres 
forces  agissant  outre  f  et  f^  les  corps  restent  appuyés  pendant  le 
mouvement.  L'effet  defetf  est  alors  nul,  sans  l'être  à  l'état  de 
repos  quand  ces  forces  agissent  seules. 

Ces  exceptions  n'ont  pas  d'importance,  car  nous  avons  démon- 
tré les  équations  du  mouvement  d'un  solide  sans  employer  le  prin- 
cipe de  d'Alembert',  et  il  en  sera  de  même  plus  tard  pour  celles 
d'un  système,  qui  se  trouveront  d'ailleurs  conformes  à  ce  principe. 

89.  Mouvement  d'un  solide  autour  d'un  axe  fixe. 
2.  Pendule  composé.  —  En  prenant  l'axe  pour  OZ^ 

N-..^M     nous  avons  trouvé  pour  ce  mouvement  l'équation 


2m  (^^y^-y^)  =  i:(.Y  _  ,X) . 


Pour  un  point  quelconque  M^  soient  r  sa  distance  MN  à  l'axe^ 
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projetée  en  OM'  sur  le  plan  des  xy^  et  <p  l'angle  polaire  de  OM'  ; 
les  coordonnées  x^  y  sont  les  mômes  pour  M  et  M',  savoir 

j;  =  r  cos  y,  y  =  r  siii  y  . 

Gomme  r  reste  constant  pendant  le  mouvement  on  a 

ix  .        d(p  dy  d(p 

dt  ^  dt  dt  ^  dt 

Or  -^  est  la  vitesse  angulaire  u  pourvu  qu'on  la  regarde  comme 

positive  quand  la  rotation  a  lieu  dans  le  sens  direct,  ou  celui  dans 

lequel  y  augmente,  et  comme  négative  pour  l'autre  sens.  On  a 

a  donc 

dx  du 

d'où 

2m  (y  ~"  y    ]  =  lm(ux'  -+-  uy^)  =  ttlm{x'  +  y*)  =  uC  , 

C  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe.  L'équa- 
tion du  mouvement  peut  s'écrire 

fx  étant  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport 
à  l'axe.  Elle  se  réduit  ainsi  à 

_(C«)  =  ,..    ou    ^  =  -^. 

On  nomme    .    V accélération  angulaire;  elle  est  égale  au  rap- 
port du  moment  des  forces  au  moment  d'inertie. 

Dans  le  mouvement  rectiligne  d'un  point,  v  étant  la  vitesse, 

f  la  force,  m  la  masse,  on  a  -:j-  =    --  ;  -r-  ^st  l'accélération  ana- 

'  '  '  dt  m  ^  dt 

logue  à  -^.  L'effet  de  la  force  dépend  alors  de  son  intensité  f; 
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pour  la  rotation  c'est  de  son  moment  fx  ;  de  même  dans  ce  cas 
c'est  le  moment  d'inertie  C  qui  remplace  la  masse.  S'il  devient 
deux  fois  plus  grand  il  faut  un  moment  double  pour  donner  au 
corps  la  même  vitesse  angulaire. 

Pendule  œmposé.  —  On  nomme  ainsi  un  corps  pesant  assujetti 
à  tourner  autour  d'un  axe  horizontal. 

Menons  le  plan  de  la  figure  par  le  centre  de  gra- 
^,  vite  G,  perpendiculairement  à  l'axe,  qu'il  rencontre  en 
0  ;  on  le  nomme  plan  d'oscillation. 

Soient  h  la  distance  GO  ;  C  le  moment  d'inertie  du 
corps  par  rapport  à  Taxe  ;  00'  la  verticale  sur  laquelle  se  trouve 
G  dans  la  position  d'équilibre;  G'  la  position  de  G  à  un  instant 
quelconque  ;  6  l'angle  GOG  ou  l'écart  de  la  verticale,  pris  positif 
à  droite,  négatif  à  gauche  ;  m  la  masse  du  corps.  Son  poids  niff 
appliqué  en  G  est  la  seule  force  extérieure  ;  il  a  pour  bras  de 
levier 

G'N  =  G'O  m  GOG'  =  h  sin  6. 

Son  moment  est  u  =  —  mgh  sin  Ô,  parce  qu'on  doit  le 
prendre  positif  quand  il  tend  à  augmentera,  c'est-à-dire  à  gauche 
de  00',  où  0  est  négatif,  tandis  qu'à  droite  U  tend  à  diminuer  0. 

En  même  temps  u  =       ;  l'équation  du  mouvement  est 

du         |JL  d'6  mgh  sin  6 

dt  ^  "C"'   ^"   IT'^         C     • 

Comparons  ce  mouvement  à  celui  d'un  pendule  simple  ;  il  en  est 
un  cas  particulier  pour  lequel  le  corps  se  réduit  à  une  seule  parti- 
cule de  masse  m'  ;  on  a  C  =  m'l\  l  étant  sa  distance  à  l'axe,  ou 
la  longueur  du  pendule,  et  fe  =  /.  L'équation  devient  ainsi 

(i*6  fn'gl  sin  6  fif  sin  6 
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Par  conséquent,  les  deux  éqaations  seront  les  mêmes,  et  le  mou- 
vement aussi,  en  choisissant  l  de  manière  qu'on  ait 

g         mgh  C 

T  =    C  '    '"    ^^liTh' 

Cette  valeur  de  l  se  nomme  la  longueur  réduite  d'un  pendule 
composé.  La  loi  de  son  mouvement  étant  celle  du  pendule  simple  de 
longueur  Ij  il  en  est  de  même  de  la  durée  T  d'oscillation,  et  l'on  a 


-'i/?('+i^)- 


oc  étant  l'amplitude. 

Comparaison  des  axes  de  suspension  parallèles.  —  La  quantité 

1/  —  pour  tout  axe  se  nomme  le  rayon  de  giration  du  corps. 

C 
D'après  les  exemples  du  numéro  80  —  est  une  expression  du  se- 
cond degré  par  rapport  à  l'unité  de  longueur,  et  par  suite  ce  rayon 
est  une  ligne.  Désignons-le  par  k  pour  un  axe  parallèle  au  pre- 
mier et  passant  par  le  centre  de  gravité  G,  et  soit  C,  le  moment 
d'inertie  correspondant  ;  h  étant  la  distance  de  G  au  premier  axe, 
on  a  comme  on  l'a  vu  au  numéro  79,  C  =  C^  +  ^^^î  ^^  outre 


=/^. 


A:  =  1/  —,  d'où  résulte 

Cette  formule  est  propre  à  indiquer  comment  varie  l  quand  pour 

* 

un  même  corps  on  emploie  divers  axes  de  suspension  parallèles, 
car  k*  est  le  même  pour  tous. 

Le  mouvement  sera  très  lent  si  l'axe  est  très  près  ou  très  loin 
du  centre  de  gravité,  car  la  distance  h  sera  alors  très  petite  ou 
très  grande,  et  dans  les  deux  cas  la  valeur  précédente  de  l  et 
par  suite  celle  de  T  sont  très  grandes,  pouvant  croître  sans  limite. 


-F-: 
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Leur  plus  petite  valeur  correspond  à  -^  =  o,  ou  1  —  —  =  o,  ou 

B,k=  k^et Ton  a  alors  l  —  2k. 

Supposons  qu'un  second  axe  soit  mené  par  0'  ;  on  dit  que  0  et 
0'  sont  des  centres  d'oscillation  conjîigtsés,  lorsqu'ils  se  trouvent  en 
droite  ligne  de  part  et  d'autre  de  G,  à  des  distances  OG  =  h, 
O'G  =  h\  telles  que  hh'  =  k\  On  aura  alors  pour  la  suspension 
enO 

l  =  h  +4^  =h  +  -^  =/i  +  /i'  =  00', 
h  h 

et  pour  la  suspension  en  0',  la  longueur  réduite  serait  aussi  la 
même,  ou  la  distance  des  deux  points. 

Mesure  de  la  pesanteur.  —  La  valeur  de  g  se  tire  de  la  formule 


— rIO+iï)- 


Elle  suppose,  dans  l'emploi  d'un  pendule  composé^  la  connaissance 
très  exacte  de  T  et  2  ;  la  précision  est  moins  nécessaire  pour  a,  les 
observations  ne  se  faisant  qu'avec  des  amplitudes  de  3°  au  plus  ; 
mais  il  existe  de  nombreuses  causes  d'erreur.  L'effet  de  la  résis- 
tance de.  l'air  ne  peut  s'évaluer  en  l'exprimant  par  une  fonction 
de  la  vitesse  ;  cette  résistance  est  compliquée  par  des  remous  qui 
la  rendent  plus  intense  pendant  le  mouvement  de  descente  du  pen- 
dule que  pendant  sa  montée  ;  ils  sont  d'ailleurs  modifiés  par  les 
objets  voisins.  Les  valeurs  de  A,  C,  et  par  suite  de  l  ne  peuvent 
s'obtenir  directement  avec  le  degré  de  précision  nécessaire  ;  les 
supports  et  les  corps  auxquels  ils  sont  fixés  ont  un  balancement 
imperceptible,  etc. 

On  est  parvenu  toutefois,  non  à  évaluer  ces  erreurs,  mais  à  les 
éliminer,  ou  à  en  neutraliser  l'influence  au  moyen  d'observations 
combinées.  Quant  au  frottement,  non  compris  dans  ce  qui  précède, 
nous  allons  voir  comment  on  peut  en  calculer  l'effet. 

Le  pendule  est  suspendu  au  moyen  d'un  couteau  reposant  sur 
une  gouttière  formée  de  deux  plans  peu  inclinés.  Comme  on  Ta  vu 
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aa  naméro  19,  le  tranchant  doit  être  assimilé  à  un  rouleau  de 
friction^  cylindre  de  très  petit  rayon,  dont  Taxe  forme  l'axe  réel 
de  rotation. 

L'amplitade  étant  très  petite,  de  même  que  la  vitesse  da  pen- 
dule, la  pression  totale  du  coateaa  est  toujours  sensiblement  la 
même  qu'à  l'état  d'équilibre.  Par  suite  la  somme  des  frottements 
aux  divers  points  de  contact  reste  constante,  de  même  que  la 
somme  de  leurs  produits  par  le  rayon  du  cylindre,  qui  est  pour 
chacun  le  bras  de  levier  par  rapport  à  l'axe. 

Nous  désignerons  par  ^j-G  le  moment  total  du  frottement  par 
rapport  à  l'axe,  C  étant  le  moment  d'inertie,  et  le  petit  nombre  a 
restant  constant  d'après  ce  qui  précède.  En  ajoutant  .uC  au  moment 
—  mgh  sin  0  dn  poids,  l'équation  du  mouvement  devient 

C  —  =  —  mgh  sin  6  +  (iC  . 

En  nous  bornant  au  cas  de  très  petites  oscillations  nous  pou- 
vons négliger  Ô',  ou  remplacer  sin  Q  par  Q.  Soit  l  la  longueur 

réduite,  n  =  1/  j  ;  en  substituant 


mgh  ^  £ 
G  / 


=  n« 


nous  aurons 


Le  moment  du  frottement  agit  toujours  en  sens  contraire  du 
mouvement.  Si  nous  supposons  que  pour  t  =  o  on  ait  &  =  a,  0 
diminue  pendant  toute  l'oscillation,  le  frottement  tend  à  l'augmen- 
ta  — 

Khi.     OUI  LU    jJb    ^Ob  ^VOlIfXl.    JJJIl    pUOCkllL    ' 

s'écrire 


ter,  et  par  suite  fx  est  positif.  En  posant  -^  =  e,  l'équation  peut 


rf<.     =-ne-.). 
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En  l'intégrant  et  désignant  par  A  et  B  des  constantes,  on  trouve 

6  —  e  =  A  cos  «f  -f  B  sin  n/,         ^-  =  —  A  n  sin  nt  -f-  B  n  cos  nt . 

at 

dfi 

Pour  ^  =  0  on  a  6i  =  a,  —  =  o,  d'où 

B  =  0,  A  =  a  —  s,  6  —  s  =  (a  —  s)  cos  ni . 

L'oscillation  se  termine  quand  on  a  de  nouveau       =  o,  ou  quand 
sin  «f  =  0,  w<  =  -TT,  t  =  tri/  —  ;  en  même  temps  6i  -  6  =  -  (a  -  e), 

Ô=— (a— 2e). 

Sans  le  frottement  on  trouverait  0  =  —  a,  mais  l'amplitude  est 
diminuée  de  2e,  ou  d'un  très  petit  angle  indépendant  de  a;  la 
diminution  est  la  même  dans  les  oscillations  suivantes.  Par  consé- 
quent, le  frottement  n'altère  pas  la  durée  des  oscillations,  mais 
fait  décroître  leur  amplitude  en  progression  arithmétique. 

90.  nonvement  d'un  solide  autour  d'un  point 
fixe.  —  Nous  avons  trouvé  pour  ce  cas  l'équation 

xd^y  —  yd^x 


J^-p-^'^V^lC-Y-yX) 


et  deux  autres  analogues,  l'origine  étant  au  point  fixe  0.  Leur 
forme  est  pareille  à  celle  du  mouvement  autour  d'un  axe.  Ce  sont 
aussi,  comme  on  l'a  vu,  les  équations  dn  mouvement  d'un  solide 
libre  autour  de  son  centre  de  gravité.  L'équation  précédente  peut 
s'écrire 

f  =  ,..    oùS  =  v„(?'^!'.-!"^).        ^  =  I(.Y_j,X); 

ainsi  ix  est  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rap- 
port à  OZ  ;  Sa  une  forme  pareille  ;  c'est  par  rapport  à  OZ  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  mv  des  divers 


\ 
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dx 

points,  assimilées  à  des  forces,  leurs  projections  étant  m  -^^ 

du     mdz 
dt^    dt 

Soient  OX',  OY',  OZ'  les  axes  principaux  du  solide  de  même  ori- 
gine 0,  et  mobiles  avec  lui  ;  A,  B,  C,  les  moments  d'inertie  prin- 
cipaux ;  X',  Y',  Z'  les  projections  de  la  quantité  de  mouvement 
d'un  point  quelconque  sur  ces  axes;  X'  n'est  point  exprimé  par 

m-r.  af  restant  constant;  mais  d'après  les  projections  a,  |3,  y  de 

dt 

la  vitesse  du  point  trouvées  au  numéro  42,  on  aura  en  remplaçant 

X,  y,  z  par  ^,  j^,  si, 

X'  =  m[i]7:  —  ry\  Y'  =  m(rx  —  pz),  7/  =  m{py  —  qx\ 

Par  suite  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  OX'  sera 

I(y'Z'  -  zT)  =  lfn[y(py  —  qx)  —  z\rx  —  pz^\  = 
=  pYjn'^y^  +  a'*)  —  qïumx'y  —  rïimx'z'  =  Xp , 

puisque  les  axes  étant  principaux  on  a 

Par  rapport  à  OY',  OZ'  cette  somme  serait  de  même  Bg,  O. 
Par  rapport  à  l'axe  OZ  la  même  somme  de  moments  a  été  dési- 
gnée par  S  ;  comme  on  l'a  vu  au  numéro  14,  il  en  résulte 

S  =  ttAp  +  bBq  +  cCr , 

a,  by  c  étant  les  cosinus  des  angles  des  axes  mobiles  avec  OZ. 
L'équation  du  mouvement,  [ou  —  =  ^x  devient  ainsi 

.     dp       ^    da    .   ^    dr        ,     da        ^    db        ^    de 

Les  cosinus  a,  &,  c  sont  par  rapport  aux  axes  mobiles  les  coor- 
données d'un  point  L  situé  sur  OZ  à  la  distance  OL  =  1 .  Il  est 
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fixe  dans  Tespace,  mais  variable  par  rapport  aax  axes  principaux 

qui  tournent  autour  de  l'axe  instantané  01  ;   -r-,  -7-,  -rr  sont   les 

projections  de  la  vitesse  de  L  relative  à  ces  axes  ;  elles  ne  change- 
ront pas  si  Ton  suppose  ceux-ci  immobiles,  OL  tournant  autour 
de  01  avec  la  même  vitesse,  mais  en  sens  contraire.  Les  projec- 
tions de  la  vitesse  du  point  L  seront  ainsi  données  par  les  expres- 
sions a,  |3,  y  du  numéro  42,  en  y  remplaçant  x^  y,  z  par  a,  6,  c  et 
changeant  le  sens  de  la  rotation  ou  le  signe  de  p,q,r]  il  en  résulte 

da        .  db  de  . 

di  -^-'^^        Tt"^'^'-''^        ^^aq-^hp, 

€t  Ton  devra  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  du  mouvement 
ci-dessus.  Celle-ci  d'ailleurs  représente  à  la  fois  les  trois  équa- 
tions du  mouvement,  en  admettant  que  ,u,  a,  h,  c  correspondent 
tour  à  tour  à  OX,  OY,  OZ  au  lieu  de  OZ  seul.  En  outre,  quelque 
direction  qu'on  choisisse  pour  les  axes  fixes,  les  équations  forment 
un  système  équivalent  ;  aussi  est-il  plus  simple  de  prendre  pour 
ces  axes  la  position  des  axes  mobiles  à  un  instant  donné.  Pour  la 
première  équation,  relative  à  OX,  on  aura  alors  a  =  1,  fe  =  0, 

€  =  o\  les  valeurs  de  -^,  etc.,  se  réduiront  à 

da  db  de 

et  l'équation  du  mouvement  deviendra 

A  ^  -  B(/r  +  Cr,  =  |i  . 

La  somme  de  moments  ^x  correspond  ainsi  à  OX'  comme  à  OX. 
Les  deux  autres  équations  se  déduisent  de  la  précédente  par  des 
changements  de  lettres,  et  il  en  résulte  les  suivantes  nommées  les 
formules  d'Euler  : 
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OÙ  fx,  u!,  '/  sont  les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures 
par  rapport  aux  axes  principaux. 

Au  numéro  44,  nous  avons  défini  les  angles  \|/,  6i,  uf  qui  déter- 
minent la  position  du  mobile  par  rapport  à  des  axes  fixes  quelcon  - 
ques,  et  nous  avons  trouvé  pour  les  valeurs  correspondantes  &e 

/?  =  8in  6  sin  y  -^  +  cos  ç>  —  , 

dth  dH 

9  =  sin  6  cos  çp  -p  —  sin  ^  -j-  , 

Ainsi  les  équations  d'Euler  sont  en  réalité  du  second  ordre 
entre  0,  cp,  4;,  et  p,  g,  r  sont  des  variables  auxiliaires. 

Désignons  par  F  la  force  vive  de  rotation,  c'est-à-dire  la  somme 
Imv*  étendue  à  tous  les  éléments  de  masse  ;  on  a  pour  chacun 
V  =  upj  p  étant  sa  distance  à  Taxe  instantané  et  u  la  vitesse  an- 
gulaire. En  outre,  en  désignant  par  oc,  /3,  y  les  cosinus  de  l'axe 
instantané  par  rapport  |aux  axes  principaux,  nous  avons  vu  au 
numéro  79  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe  est 


p  0  r 

D'après  la  définition  de  ^,  g,  r,  on  a  a  =  -^,  (3  =  -2-,  y  =  ~ 
d'où 

F  =  Smp*t4»  =  M«Smp«  =  Ap«  +  Bç«  +  Cr«. 


398 

91.  Cas  oti  les  moments  ,u,  a,  '/'  sont;  unis.  —  Il  en 

€St  ainsi  quand  les  forces  extérieares  sont  nulles  on  se  réduisent  à 
une  seule  appliquée  au  point  iixe.  Il  en  est  de  même  quand  le 
solide  est  libre  et  que  la  force  est  appliquée  au  centre  de  gravité, 
en  particulier  s'il  n'y  en  a  pas  d'autre  que  la  pesanteur.  Les  for- 
mules se  réduisent  à 

A  -|-  -f  (C  —  B)(/r  =  0.  B  -^  +  (A  -  C^pr  =  0  , 

En  les  ajoutant  multipliées  soit  par  p,  g,  r,  soit  par  Ap,  Bg',  O, 
on  trouve 

d'où 

Ap»  +  Bç»  +  Cr»  =  F,  kY  +  B«g»  +  CV«  =  G* , 

F  et  G  étant  deux  constantes  positives  ;  F  comme  on  l'a  vu  est  la 
force  vive.  On  peut  tirer  de  ces  intégrales  deux  des  inconnues, 
par  exemple^,  g,  et  en  les  substituant  dans  l'une  des  équations, 
€lle  prendra  la  forme  dt  =  f{r)dr^  de  sorte  que  la  solution  sera 
ramenée  aux  quadratures. 

Mais  il  existe  d'autres  données  simplifiant  la  solution.  Soit  H  le 
point  ayant  pour  coordonnées  A^,  Bj,  Cr  par  rapport  aux  axes 
principaux,  d'où  résulte  évidemment  OH  =  G.  Nous  avons  assi- 
milé les  quantités  de  mouvement  à  des  forces  ;  à  ce  point  de  vue 
OH  est  le  moment  principal  de  leur  système,  puisque  ses  projec- 
tions A^^  etc.,  sont  les  sommes  des  moments  par  rapport  aux 
axes. 

Les  équations  primitives  du  mouvement  rentrent  dans  la  forme 

--  =  tx,  ou  S  =  const.,  puisque  p  =  o.  Or  nous  avons  trouvé 

S  =  aAp  +  bBq  -\-  cCr  ;  S  est  donc  la  projection  de  OH  sur  un 
des  axes  fixes;  puisqu'elle  est   constante  pour  chacun  d'eux  le 
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point  H  est  immobile  dans  Tespace,  De  là  résultent  deux  consé- 
quences, l'une  géométrique,  Tautre  analytique. 

Conséquence  géométrique.  —  Figurons  la  rotation  par  la  droite 
01  de  sorte  que  p,  q,  r  soient  les  coordonnées  du  point  I,  et  soit 
par  rapport  aux  axes  principaux 

l'équation  d'un  ellipsoïde  accompagnant  le  mouvement  du  solide. 
Elle  est  constamment  satisfaite  en  remplaçant  a;,  y,  jsi  par  p,  g,  r, 
et  par  suite  le  point  I  est  toujours  sur  la  surface.  Menons  à  tout 
instant  le  plan  tangent  en  ce  point  ;  les  cosinus  de  la  normale  en 
tout  point  de  la  surface  sont  proportionnels  à  Ax,  By,  C^;  en  I  ils 
le  sont  à  Ap,  Bg,  Cr  ou  à  ceux  de  OH  ;  par  suite  le  plan  tangent 
est  constamment  perpendiculaire  à  OH,  et  comme  en  outre  le 
point  de  contact  est  sur  l'axe  instantané  et  a  une  vitesse  nulle,  ce 
plan  est  immobile  dans  l'espace.  Par  conséquent,  le  mouvement  du 
solide  est  défini  par  celui  de  V  ellipsoïde,  qui  roule  sans  glisser  stir 
un  plan  fixe.  La  droite  01  allant  au  point  de  contact  est  l'axe  ins- 
tantané, et  sa  longueur  est  la  vitesse  angulaire. 

Soient  a,  6,  c  les  demi-axes  et  a  >  6  >  c;  01  est  toujours 
compris  entre  a  et  c.  Si  à  un  certain  instant  le  solide  tourne 
autour  de  OX',  01  coïncide  avec  a,  et  par  suite  avec  la  normale 
OH,  et  cela  ne  peut  cesser  d'avoir  lieu.  Si  l'axe  instantané  est 
très  près  de  OX'  la  distance  du  plan  tangent  à  l'origine  diffère 
peu  de  a  et  par  suite  01  restera  toujours  rapproché  de  OX'  et  de 
OH.  Ainsi  la  rotation  autour  de  OX'  est  stable;  si  une  cause 
faible  change  peu  les  constantes  du  mouvement,  il  continuera 
d'avoir  lieu  à  peu  près  autour  de  OX'.  La  même  démonstration 
s'appliquerait  évidemment  à  OZ';  ces  deux  axes  sont  ceux  aux- 
quels correspondent  le  plus  petit  et  le  plus  grand  moment 
d'inertie. 

Si  l'on  avait  A  =  B  =  C,  l'ellipsoïde  deviendrait  une  sphère,  le 
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point  de  tangence  serait  toujours  sur  la  normale  OH,  et  l'axe 
instantané  serait  immobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace. 

Si  A  =  B,  C  étant  différent,  il  est  clair  que  pendant  le  roule- 
ment l'axe  01  décrira  un  cône  de  révolution  autour  de  OH  ;  il  en 
décrira  un  autre  à  l'intérieur  du  solide  autour  de  l'axe  de  figure 
OZ'  de  l'ellipsoïde.  Au  reste,  dans  le  cas  général  où  A,  B,  G  sont 
inégaux,  ce  dernier  cône  est  encore  du  second  degré,  car  les  rela- 
tions 

donnent 

^G''  —  AF)Ap«  +  (G*  —  BF)Bç*  +  (G»  —  CF)Cr^  =  o  , 

OÙ  jp,  q,  r  sont  proportionnels  aux  cosinus  de  l'axe  instantané. 

Conséquence  analytique.  —  Nous  avons  vu  au  numéro  44  que 
les  cosinus  de  l'axe  fixe  OZ  qui  était  alors  OZ'  par  rapport  aux 
axes  mobiles,  désignés  par  a%  h'\  c",  avaient  pour  valeur 

a"  =  sin  6  sin  y,  6"  =  sin  6  cos  y,  c"  =  cos  6  . 

Si  nous  prenons  jOH  pour  OZ  ils  sont  les  mêmes  que  -rr-,  -p, 

-r-y  d^où  résulte 
II 

Ap  =  G  sin  6  sin  y,  Bç  =  G  sin  6  cos  y,  Cr  =  G  cos  6  . 

Supposons  les  équations  d'Euler  intégrées  ;  ^,  g,  r  seront  des 
fonctions  du  temps  contenant  trois  constantes  arbitraires,  y  com- 
pris F  [et  |G.  Les  équations  précédentes  détermineront  0,  ç  en 
fonction  du  temps  ;  elles  n'équivalent  qu'à  deux  formules  distinctes, 
la  somme  de  leurs  carrés  ou 

A«p«  +  B  V  +  CV»  =  G» 

étant  identiquement  satisfaite.  Ensuite  on  tirera  ~  de  la  relation 
-^  -|-  cos  9  -^  -  =  r,  et  \j;  contiendra  une  quatrième  constante.  Il 


401 

doit  y  en  avoir  six  eu  tout  et  les  deux  autres  sont  celles  qui  déter- 
minent la  direction  absolue  de  OZ  ou  OH.  Celles-là  sont  données 
par  les  conditions  initiales  comme  les  autres,  car  on  connaît  pour 
i  =  0  les  valeurs  de  cp,  \|^,  9  et  leurs  dérivées,  et  par  suite  py  q,  r 
et  la  position  des  axes. 

AppUcaMon  au  cas  où  A  =  B.  —  La  troisième  équation  du 

dr 

mouvement  se  réduit  alors  à      =  o,  d'où  r  =  const.  Pour  ne  pas 

multiplier  les  cas,  remarquons  qu'on  peut  toujours  rendre  r  posi- 
tif s'il  ne  Test  pas  en  échangeant  OX'  et  OY',  et  par  suite  aussi 
OX  et  OY. 

La  relation  Cr  =  G  cos  ô  montre  que  cos  6  est  positif  et  6  cons- 
tant.  Nous  avons  dû  au  numéro  44  le  considérer  comme  un  angle 
polaire,  puisque  dans  certains  mouvements,  il  peut  varier  cons- 
tamment dans  le  même  sens  ;  mais  il  faut  remarquer  qu'on  pouvait 
choisir  à  volonté  les  deux  sens  OD,  OD'  de  l'intersection  des 
plans  des  a^y  et  des  aft/  ;  or  on  peut  le  faire  de  façon  que  9  soit 
compris  entre  o  et  tt.  Par  conséquent,  6  sera  aigu  et  positif. 

Puisque  9  est  constant,  les  valeurs  générales  de  p^  q  du  numéro 
précédent  se  réduisent  à 

p  =  sin  6  sin  9  -/-,  ç  =  sin  6  cos  ©  -y-  • 

^   dt  ^   dt 

En  les  comparant  aux  relations 

Ap  =  G  siii  9  sin  y,  A5  =  G  sin  6  cos  ç  , 

on  voit  que  ^  =     -,  La  relation 

dt  A 


rfœ  ^  dà  G  cos  6 


dt  +""'^41 


donne  ensuite 


(-c-t) 


J  =  l-i '-]  G  COS  6  . 


26 
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On  voit  que  nous  n'avons  pas  employé  les  deux  premières  équa- 
tions d'Euler,  qui  auraient  d'ailleurs  donné  le  même  résultat.  Les 

vitesses  angulaires  ^,  -J-  sont  constantes  ;  la  première  est  posi- 
tive comme  r,  ou  le  solide  tourne  autour  de  OH  dans  le  même  sens 

qu'autour  de  OZ'  ;  mais  -^  sera  négatif  si  G  >  A  ou  si  Fellip- 
soïde  de  révolution  est  aplati. 


92.  Mouvement  d'un  eorps  i^esant  an  tour  d'un 
point  fixe.  —  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  l'on  a  A  =  B,  et 
où  le  centre  de  gravité  G  est  sur  l'axe  OZ'  à  la  distance  positive 
00  =  h.  L'axe  fixe  OZ  sera  supposé  vertical  de  bas  en  haut. 

Menons  le  plan  de  la  figure  par  OZ  et  OZ'  de  façon 
que  OZ'  soit  à  gauche  de  l'autre  ;  l'intersection  OD  des 
plans  des  xy  et  des  aft/  est  perpendiculaire  à  celui  de 
la  figure.  Supposons-la  dirigée  en  avant  et  considérons 
comme  direct  par  rapport  à  OD  le  sens  de  rotation 
indiqué  par  la  flèche  ;  de  la  sorte  l'angle  ZOZ'  =  9  restera  com- 
pris entre  o  et  t:. 

Toutefois  si  l'on  fait  à  tout  instant  cette  convention,  et  que  OZ' 
vienne  à  coïncider  avec  OZ  et  passer  de  l'autre  côté,  il  est  clair 
que  la  direction  OD  ainsi  définie  serait  brusquement  remplacée  par 
son  prolongement  ;  mais  nous  verrons  que  cela  n'arrivera  jamais 
pendant  le  mouvement,  sin  6  ne  pouvant  s'annuler. 

La  force  extérieure  est  le  poids  P  appliqué  en  G  ;  il  tend  à  faire 
tourner  dans  le  sens  direct  par  rapport  à  OD  qui  est  par  suite  la 
direction  de  son  moment  principal.  Son  bras  de  levier  est  évidem- 
ment OG  sin  0,  ce  qui  donne  b  sin  Ô  pour  le  moment  principal,  h 
étant  le  produit  positif  Vh.  Toutefois  si  d'autres  poids  étaient  ap- 
pliqués en  divers  points  de  l'axe  positif  OZ',  il  est  clair  que  OD 
serait  encore  pour  eux  la  direction  de  leurs  moments  principaux, 
et  qu'on  pourrait  les  comprendre  dans  la  même  valeur  b  sin  9.  Les 
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moments  ^,  (Xj  [k'  se  déduisent  da  principal  6  sin  ô  en  le  multipliant 
par  les  cosinus  des  angles  de  OD  avec  les  axes.  Ces  angles  sont 

?>  ?  +  -|-î  -f  ;  îl  ^û  résulte 

(jL  =  6  sin  0  cos  y,  ji'  ==  -  6  sin  6  sin  ç ,  [i"  =  o . . 

La  troisième  équation  d'Euler,  où  A  =  B,  se  réduit  ainsi  à 

dr 

-—  =  0,  d'où  r  =  const.  Les  deux  autres  sont 

ai 

An 

A  -yj-  +  (C  —  k)qr  =  6  sin  6  cos  y  , 

A  -^  —  (C  —  A)pr  =  —  fc  sin  6  sin  œ . 
at  * 

Ajoutons-les  multipliées  par  sin  cp,  cos  cp,*en  substituant 

dp       (2 .  p  sin  cp  dcp 


•  ^1 


dq        d .  a  cos  CD    ,  dtp 


Nous  aurons 


d.  .  dç 

A  ,  -  (p  sin  ç  +  g  cos  y)  -  A(p  cos  (p  -  g  sin  ç)-^-  +  (A  -  C)r(p  cos  y  -  g  sin  ^)=o  . 

En  ajoutant  les  équations  (1)  multipliées  par  2py  2q^  on  trouve 
aussi 

pdp  '4-  ado 
2A  ^^—\r^-  =  26  sin  6(p  cos  (p  ~  g  sin  y) . 

On  a 

d^  (iO  (2é         .        (i6 

p  =  sin  6  sin  y  --^  +  cos  ç)  —,  g  =  sm  6  cos  ç  -  7  —  sin  ç  -- 

d'où 

p  sm  y  +  g  cos  y  =  sin  6  -^-^  p  cos  ç  —  g  sin  y  =  —  , 

et  les  deux  équations  trouvées  deviennent 


I 

r 
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4(-«^)+l(*'-'>-*iI)='- 

La  seconde,  intégrée,  donne 

P'  +  9*  =  —   A    cos  6  +  const. 

A 

Nommons  a  la  valeur  initiale  de  0  et  pour  abréger  posons^ 
cos  OL  —  cos  9  =  ^.  En  remplaçant  ^,  q  par  les  expressions  ci- 
dessus  dans  J9'  +  g',  le  résultat  prend  la  forme 

-«(|)'+(S'=T'  +  '- 

crû  k  est  la  valeur  initiale  du  premier  membre. 
Dans  la  première  des  équations  (2)  on  peut  substituer 


Ar=A(^^+cose^), 


et  en  la  maltipliant  ensuite  par  sin  d  elle  devient 

I  cin    A  ! L  I   _l_    A    cm   A  /»ac  14 !_   -— ^   I  .«■  cm   fi 


A  sin e  -r  (sin  6  ^|  -h  A  -^  sin  Bcos  6-^  =  Cr  sin  6 
ai  \  dt  dt  dt 


dt  ' 


le  premier  membre  est  la  dérivée  exacte  du  produit  A  sin  9  x 
X  sin  6  y  ;  le  second  est  celle  de  —  O  cos  0  ou  de  Crz.  D  en 

ai 

résulte 

OÙ  a  est  la  valeur  initiale  du  premier  membre. 

En  multipliant  l'équation  (3)  par  sin*  B  et  substituant  -^    tiré 
de  la  précédente,  on  trouvera 


sin' 


«(f)"—(x'+')-(^  •+'•)■■  i 


I 
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Si  l'on  pose  cos  6  =  a;  l'équation  a  la  forme  ' 

^^^  (S)'^  ^^  ■"  """^  [x  ^'""^  ^^  ""  ^^  +  *]  ~  [t  ''^''''  «  -  ^^ + '^'J'- 

Désignons  par  f[x)  le  second  membre  qui  doit  rester  positif  pen- 
dant le  mouvement.  Il  est  négatif  quand  x=  +  1  et  par  suite, 
comme  nous  l'avons  dit,  sin  0  ne  s'annulera  jamais.  En  outre,  il 
doit  être  positif  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  ±  1 ,  et 
par  suite  l'équation  f[x)  =  o  doit  avoir  entre  ces  limites  un  nombre 
pair  de  racines  ;  ce  ne  peut  être  que  deux  a/,  o(i\  entre  lesquelles  x 
ou  cos  ô  ne  fera  qu'osciller. 

L'intégration  de  la  formule  (5)  fera  connaître  la  loi  et  la  durée  T 
de  ces  oscillations  pendant  l'une  desquelles  d  part  de  sa  valeur 
maxima  et  y  revient.  Après  ce  temps,  fi  recommence  à  varier  sui- 
vant la  même  loi  ;  il  en  est  de  même  de  -^  d'après  la  formule  (4), 

et  de  -^  d'après  la  relation 

d^  d^ 

—f-  =  r  —  cos  6    7-  . 
dt  dt 

Le  mouvement  précédent  est  entre  autres  celui  d'une  toupie, 
en  supposant  sa  pointe  immobile.  C'est  aussi  celui  du  gyroscope, 
c'est-à-dire  d'un  solide  de  révolution  animé  d'une  excessive  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe,  et  restant  appuyé  sur  un  point 
fixe,  placé  sur  le  prolongement  de  l'axe,  de  sorte  que  sa  rotation, 
comme  celle  de  la  toupie,  empêche  le  mouvement  de  chute. 

Dans  ce  cas  et  d'autres  analogues  la  vitesse  angulaire  J-  est 

très  grande  de  même  que  r,  tandis  que  les  valeurs  initiales  de 

.* ,  ^-  sont  faibles  ou  nulles,  et  par  suite  on  peut  en  dire  autant 

de  k  et  k'.  Pour  trouver  en  ce  cas  les  caractères  du  mouvement, 
prenons  z  ou  cos  «  —  x  pour  variable  au  lieu  de  x  ;  de  la  sorte 
js  oscille  entre  z'  =  cos  a  —  ic',  et  /'  =  cos  a  —  ai\  On  a  rf^r  =  —  dz. 


■j 


'>«• 


•^  \ ^  .*  » . 
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Substituant  rc  =  cos  a  —  -s?,  et  désignant  par  f[is)  la  nouvelle  forme 
de  la  valeur  (5)  de  f(x),  on  trouve 

Or  nous  supposons  r  extrêmement  grand,  les  nombres  6,  A,  G,  k,  Ky 
qui  n'en  dépendent  pas,  restant  les  mêmes.  Si  donc  a  avait  une 
valeur  un  peu  grande,  le  dernier  terme,  où  ^  est  multiplié  par  r, 
l'emporterait  sur  le  reste,  et  f{z)  serait  négatif,  ce  qui  est  impos- 
sible ;  par  suite  z  est  toujours  très  petit,  et  il  en  est  de  même  de 
^,  /'.  On  voit  en  outre  que  rz  conserve  une  valeur  limitée.  On  a 


COS  a  —  k 


CV 


î^)-^ 


etc. 


Par  conséquent,  en  désignant  par  y,  /',  —  a  les  racines  de  l'équa- 
tion f(z)  =  0,  elles  satisfont  la  relation 


ib 
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CV' 


(z'  +  z"—  a)  =  — -  cos  a  —  fc  —  - .  „-, 


%  CV»   . 

a=    ,.~+etc., 


't. 


les  autres  termes  étant  indépendants  de  r  et  par  suite  très  petits 
On  a  ensuite  identiquement  par  rapport  à  z, 


Substituons 


A«)  =  -^-(*-0(^-Ol^  +  «). 


z  =  z"  cos»  u  -{-  z'  sin»  u, 


u  étant  un  angle  toujours  croissant  avec  le  temps. 

dz' 

L'équation  (5)  ou  -,--  =  fi^z),  divisée  par  (^  —  jsfy  zin*  wcos*  w, 
deviendra,  d'après  la  valeur  de  a. 


dt* 


26 


i«*s 


CV 


-    ^    (^  +  a)  =  ^0-+-e). 
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e  étant  un  petit  nombre  variable,  ayant  partout  -^  en  facteur.  Il 
en  résulte,  avec  une  erreur  imperceptible, 

^du         Cr  «         Cr      , 

2-—-  =  — -  2tt  =  -  -  i  -f  const. 

dt         k  A       ' 

La  durée  désignée  par  T  est  celle  qui  ramène  6  owz  k  une  même 
valeur  extrême,  et  d'après  la  relation 

i  =  j"  cos'  u  +  z'  sin"  u , 

il  est  clair  qu'en  même  temps  u  augmente  de  tt.  On  a  donc 

^        Cr  ^  ^      ijck 

Cette  durée  ayant  r  en  diviseur  est  imperceptible  ;  il  en  est  de 
même  de  ^,  /'  et  par  suite  de  cos  a  —  cos  0,  de  sorte  que  0  dif- 
férera toujours  très  peu  de  sa  valeur  initiale.  D'après  la  formule  (4) 

-^  aura  une  valeur  moyenne  constante  affectée  d'inégalités  toutes 

pareilles  entre  elles,  de  durée  T,  pendant  lesquelles  cette  dérivée 
variera  entre  un  maximum  et  un  minimum  pouvant  être  très  dif- 
férents. En  laissant  de  côté  ces  inégalités,  l'axe  de  figure  décrira 
autour  de  la  verticale  un  cône  d'un  mouvement  uniforme. 

93.  Mouvement  d'ane  toaple  dont  la  pointe  repose 
«ans  Trottement  sur  un  plan  horizontal.  —  Nous  em- 
ploierons les  mêmes  dénominations  qu'au  numéro  précédent  sauf 
que  l'origine  0  sera  le  centre  de  gravité  du  solide  et 
h  la  distance  OL,  L  étant  la  pointe  ;  l'angle  ZOZ'  ou 
6  sera  toujours  aigu  et  positif. 

Mouvement  de  transloMon.  —  Nous  devons  regar- 
der le  coi^ps  comme  libre,  en  remplaçant  le  plan 
horizontal  par  la  pression  normale  Q  qu'il  exerce  en 
L  de  bas  en  haut.  Soient  x, ,  y ^  z^  les  coordonnées  du  point  O 
par  rapport  à  d'autres  axes  fixes,  le  plan  horizontal  étant  celui 
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des  x,^  y^  et  0^  la  hauteur  du  point  au-dessus  de  lui.  Les  seules 
forces  extérieures  sont  le  poids  P  et  la  pression  Q  toutes  deux 
verticales,  d'où  résulte  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité 

M  étant  la  masse  totale.  Ainsi  la  projection  horizontale  du  point 
0  se  meut  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  uniforme.  On  a  en 
outre  évidemment  z^  =li  cos  6,  d'où 

r^       ^      ...  rf'cos  6 

et  les  lois  du  mouvement  de  rotation  une  fois  trouvées,  z^  sera 
connu. 

Mouvefnent  de  rotation.  —  Le  corps  tourne  autour  du  point  0 
comme  s'il  était  fixe  ;  le  moment  du  poids  est  nul  et  l'on  n'a  à  tenir 
compte  que  de  celui  de  la  force  extérieure  Q  ;  son  moment  princi- 
pal est  dirigé  encore  suivant  OD  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure  en  avant  ;  son  bras  de  levier  est  h  sin  9,  et  par  suite  les 
deux  équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation  seront  les 
formules  (1)  du  numéro  précédent,  avant  toute  intégration,  en 
admettant  que  b  désigne  Qfe  au  lieu  de  Pfe,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  d'après  la  valeur  de  Q,  en  'désignant  encore  Pfe  par  6,  mais 
remplaçant  cette  lettre  dans  les  formules  (  1  )  par 

Dans  la  première  équation  différentielle  (2  ,  fe  étaitjéliminé,  de 
sorte  qu'il  en  résulte  la  même  intégrale  (4)  ou 


dà        Cr 
sin*  6  — n   =  -i-  s  +  /c',  où  2  =  cos  a  —  cos  6  . 

L'autre  était 


(^'  et         A 


,^^,  +  ,rf,,  =  Ç  sin  m 
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et  se  change  en 

En  intégrant  et  remplaçant  2>'  +  q^  par  sa  valeur  on  trouve 


sin 


À'  étant  la  valeur  initiale  du  premier  membre.  En  multipliant  par 
sin'  6f  et  substituant  la  valeur  de  Jv  tirée  de  l'autre  intégrale,  on  a 

(l  +  _  A«  sm..  e)  (-^)  =  s,n'  e  (-  +  *)-  (^  +  *  )  , 

Le  second  membre*  est  la  même  fonction  f(x)  ou  /(^)  qu'au 
numéro  précédent  ;  ainsi  en  supposant  r  très  grand  on  verra  de 

même  que  z  reste  constamment  très  petit,  ou  que  les  variations 

M 
de  h  sont  très  faibles,  et  comme  le  coefficient  1  +  4-  ^'  sin'  6  est 

alors  sensiblement  constant,  la  nature  du  mouvement  sera  exacte- 
ment la  même.  L'axe  de  figure  semble  décrire  autour  de  la  verti- 
cale un  cône  de  révolution  avec  une  vitesse  uniforme,  bien  qu'il 
éprouve  une  suite  d'oscillations  très  petites,  qui  nous  échappent 
par  leur  rapidité,  et  pendant  chacune  desquelles  la  vitesse  angu- 
laire -^  varie  entre  un  maximum  et  un  minimum. 

ai 

De  même  si  le  déplacement  horizontal  du  point  0  est  nul,  OL 
décrit  aussi  un  cône  et  la  pointe  L  trace  une  circonférence  sur  le 
plan  horizontal.  Celle-ci  en  réalité  est  affectée  de  sinuosités  im- 
perceptibles, et  en  outre  si  le  point  0  avait  un  mouvement  horizon- 
tal, il  se  composerait  avec  celui  de  la  pointe. 

94.  Mouvemeiits  de  l'axe  de  la  terre.  —  Soient  x,  j/,  js 
les  coordonnées  d'un  élément  de  masse  m  de  la  terre,  rapportées 
aux  axes  principaux  passant  à  son  centre  de  gravité  0;  x',  y\  /, 
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par  rapport  aux  mêmes  axes,  les  coordonnées  d'un  point  attirant 
H,  représentant  le  centre  de  gravité  d'un  astre,  et  M  l'intensité  de 
son  attraction  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance.  Elle  sera 

Mm 

— ,-  pour  l'élément  w,  p  étant  sa  distance  ;  les  cosinus  de  cette  at- 

traction  élémentaire  sont ,  etc.,  et  ses  projections  — -^^-= 

etc.  On  aura  par  suite  pour  les  moments  de  la  force  extérieure 
par  rapport  à  OX^  en  supposant  l'attraction  d'un  seul  astre, 


: Z ' 


p' 


^^Y.^-^'^ 


p' 


la  somme  s'éteDdant  à  tous  les  éléments  m. 
En  désignant  par  R  la  distance  OH,  on  a 

R'  =  x'»  4-  y'»+  a'»,     p'  =  R'  -  %xx  +  yj>'  +  ulX -H  (x»  +  »•  +  «») 

Nous  supposons  la  distance  R  fort  grande  par  rapport  anx 

t  I  t 

dimensions  de  la  terre.  Par  suite  4->  4"?  4~8^^t  au  plus  l'unité,  et 

K      K      n 

-5-,  -|-,  -^r-  de  très  petits  nombres.  Il  en  résulte 

K      K      II 

R'  %x£  4-  yy'  +  »»'  ,  „„ 

7  =  '  + Rï — -  +  '*"•• 

les  termes  suivants  étant  an  moins  du  second  degré  de  petitesse,  et 

M  „^  ry«'  -  ly'  ,  3(xg'  +  m'  +  »')  Çy»'  -  ^')^ 

t 

en  négligeant  dans  la  série  les  termes  du  troisième  degré.  Ceux 
du  premier  sont 

et  disparaissent,  parce  que  l'origine  étant  au  centre  de  gravité  on 
a  l.my  =  0,  imjs  =  0.  Les  axes  sont  principaux  ;  par  suite 

^mxy  —  0,  ^mjz  =  0,  ï.myz  =  a. 
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et  fx  se  réduit  ainsi  à 

ou 

A,  B,  C  étant  les  moments  d'inertie  principaux. 

Pour  les  sommes  fx'  ^i  des  moments  relatifs  à  OY,  OZ,  on  trou- 
verait de  même 

Si  la  terre  était  ce  que  nous  avons  appelé  une  sphère  à  densité 
régulière,  on  aurait  évidemment  A  =  B  =  C  ;  les  moments  jut,  f*',  fx" 
seraient  nuls,  et  la  rotation  suivrait  les  mêmes  lois  que  s'il  n'y 
avait  pas  de  force  extérieure.  Mais  sa  forme  est  celle  d'un  solide 
de  révolution  légèrement  aplati,  de  sorte  qu'en  prenant  pour  OZ 
son  axe  de  figure,  A  et  B  seront  égaux,  C  en  différant  très  peu. 
En  outre,  on  peut  la  regarder  comme  symétrique  par  rapport  aux 
plans  coordonnés,  et  il  est  évident  que  dans  toute  somme  telle  que 
2wir*y*V,  où  les  entiers  i,  i\  i'  ne  seraient  pas  tous  trois  pairs, 
les  termes  se  détruiraient*  Il  en  est  ainsi  pour  les  termes  du  troi- 
sième degré  que  nous  avons  négligés  ;  les  valeurs  de  fx,  \k^  fx",  sont 
donc  exactes  au  quatrième  degré  près. 

En  remplaçant  B  par  A  on  a  fx''  =s  o,  et  en  substituant  les 
valeurs  de  fx,  ji',  \k'  dans  les  équations  d'Euler,  la  troisième  se 

dr 

réduit  à  -^  =  0,  d'où  r  =  const.  Les  deux  autres  deviennent 

A-|  +  (C-A),r=ii»^(C-A). 


ËD  posant 
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elles  prennent  la  forme 

En  négligeant  les  seconds  membres  leurs  intégrales  complètes 
seraient 

(2)  p  =  F  cos  fi— G  sin  ft,         g  =  F  sin  /"/  +  G  cos  ft, 

F  et  G  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  valeurs  satisferont 
encore  lès  équations  avec  leurs  seconds  membres  en  supposant  F 
et  G  variables  et  tels  qu'on  ait 

dF  dG    .  dF    .    .,   ,    dG  „, 


d'où 


(3) 


F  =    Ay'  cos  ft  —  X'  sin  ft)dt,     G  =  fl  —  X'  cos  ft  —  Y'  sin  ft)dt. 


Ensuite  des  relations 

.    ^    .        (hl    ,  db 

p  =  sin  6  sin  ^  -p  +  cos  y  —  , 

.    ^  d'],  db 

q  =  sm  6  cos  ç  -p  —  sin  (p  —  , 

on  tire 

sin  6  -T^  =  p  sin  y  +  9  cos  '^,         —  =  p  cos  îp  —  q  sm  y  . 

En  y  substituant  les  valeurs  (2)  de  p^  g,  et  posant 
(4)  ç  +  /-f  =  (p' 

on  trouve 

d^  db 

(5)       sin  6  -  7  =  ^  sin  œ'  +  ^'  cos  œ',         —-  =  F  cos  œ'  —  G  sin  œ'. 
c<  *  *  ai  ^ 

D  est  clair  que  r  est  sensiblement  la  vitesse  angulaire  du  mou- 
vement diurne  ;  les  coordonnées  rr*,  y\  z  sont  donc  rapportées  â 
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des  axes  entraînés  par  une  rotation  rapide.  Soient  x^  y^z  les  coor- 
données du  point  H  par  rapport  à  de  nouveaux  axes  ne  parta- 
geant pas  ce  mouvement  ;  ils  se.  déduiront  des  autres  en  les  fai- 
sant tourner  autour  de  OZ'  de  Tangle  cp  dans  le  sens  rétrograde, 
OX  venant  de  la  sorte  se  placer  sur  l'intersection  du  plan  des  xy 
et  du  plan  fixe.  On  aura  ainsi  is/  =  ^,  a;'  =  ic  cos  cp  +  y  sin  ^f»,  etc., 
et,  d'après  les  formules  (1), 

X'  =  X  cos  'f  -f-  Y  sin  '^,  Y'  =  —  X  sin  y  +  Y  cos  ^p, 

en  posant 

\m\xz  muy 

En  substituant  ces  valeurs  de  X',  Y'  dans  les  équations  (3)  on 
trouve 


(") 


F  =  A  Y  cos  y'  -  X  sin  (p')d^        G  =  Ç{-^  X  cos  y'  —  Y  sin  <pyt. 

Les  expressions  X,  Y  sont  d'une  extrême  petitesse,  et  il  en  est 
de  même  de  -^,  -j-  ;  en  négligeant  le  second  ordre  par  rapport  à 
ces  quantités,  on  pourra  dans  leurs  valeurs,  d'après  la  relation 

dt    ^^  dt 

supposer 

l  étant  une  constante.  Il  en  résulte,  d'après  (1)  et  (4), 

(8)  -y  ou  2î  +  /"f  =  r'^  -f  /.         r'  =  r  +  /•  =  --^  r  . 

quantité  très  peu  supérieure  à  r.  En  outre  les  axes  actuels  doivent 
être  considérés  comme  fixes. 
Il  faut  remarquer  qu'aux  intégrales  (7)  seraient  ajoutées  des 


s^ — 
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constantes  quelconques  P,  G'.  Les  termes  qui  leur  correspon- 
draient dans  les  valeurs  (5)  de  sin  ^  -^>  -ir  seraient  ce  que  devien- 
nent ces  expressions  dans  l'hypothèse  où  F,  G  resteraient  constants, 
c'est-à-dire  où  M  =  o,  X  =  Y  =  o,  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  pas 
de  force  extérieure. 

Or  en  ce  cas  nous  avons  vu  à  la  fin  du  numéro  92  qu'en  choi- 
sissant convenablement  les  axes  fixes,  Taxe  de  la  terre  ferait 
avec  l'un  d'eux  OZ  un  angle  6  constant,  et  décrirait  autour  de  lui 

un  cône  avec  une  vitesse  angulaire  -i-  =  -. ;,  r,  qui  serait  ainsi 

^  dt        A  cos  6 

un  peu  plus  grande  que  la  vitesse  angulaire  r  du  mouvement 
diurne. 

Cette  inégalité  se  joindrait  de  la  sorte  à  celles  que  produisent 
les  attractions  ;  mais  l'observation  a  montré  qu'elle  est  absolument 
nulle,  et  par  suite  il  en  est  de  même  des  constantes  F,  G'. 

Èvàltmtion  approchée  de  V  effet  du  soleil.  — 
Prenons  pour  le  plan  de  la  figure  celui  des  y^, 
Y       de  sorte  que  OX,  dirigé  en  avant,  soit  l'intersec- 
tion du  plan  des  xy^  c'est-à-dire  de  l'équateur  et 
du  plan  fixe  qui  sera  l'écliptique. 

Soient  af^  y,  /  les  coordonnées  de  l'astre  attirant  relatives  à  de 
nouveaux  axes,  ceux-ci  étant  déduits  des  autres  en  les  faisant 
tourner  de  l'angle  f)  autour  de  OX  dans  le  sens  rétrograde,  de 
façon  que  OY'  soit  sur  l'écliptique.  Nous  aurons 

X  =  x\        y  =  t/'  cos  6  H-  z'  sin  6,        «  =  —  t/'  sin  6  +  2'  cos  6  . 

Si  l'astre  est  le  soleil  /  =  0  ;  nous  supposerons  en  outre,  ce 
qui  diffère  peu  de  la  réalité,  qu'il  décrit  autour  de  la  terre  une 
circonférence  de  rayon  a  d'un  mouvement  uniforme.  De  la  sorte 

r  =  a  cos[nl  -j-  g)^  y  =  a  sin(M/  +  9)  ? 
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net  g  étant  des  constantes.  On  aura  alors  dans  les  formules  (6) 
R  =  a,  et  on  doit  y  substituer 

X  ==  a  cos  {nt  +  g),    y  =  a  cos  Q  sin  {nt  +  jf),     z  =  —  a  sin  G  sin  {nt  +  g). 

En  posant 

(9)  —  ^  =  jj,,        ft  sin  6  cos  6  =  a , 

on  trouve  ainsi 

X  =  —  2(1  sin  6  sin  {nt  +  g)  cos  {ni  +  ^),        Y  =  —  2a  sin'  (^ni  +  g)  , 

OU 

X  =  —  (t  sin  e  sin  {int  +  2flf),         Y  =  a  cos  (2w(  +  2^)  —  a  , 

Si  l'on  substitue  le  seul  terme  Y  =  —  oc,  en  remarquant  que 
^'  =  r't  +  l.  les  formules  (7)  et  (5)  donneront 


a  sin  c 

ou 


a  cos  ffi'          rfô 

dfl 
sin  6  -,<  - 

r'  ' 

d^             (i  cos  0 

et  0  pouvant  être  supposé  constant  dans  cette  expression,  l'angle  \{^, 
en  vertu  de  ce  seul  terme,  varierait  proportionnellement  au  temps, 

dans  le  sens  rétrograde,  puisque  ^  est  négatif. 

Si  Ton  substitue  le  reste  des  expressions  X,  Y,  où  entre  2nt  r  2g 
sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  il  est  clair  que  cet  angle  y  entrera 
encore  dans  les  intégrales  et  dans  les  expressions  (5)  ;  on  pourrait 
même  vérifier  que  dans  celles-ci  il  entrera  seul,  cp'  ayant  disparu. 
En  intégrant  de  nouveau  pour  trouver  0  et  vp,  il  en  résultera  des 
termes  variant  périodiquement  avec  le  temps  en  restant  toujours 
très  petits.  Ainsi  la  ligne  des  nœuds,  dont  \j^  est  l'angle  polaire,  se 
déplacera  d'une  vitesse  sensiblement  uniforme,  avec  de  légères 


"7ï" 
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inégalités,  et  celles-ci  existeront  seules  pour  0  qui  restera  presque 
constant. 

Le  mouvement  du  nœud  se  nomme  la  précession.  On  pourrait 
l'évaluer  numériquement  pour  Tefifet  du  soleil  seul,  en  remarquant 
que  le  nombre  M  dans  la  formule  (9)  a  la  même  signification  que 
la  quantité  /"M  ou  A;'  ==•  /"(M  -f-  m)  employée  au  commencement 
du  numéro  6 1 ,  de  sorte  que 

En  outre  à  la  fin  du  même  numéro  on  a  trouvé  —r  =  r^,  .  T  étant 

fl'         T* 

l'année.  En  substituant  u  =        ,  et  en  outre  /  ou  r  =^,  T' étant 

la  durée  d'un  jour,  on  a 

,„  d'j>        |i  cos  e  „       ..  ,        ,       T'        37tX  eus  6 

pour  l'angle  T   .^-  décrit  en  un  an  par  la  ligne  des  nœuds. 

Indication  de  la  solution  exacte,  —  L'effet  de  la  lune  s'ajoute  à 
celui  du  soleil,  et  en  employant  les  valeurs  exactes  de  X,  Y,  que 
nous  ne  pouvons  développer  ici,  on  arrive  aux  mêmes  conclusions  : 
'\f  varie  d'une  manière  uniforme,  et  ô  reste  constant,  avec  de  légè- 
res inégalités  périodiques  pour  chacun. 

Il  n'en  serait  pas  ainsi  et  9  varierait  également  d'une  façon 
continue  si  le  plan  de  l'orbite  lunaire  était  immobile  ;  mais  il  tourne 
en  dix -huit  ans  autour  de  la  normale  à  l'écliptique,  ce  qui  conver- 
tit le  changement  continu  de  0  en  une  inégalité  périodique  de 
même  durée,  nommée  nidation. 

La  précession  annuelle  observée  est  d'environ  50";  c'est  la 

valeur  de  T  -  ^  et  par  un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons 
fait  ci-dessus  pour  le  soleil,  on  en  déduit 

X  ou    -"7  -  ==  0,00:J29  , 
A  ».   » 
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ce  qui  détermine  le  rapport  des  moments  d'inertie  principaux  de 
la  terre. 


95.  Première  forme  des  équations  du  mouvement; 
d^un  système  de  solides.  Applleatlon  â  la  maehlne 
d'Atwood.  —  Tout  solide  en  repos  ou  en  mouvement,  comme 
on  Ta  vu  au  numéro  21,  peut  être  considéré  conmie  libre  en  rem- 
plaçant les  obstacles  à  son  mouvement  par  des  forces. 

La  première  forme  des  équations  du  mouvement  se  composera 
ainsi  de  celles  de  chaque  solide  séparément,  en  représentant  par 
des  lettres  inconnues  les  forces  dues  à  leurs  contacts  entre  eux 
ou  leurs  liaisons,  comme  nous  l'avons  fait  au  chapitre  II,  pour 
trouver  les  conditions  d'équilibre.  Dans  le  cas  actuel  également, 
il  n'est  pas  nécessaire  de  remplacer  ainsi  les  contacts  avec  des 
obstacles  fixes. 

Mouvement  de  la  machine  d'Atwood  en  ayant  égard  au  frotte- 
ment —  L'appareil  se  compose  d'un  fil  enroulé  sur     ^.— >v 
une  poulie  fixe  D,  et  dont  les  extrémités  supportent  ff[    -^  V 
en  B  un  poids  p,  et  en  A  un  poids  p  +  p'  :  le  poids 
de  la  poulie  est  p'\  son  rayon  a.  L'appareil  partant  b. 
sans  vitesse  initiale,  v  est  la  vitesse  du  point  A  au 
bout  du  temps  t,  et  0  la  hauteur  verticale  dont  il  est 
descendu  ;  T  est  la  tension  du  cordon  AA',  T'  celle  de  BB'. 

Frottement  de  la  poiUie,  —  Considérons-la  comme  un  solide 
libre  ;  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  elle,  outre  celles  des 
contacts  avec  ses  appuis,  sont  T,  T'  et  j)%  qui  se  réduisent  à  une 
seule  force  verticale 


ù 


u 


(1) 


f^T  +  T-\-p\ 


dirigée  de  haut  en  bas. 

Quant  aux  appuis  nous  admettrons  que  la  poulie  D 
embrasse  comme  un  collier  un  cylindre  horizontal 
fixe,  désigné  par  H,  et  pour  simplifier  nous  regarde- 
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rons  les  forces  comme  tontes  situées  dans  le  plan  de  la  section 
droite  OMH,  de  centre  0.  En  un  point  M  de  contact  elles  sont  la 
pression  P  suivant  OMP,  et  le  frottement  cP,  c  étant  son  coeffi- 
cient ;  il  est  dirigé  suivant  la  tangente  MF,  en  sens  contraire  de 
celui  de  la  rotation,  indiqué  par  la  flèche.  Quant  à  la  distribution 
des  points  frottant  sur  la  circonférence  H,  on  peut  la  concevoir 
de  plusieurs  manières  : 

1^  Supposons  d'abord  que  ce  soit  deux  points  donnés  MM',  la 
pression  en  M'  étant  F.  Ces  deux  points,  en  laissant  de  côté  le 
reste  de  la  circonférence,  suffisent  pour  déterminer  la  position  du 
collier  ou  du  solide  D.  Celui-ci  est  supposé  libre,  et  son  centre  de 
gravité  restant  immobile,  les  équations  de  son  mouvement  exigent 
que  les  projections  horizontales  et  verticales  des  forces  aient  une 
somme  nulle.  Il  en  résultera  deux  équations  entre  P^  F  et  f  d'où 
l'on  tirerait  P,  F  de  même  que  les  frottements.  Ces  forces  dépen- 
draient de  la  position  de  M,  M',  et  pourraient  devenir  très  consi- 
dérables.  Dans  le  cas  où  il  y  aurait  sur  H  plus  de  deux  points  de 
contact  donnés  les  pressions  seraient  indéterminées,  parce  que 
deux  suffisent  pour  fixer  la  position  du  solide.  Le  cas  serait  ana- 
logue à  celui  d'un  corps  pesant  reposant  sur  un  plan  horizontal 
en  plus  de  trois  points.  Si  l'on  supposait  égales  les  circonférences 
de  H  et  du  collier,  elles  ne  pourraient  évidemment  coïncider  dans 
toute  leur  étendue  ;  les  saillies  les  plus  imperceptibles  suffiraient 
pour  réduire  les  contacts  à  un  nombre  limité  de  points,  et  dans 
cette  disposition  le  frottement  serait  en  général  considérable. 
Aussi  pour  que  la  rotation  s'opère  aisément  doit-on  supposer  que 
les  deux  circonférences  sont  légèrement  inégales,  ou  qu'il  y  a  un 
peu  de  jeu.  Il  en  est  nécessairement  ainsi  quand  les  surfaces  ont 
des  enduits,  et  cet  état  de  choses  s'établit  de  lui-même  par  l'usure 
si  une  machine  marche  pendant  longtemps. 

2®  S'il  en  est  ainsi  pour  la  poulie,  les  deux  circonférences  ne  se 
touchent  qu'en  un  seul  point  M,  ou  un  arc  extrêmement  court, 
dont  la  position  d'ailleurs  n'est  pas  donnée,  mais  résulte  du  mouve- 
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ment.  En  désignant  par  OZ  la  verticale,  et  par  a  l'angle  MOZ, 
on  a  ponr  l'égalité  des  projections  horizontales  et  verticales  des 
forces, 

P  sin  a  —  cP  cos  a  =  o,  P  cos  a  +  cP  sin  a  ==  /", 

d'où  c  =  tang  a,  de  sorte  que  a  est  l'angle  dn  frottement,  on  une 
constante,  et  en  outre 

P  =  fcos  a,  eP  =  f  sin  a, 

OM  est  le  bras  de  levier  du  frottement,  et  en  posant 

OM  . 

—  sin  a  =  T  , 
a  * 

son  moment  par  rapport  à  l'axe  sera  yaf,  où  y  est  un  rapport 
abstrait  en  général  fort  petit. 

Équations  du  mouvement.  —  Une  fois  le  frottement  connu,  on 
peut  le  regarder  comme  une  force  extérieure  appliquée  à  la  poulie, 
qui  redeviendra  un  solide  tournant  autour  d'un  axe  fixe.  Soit  C 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe.  H  faut  remarquer  que 
dans  sa  valeur  ^mr^  la  distance  r  de  l'élément  m  à  l'axe  est  au 
plus  a  ;  on  a  donc 

C  <  a»Sw,  Im  =  ^  . 

9 

Il  en  résulte 

(2)  C  =  pw^, 

j3'  étant  une  constante  positive  inférieure  à  l'unité.  L'équation  du 
mouvement  de  la  poulie  est 

,u  étant  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  l'axe,  et 
u  la  vitesse  angulaire,  c'est-à-dire  —  ,  la  vitesse  v  du  point  A 
étant  aussi  celle  des  points  de  la  circonférence. 
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Les  moments  de  P  et  j?"  sont  nuls  ;  on  ne  devrait  du  reste  plus 
comprendre  P  parmi  les  forces.  Ceux  de  T  et  T'  sont  a  (T  —  T')  ; 
en  y  joignant  celui  du  frottement,  ou  •ya^  on  a  d'après  la 
valeur (1)  de/*, 

|x  =  a(T-T')-YnT4-r +/)"). 

En  substituant  la  valeur  (2)  de  C,  celle  de  p,  et  w  =  — ,  l'équa- 
tion  C  -j-  =  a,  devient 

(XI 

(;n  p*  -^  -  -It-  =  T  —  T'  —  Y(T  +  T'  -h  p") . 

^     q     dt 

Quant  aux  poids  on  peut  admettre  que  les  directions  des  forces 
T  et  T  passent  au  centre  de  gravité  de  chacun.  Il  n'est  ainsi  sou- 
mis qu'à  deux  forces  verticales  directement  opposées,  et  les  poids 
partant  du  repos  n'auront  qu'une  translation  verticale  sans  rota- 
tion. Les  équations  du  mouvement  se  réduisent  ainsi  pour  chacun 

à  une  seule  m-j-  =  Z,  m  étant  la  masse,  et  Z  la  force  verticale, 

prise  positive  dans  le  sens  de  la  vitesse  v  du  poids.  Il  est  clair 
qu'on  aura  ainsi 

g  dt       ^^  ^         '  g        dt  ^ 

Il  ne  reste  qu'à  éliminer  les  forces  de  contact  T  et  T'  entre 
l'équation  (3)  et  les  précédentes.  Celles-ci  donnent 

T  =  p  +  p-      ^       •--^,  T-P  +  —  .--, 

et  l'équation  (3)  devient  ainsi 

p"       dv  ,       ±p  +  p        dv  r^     .     I        P         dv     ^       1 

""    ,        dt       P  g  dt       ^1   P^P        g        dt^^j' 


ou 


Q        dv 

g        dt 


J 
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eu  posant 

Q  =  py  -f  2p  +  p'  -  YP'.  0'  =  P'  -  ïC2p  +P+  f) . 

Il  faut  supposer 

ou  Q'  positif,  sans  quoi  -r-  serait  négatif,  c'est-à-dire  que  le  frot- 
tement semblerait  déterminer  le  mouvement  en  sens  contraire,  ou 
ce  qui  revient  au  même,  il  l'empêcherait  de  commencer.  Il  est 
même  évident  que  l'inégalité  précédente  doit  être  satisfaite  en 
calculant  y  d'après  la  valeur  du  coefficient  du  frottement  au 
départ. 

Ensuite,  Q  et  Q'  étant  positifs,  et  v  s'annulant  avec  f,  on  aura 

v=  gl,     où    g  =='q9' 

L'accélération  g  de  la  chute  est  ainsi  réduite  dans  le  rapport  ^  . 

96.  Ifature  du  ftystème.  —  Nous  avons  à  préciser  ce 
qu'on  entend  par  les  liaisons,  les  forces  extérieures,  etc.,  et  à  cher- 
cher une  seconde  forme  des  équations  du  mouvement,  pour  laquelle 
on  ne  soit  pas  obligé,  comme  au  numéro  précédent,  d'éliminer  les 
forces  de  contact,  de  façon  que  cette  élimination  soit  en  quelque 
sorte  faite  d'avance.  Il  est  nécessaire,  comme  on  l'a  vu,  de  con- 
naître ces  forces,  ou  les  pressions,  si  Ton  veut  avoir  égard  au  frot- 
tement; aussi  nous  supposerons  que  celui-ci  n'existe  pas.  Nous 
verrons  plus  tard  comment  on  peut  en  tenir  compte. 

Nous  désignerons  par  S  les  divers  solides  du  système,  choisis  à 
volonté  et  bien  définis. 

Les  corps  extérieurs  sont  ceux  qui  ne  font  pas  partie  du  sys- 
tème. Parmi  ceux  qui  ont  quelque  influence  sur  son  mouvement, 
nous  nommerons  P  ceux  qui  sont  des  solides  fixes,  tels  que  des 
appuis. 


422 

La  position  d'un  solide  S  est  définie  par  les  trois  angles  qai  la 
déterminent  par  rapport  à  son  centre  de  gravité,  et  par  les  coor- 
données de  ce  centre  ;  c'est  ce  que  nous  nommerons  les  six  varia- 
bles du  solide. 

Tous  les  obstacles  au  mouvement  peuvent  être  regardés  comme 
des  contacts,  même  s'ils  proviennent  de  fils,  et  nous  savons  qu'on 
peut  les  assimiler  à  des  forces  extérieures-  Mais  en  les  rempla- 
çant tous  ainsi  on  serait  ramené  à  la  première  forme  des  équations 
du  mouvement.  Pour  qu'il  en  soit  autrement  nous  ferons  une  dis- 
tinction entre  eux. 

Liaisons.  —  Nous  nommerons  spécialement  forces  des  contacts 
une  catégorie  particulière  de  ces  forces  dues  aux  obstacles,  et 
liaisons  l'ensemble  des  contacts  correspondants,  tandis  que  les 
autres  seront  assimilés  à  des  forces  extérieures.  Voici  comment 
se  détermine  ce  choix  : 

L'existence  des  contacts  entraine  en  général  des  conditions 
géométriques  que  les  solides  S  doivent  satisfaire,  et  par  suite  des 
relations  entre  leurs  variables. 

Nous  nommerons  liaisons  l'ensemble  des  contacts  tels  que  les 
relations  correspondantes  soient  bien  définies,  et  ne  contiennent  pas 
d'autres  variables  que  celles  des  solides  S.  —  Moyennant  ces  con- 
ditions les  forces  des  contacts  définies  ci-dessus  disparaîtront, 
comme  on  le  verra,  des  équations  du  mouvement. 

Il  nous  reste  à  chercher  quelles  sortes  de  contact  on  peut 
prendre  pour  des  liaisons. 

Les  conditions  précédentes  sont  évidemment  satisfaites  par  les 
contacts  proprement  dits  entre  deux  solides  S,  ou  entre  un  solide 
S  et  un  P. 

Considérons  maintenant  le  contact  entre  un  solide  S  et  un  corps 
extérieur  Q  quelconque. 

1^  Si  celui-ci  est  un  solide  mobile  ses  variables  entrent  dans 
les  relations  provenant  du  contact,  contrairement  aux  conditions 
ci-dessus,  et  par  suite  le  contact  ne  peut  être  pris  pour  une  liaison. 
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On  le  pourrait  toutefois  si  la  masse  de  Q  était  nulle  et  dans  un 
autre  cas.  Nous  examinerons  plus  tard  l'effet  de  ces  complica- 
tions qui  doivent  être  exclues  pour  le  moment. 

2^  Nous  devons  exclure  également  les  cas  où  Q  serait  un  corps 
déformable  autre  qu'un  fil,  puisqu'il  présenterait  des  variétés  de 
forme  en  nombre  infini.  Quant  aux  fils  on  doit  pour  la  même  rai* 
son  les  supposer  d'épaisseur  négligeable,  parfaitement  flexibles  et 
inextensibles.  De  la  sorte  tout  fil  a  une  masse  nulle. 

Désignons  maintenant  par  P'  les  divers  corps  extérieurs  dif- 
férents des  solides  P  et  des  fils,  de  sorte  qu'aucun  de  leurs  effets 
comme  obstacles  ne  puisse  être  pris  pour  une  liaison. 

Il  nous  reste  à  supposer  l'existence  de  fils  quelconques  ayant 
des  contacts  avec  les  corps  S,  et  à  faire  parmi  ces  contacts  les 
mêmes  distinctions. 

Remarques  sur  le  rôle  attribtd  aux  fils.  —  Toute  portion  de  fil 
non  tendue  peut  être  supposée  ne  pas  exister,  sans  que  l'effet  de 
l'ensemble  soit  changé. 

P  L'existence  d'un  fil  entraîne  des  relations  entre  les  positions 
des  corps  avec  lesquels  il  est  en  contact,  et  l'un  d'eux  au  moins  est 
un  solide  S  ;  si  un  autre  était  un  corps  F  la  relation  serait  comme 
on  l'a  vu  inadmissible  comme  liaison,  de  sorte  que  les  fils  venant 
de  ce  corps  devraient  être  considérés  comme  exerçant  une  force 
extérieure.  Il  est  alors  plus  simple  de  les  assimiler  au  cas  suivant 
d'un  fil  auquel  est  appliquée  une  force  extérieure  suivant  sa  direc- 
tion. 

2^  On  doit  en  général  exclure  le  cas  où  une  force  extérieure 
agirait  sur  un  corps  servant  de  liaison^  sans  quoi  il  faudrait  tenir 
compte  du  mouvement  de  son  point  d'application,  ce  qui  revien- 
drait à  comprendre  le  corps  dans  le  système.  Si  donc  une  force 
agissait  sur  le  fil  on  emploierait  les  modifications  suivantes  : 

Supposons  d'abord    qu'un  fil  ait    une  extrémité 

libre  A,  auquel  cas  une  force  le  tend  suivant  AB  ;    — ' 

c'est  ce  qu'on  suppose  entre  autres  s'il  vient  d'un  corps  P'. 
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Si  cette  portion  rectiligne  va  s'attacher  à  un  solide  S  en  B, 
elle  est  ainsi  disjointe  du  reste  des  fils,  ne  constitue  aucune  liai- 
son, et  doit  être  considérée  comme  une  force  extérieure  appliquée 
au  point  B. 

Si  le  contact  du  fil  AB  avec  le  système  ne  rentre  pas  dans  ce 
cas  simple  on  supposera  en  un  point  0  de  la  droite  un  très  petit 
solide,  faisant  "partie  du  système,  sur  lequel  une  force  extérieure 
agit  suivant  OA,  tandis  que  d'autre  part  le  fil  OB  lui  est  attaché. 

Si  une  force  agissait  en  0  sur  un  fil  ailleurs  qu'à  son 

5  extrémité,  il  faudrait  de  même  supposer  en  ce  point  un 

petit  solide  du  système,  auquel  la  force  serait  appliquée 

et  les  cordons  OA,  OB  attachés  de  part  et  d'autre.  Il  est  clair 

que  l'introduction  de  ces  solides  infiniment  petits  dans  le  système 

ne  changent  pas  les  lois  de  son  mouvement. 

3*>  Après  ce  qui  précède  les  fils  *  n'ont  de  contacts  qu'avec  les 
solides  S  ou  P  ;  ils  agissent  soit  par  leurs  extrémités,  soit  en  étant 
enroulés  sur  une  surface.  Cet  enroulement  peut  être  de  deux  es- 
pèces. 

La  première  est  celle  où  le  fil  peut  glisser  sur  une  surface  sans 
frottement  ;  mais  d'après  les  conditions  qu'une  liaison  doit  rem- 
plir, nous  devons  exclure  les  cas  où  il  formerait  une  courbe 
d'étendue  finie,  variant  suivant  les  positions  du  système.  Nous 
supposerons  donc  que  l'arc  d'enroulement  est  infiniment  court. 
Nous  dirons  alors  que  le  fil  passe  sur  une  arête  pouvant  la  tra- 
verser sans  frottement.  Il  pourra  aussi  ou  glisser  le  long  de  l'arête 
ou  être  retenu  comme  dans  un  anneau. 

Le  second  mode  d'enroulement  est  celui  dans 
lequel  une  sorte  d'adhérence  empêche  le  fil  de 
<^^  glisser  sur  la  surface  d'un  solide  Q,  disposition  qui 
se  présente  dans  les  poulies,  etc.  Cette  adhérence  est  analogue  à 
celle  d'une  chaîne  qui  serait  retenue  à  la  surface  par  un  engre- 
nage ;  le  fil  CA  peut  avoir  une  extrémité  fixée  en  un  point  de  la 
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surface,  ou  s'en  détacher  suivant  BD,  avec  une  tension  en  général 
différente  de  celle  de  CA. 

Il  n'y  a  aucune  raison  d'exclure  cette  disposition,  que  nous 
nommerons  Venrotdement  ;  mais  on  doit  supposer  donnée  la  courbe 
AB. 

Liaisons,  forces  des  contacts  et  forces  extérieures.  —  En  résu- 
mant ce  qui  précède,  les  contacts  proprement  dits  entre  deux 
solides  S  au  entre  Vun  d'eux  et  un  solide  P  sont  des  liaisons,  et  les 
forces  qui  peuvent  les  remplacer  sont  des  forces  de  contact. 

Quant  aux  fils,  en  supposant  d'abord  qu'ils  forment  un  assem- 
blage arbitraire,  les  deux  premières  remarques  ci-dessus  ont  pour 
conséquence  d'en  isoler  certaines  portions  qui  constituent  simple- 
ment l'application  d'une  force  extérieure  à  un  solide  S. 
.  Tout  l'ensemble  du  reste,  pourvu  qu'il  ne  rentre  pas  dans  le  cas 
exclu  par  la  troisième  remarque,  pourra  être  considéré  comme 
liaison,  et  sa  disposition  la  plus  générale  sera  par  conséquent  la 
suivante  : 

Il  peut  s'y  trouver  des  portions  de  fil  enroulées  avec  adhérence 
sur  un  solide  S  ou  P.  Le  reste  des  fils  se  compose  de  portions  rec- 
tilignes.  Toute  extrémité  de  l'une  d'elles  peut  être  : 

P  Le  commencement  d'un  arc  d'enroulement  ; 

2°  Un  point  d'un  solide  S  ou  P  auquel  le  fil  est  attaché  ; 

3^  Un  point  d'une  arête  appartenant  à  un  solide  S  ou  P,  sur 
laquelle  le  fil  passe,  pouvant  ou  non  glisser  le  long  de 
l'arête  ; 

4^^  Enfin  un  point  de  bifurcation  ou  de  croisement  de  divers 
fils. 

En  effet,  les  trois  premiers  cas  contiennent  tous  les  modes  de 
contact  entre  un  fil  rectiligne  et  un  solide,  et  le  quatrième  ceux 
des  contacts  entre  plusieurs  fils. 

L'ensemble  des  forces  remplaçant  les  fils,  c'est-à-dire  leurs  ten- 
'  sions,  rentre  dans  les  forces  de  contact. 

Toutes  les  forces  agissant  sur  les  solides  S,  saul'  celles  qui  vien- 
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nent  d'être  indiquées  comme  forces  des  contacts,  seront  des  forces 
extérieures^  en  y  comprenant  entre  autres  celles  qu'exercent  les 
corps  F,  et  en  outre  s'il  en  existe  les  attractions  ou  répulsions 
sensibles  à  des  distances  finies,  même  si  elles  agissent  entre  deux 
corps  du  système. 

Les  liaisons  seront  considérées  dans  ce  qui  suit  comme  les  seuls 
obstacles  au  mouvement  du  système,  les  autres  étant  remplacés 
par  des  forces  extérieures. 

Équations  des  contacts.  —  Nous  avons  déjà  remarqué  que  les 
liaisons  entraînent  des  relations  entre  les  variables  des  solides  S. 

Elles  peuvent  être  des  égalités,  par  exemple  si  un  point  de  l'un 
d'eux  est  fixé  à  un  autre  solide  du  système. 

Elles  peuvent  être  aussi  des  inégalités.  Par  exemple  si  un  fil 
joint  deux  solides  S,  sa  longueur  totale  quand  il  reste  tendu  est 
une  fonction  des  variables,  qui  ne  peut  augmenter,  mais  peut 
diminuer  si  le  fil  se  détend.  Si  deux  solides  sont  appuyés  l'un 
contre  l'autre  et  peuvent  se  séparer,  il  en  résulte  une  conséquence 
analogue. 

En  tout  cas  ces  relations  sont  telles  qu'à  partir  de  la  position 
actuelle  du  système  il  peut  prendre  toutes  les  positions  voisines 
pour  lesquelles  les  variables  des  solides  satisfont  toutes  les  équa- 
tions et  toutes  les  inégalités,  et  n'en  peut  pas  prendre  d'autres. 

Nous  nommerons  systèmes  stricts  ceux  pour  lesquels  les  rela- 
tions ne  sont  que  des  équations.  Les  autres,  auxquels  correspon- 
dent aussi  des  inégalités 

E  >  0,  E'  >  0,  etc. 

seront  des  systèmes  non  stricts. 

Nous  nommerons  équations  des  contacts  toutes  les  équations 
dues  aux  liaisons,  en  leur  joignant  si  le  système  n'est  pas  strict 

E  =  0,  E'  =  0,  etc., 

OU  les  inégalités  changées  en  égalités. 
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Nous  nommerons  mouvements  régul^iers  du  système  ceux  dans 
lesquels  toutes  les  équations  des  contacts  sont  constamment  satis- 
faites ;  pour  un  système  non  strict  ils  forment  seulement  une  partie 
des  mouvements  possibles. 

Un  déplacement  sera  dit  régulier  s'il  est  compatible  avec  le 
mouvement  régulier. 

On  peut  tirer  des  équations  des  contacts  les  valeurs  de  toutes 
les  variables  des  solides  en  fonction  d'un  certain  nombre  d'entre 
elles,  ou  plus  généralement  de  variables  auxiliaires  u.^u^^u^^  etc., 
et  celles-ci  seront  complètement  indépendantes^  pouvant  à  la  fois 
croître  ou  décroître  à  partir  de  leur  valeur  actuelle.  En  effet,  si 
t^,,  par  exemple,  ne  pouvait  que  croître,  cela  constituerait  outre 
les  équations  une  inégalité,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Par  conséquent,  à  tout  déplacement  élémentaire  régulier  en 
correspond  un  autre,  également  régulier,  que  nous  nommerons 
comme  au  numéro  9  son  opposé^  dans  lequel  les  espaces  parcourus 
par  chaque  point  du  système  sont  les  mêmes  en  sens  contraire.  En 
effet,  si  le  premier  est  caractérisé  par  les  valeurs  de  du^^  du^y 
du^y  etc.,  le  second  le  sera  par  les  mêmes  valeurs  en  signe  con- 
traire. Pour  tout  point  du  système  les  coordonnées  rc,  y,  z  sont  des 
fonctions  de  t^,,  u^,  etc.,  et  dx^  dy,  dz  dans  les  deux  cas  sont  les 
mêmes  en  signe  contraire. 

Par  suite  les  systèmes  stricts,  pour  lesquels  le  mouvement  régu- 
lier est  le  seul  possible,  sont  en  même  temps  des  systèmes  nor- 
mauxj  tels  que  nous  les  avons  définis  au  numéro  9. 

Il  faut  remarquer  que  si  dans  un  système  non  strict  le  mouve- 
ment cesse  d'être  régulier,  une  des  inégalités  E  >  o  n'est  plus 
remplacée  par  E  -  o  ;  E  étant  devenu  positif  le  sera  encore  dans 
les  positions  voisines,  et  la  condition  qui  lui  correspond  n'existera 
plus.  Il  y  a  donc  en  ce  cas  une  cessation  partielle  des  liaisons. 

Il  peut  arriver  aussi  qu'il  naisse  de  nouvelles  liaisons,  ou  que 
de  nouvelles  relations  deviennent  nécessaires.  C'est  en  particulier 
ce  qui  résulte  d'un  choc,  et  en  général  il  se  produit  alors  un  chan- 
gement brusque  des  vitesses. 
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L'altération  d'un  mouvement  régulier  est  un  fait  accidentel  et 
instantané,  de  sorte  que  tout  mouvement  d'un  système  non  strict, 
s'il  n'est  pas  toujours  régulier,  est  une  succession  de  mouvements 
réguliers  ayant  chacun  une  durée  finie. 

97.  SI  le  système  est  en  repos  ou  a  un  mouve- 
ment régulier,  les  travaux  des  forces  de  eontaet 
correspondant  A  un  déplacement  régulier  Infini- 
ment petit  quelconque  ont   une  somme  nulle.  — 

En  évaluant  ces  travaux  on  doit  prendre  pour  les  forces  de 
contact  celles  qui  existent  pendant  le  mouvement  que  peut  avoir 
le  système. 

Quant  au  petit  déplacement,  il  suppose  que  le  système  part  du 
repos  dans  sa  position  actuelle.  Ce  déplacement  est  régulier  quel- 
conque et  distinct  du  mouvement  réel  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  en 
disant  qu'il  est  virtuel. 

H  faut  remarquer  que  le  déplacement  peut  modifier  la  force  ;  les 
points  en  contact  peuvent  changer,  etc.,  mais  dans  le  travail  dont 
il  s'agit  la  force  est  supposée  celle  qui  existe  avant  tout  déplace- 
ment. 

Cas  oii  la  force  est  due  à  un  contact  proprement  dit.  —  La 
démonstration  se  réduit  à  vérifier  que  si  f  est  une  action  mutuelle 
ou  pression  agissant  en  un  point  de  contact  entre  deux  solides  S, 
S'  du  système,  ses  travaux  sur  l'un  et  l'autre  ont  une  somme  nulle, 
et  en  outre  que  si  le  contact  a  lieu  entre  S  et  un  corps  P,  le  tra- 
vail de  f  sur  S  est  nul.  Mais  le  travail  sur  le  corps  fixe  P  l'étant 
déjà,  cela  revient  à  ce  que  les  deux  travaux  aient  une  somme  nulle, 
et  Ton  peut  faire  rentrer  ce  cas  dans  le  premier  où  le  contact 
était  entre  S  et  S'. 

Soient  alors  I,  T  les  points  de  S,  S'  en  contact.  La  somme  des 
travaux  de  f  sera  nulle  pourvu  que  les  espaces  décrits  par  I,  I' 
aient  des  projections  égales  sur  sa  direction,  la  force  f  étant  dans 
chaque  travail  la  même  en  sens  contraire. 
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Si  l'on  considère  le  mouvement  du  solide  S'  par  rapport  à  S 
supposé  immobile,  la  vitesse  du  point  I  est  résultante  des  vitesses 
relative  et  d'entraînement,  et  il  en  est  de  même  des  espaces  infi- 
niment petits  correspondants.  En  comparant  leurs  projections  sur 
la  direction  de  /*,  celle  de  l'espace  décrit  par  ï  est  la  somme  de 
celles  des  espaces  relatif  et  d'entraînement;  celui-ci  d'ailleurs 
est  l'espace  décrit  par  I.  Par  conséquent,  la  condition  ci-dessus 
revient  à  ce  que  la  projection  de  l'espace  décrit  par  l  dans  le 
mouvement  relatif  seul  soit  nulle. 

Voici  parmi  les  formes  diverses  d'un  contact  les  deux  princi- 
pales : 

La  première  est  celle  où  le  point  T  est  fixé  au  point  I\  la  force  f 
est  alors  quelconque,  et  le  déplacement  relatif  de  I'  nul,  de  même 
que  sa  projection  sur  la  force. 

La  seconde  forme  est  celle  où  Vune  au  moins  des  surfaces  en 
contact  a  un  plan  tangent  déterminé.  —  L'absence  de  frottement 
consiste  en  ce  que  cette  surface  ne  peut  exercer  de  pression  tan- 
gentielle.  Par  suite  la  force  lui  est  normale,  et  le  déplacement 
relatif  de  I'  a  une  projection  nulle  sur  la  force  ;  sans  cela,  en  effet, 
dans  un  déplacement  régulier  opposé  au  premier,  que  nous  savons 
être  également  possible,  cette  projection  serait  la  même  en  sens 
contraire,  et  le  point  I'  pénétrerait  dans  le  corps  S. 

Après  ces  deux  formes  il  reste  celle  où  aucune  des  surfaces  n'a 
de  plan  tangent  déterminé  dans  le  voisinage  de  I,  T,  par  exemple 
le  cas  où  la  surface  du  corps  S  présente  une  arête  ou  se  réduit  à 
une  courbe.  La  force  f  lui  est  alors  normale  par  suite  de  l'ab- 
sence de  frottement,  et  soit  que  l'autre  surface  se  réduise  à  une 
courbe  se  déplaçant  sur  la  première  ou  à  un  point  T  qui  la  par- 
court, il  est  aisé  de  voir  que  le  déplacement  relatif  de  F  est  per- 
pendiculaire à  la  force;  mais  l'examen  détaillé  soit  de  ce  cas,  soit 
des  diverses  dispositions  des  surfaces  énumérées  au  numéro  2  2  est 
superflu. 

En  effet,  si  les  deux  solides  sont  adhérents  suivant  une  surface, 
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de  façon  à  n'en  plus  former  qu'un  seul,  la  nature  du  contact  en 
chaque  point  rentre  dans  la  première  forme  principale. 

S'il  en  est  autrement,  les  deux  solides  sont  mobiles  l'un  par 
rapport  à  l'autre.  Or  nous  n'avons  point  à  tenir  compte,  comme 
au  numéro  22,  de  contacts  fictifs,  provenant  de  dispositions  plus 
complexes,  mais  seulement  de  ceux  qui  existent  physiquement,  et 
pour  ceux-là  on  a  vu  au  numéro  23  que  le  contact  a  toujours  une 
certaine  étendue  en  tous  sens,  rentrant  ainsi  dans  la  seconde  forme 
principale. 

Propriété  d'un  fil  tendu  sur  des  arêtes  le  long  desquelles  il  peut 
glisser.  —  Nous  supposerons  qu'il  n'y  ait  que  deux  arêtes,  le 
résultat  s'étendant  aisément  à  un  plus  grand  nombre. 

Soient  sur  la  première  B,  B',  b  trois 
points  infiniment  voisins,  G,  C,  c  l'étant 
^^  de  même  sur  la  seconde.   Supposons  le 
point  a  infiniment  près  de  A,  et  d  de  D. 

Nous  allons  démontrer  que  si  la  ligne  brisée  abcd  est  une  posi- 
tion d'équilibre  d'un  fil  passant  sur  les  arêtes,  les  lignes  ABCD, 
ABCD  ne  diffèrent  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Soient  BB'  =  fe,  et  les  angles  ABB'  =  y,  CBL  =  y,  BL  étant 
le  prolongement  de  B'B.  Comme  on  l'a  vu  au  numéro  2,  en  négli- 
geant les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  a 

AB  —  AB'  =  /i  cos  Y,    CB  —  CB'  =  h  cos  (  B'BC)  =  —  /i  cos  7', 

d'où 

(AB  +  BC)  —  (AB'  +  B'C)  =  h  (cos  y  —  cos  f  ) . 

Si  ABC  était  la  figure  d'équilibre  d'un  fil,  les  tensions  T  égales 
de  AB  et  CB  devraient  faire  équilibre  à  la  pression  de  l'arête, 
perpendiculaire  à  sa  tangente  ou  à  BB'  ;  par  suite  les  projections 
des  deux  tensions  sur  cette  tangente  devraient  être  égales  en  sens 
contraire,  de  sorte  qu'on  aurait  T  cos  y  =  T  cos  /.  Par  consé- 
quent, si  la  ligne  ABC  est  comme  on  l'a  supposé  infiniment  voisine 
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de  la  figure  d'équilibre  aftc,  cos  y  —  cos  y  est  un  infiniment  petit, 
de  même  que  fe,  et  par  suite 

(AB  +  BC)  —  (AB'  -h  B'C) 

en  est  un  du  second  ordre.  Pour  une  raison  semblable,  il  en  est 

de  même  de 

(B'C+Ct))  — (BC'+C'D), 

et  par  suite  de  leur  somme 

(AB  +  BC  +  CD^  —  (AB'+  B'C  +  CD) , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nullité  du  travail  total  de  la  tension  des  fils.  —  Il  s'agit  ici  de 
l'ensemble  de  fils  trouvé  au  numéro  précédent  comme  la  disposi- 
tion la  plus  générale  que  puisse  avoir  une  liaison.  A  ce  point  de 
vue  nous  devons,  en  vérifiant  la  nullité  des  travaux,  avoir  égard 
à  toutes  les  complications  que  cette  disposition  présente,  bien 
qu'elles  aient  peu  d'importance  pour  les  applications. 

Les  fils  restent  tendus  pendant  le  déplacement  infiniment  petit, 
celui-ci  étant  supposé  régulier. 

Premier  cas.  Travail  des  tensions  d'un  fU  attaché  à  des  solides 
en  A  et  K,  et  passant  sur  des  arêtes  en  B,  G,  D,  etc.  —  Il  suffit 
d'en  placer  deux  sur  la  figure.  La  masse  du  fil  étant  nuUe^  la  ten- 
sion T  pendant  le  mouvement  du  système 
est  comme  dans  l'état  d'équilibre  cons- 
tante de  A  jusqu'à  K. 

Soient  AA',  BB',  CC,  KK'  les  déplace- 
ments infiniment  petits  des  points  A,  B, 
C,  K  des  solides.  Le  cas  où  l'un  de  ceux-ci  serait  fixe  y  est  com- 
pris, le  déplacement  correspondant  étant  nul. 

Comme  on  l'a  vu  au  numéro  6  le  travail  de  la  tension  T  de  BA 
sur  A  peut  s'exprimer  par 

T(AB  — AB). 
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Quant  au  travail  de  la  tension  de  AB  sur  B,  il  est  infiniment 
petit  comme  BB'  ;  si  donc  nous  attribuons  à  la  force  la  direction 
BA'  qui  fait  avec  BA  un  angle  infiniment  petit,  Terreur  sera  infi- 
niment petite  du  second  ordre  ou.  négligeable.  Le  travail,  évalué 
comme  ci-dessus  est  alors  T( AB  —  A'B) ;  il  en  résulte 

T^AB  — AB') 

pour  les  deux  réunis.  Les  travaux  de  la  tension  de  BC  sur  B  et 
sur  C ont  de  même  pour  somme  T(BC —  B'C),  et  pour  CK  c'est 
T(CK  —  C'K').  Il  en  est  ainsi  quel  que  soit  le  nombre  des  arêtes 
B,  C,  D,  et  par  suite  le  travail  total  des  forces  exercées  par  le  fil 
sur  les  solides  est 

T(,ABC...IO  —  T(A'B'C'...10, 

en  désignant  de  la  sorte  les  longueurs  des  lignes  brisées. 

P  Si  le  fil  peut  glisser  le  long  des  arêtes,  il  les  traversera 
après  le  déplacement  en  des  points  B",  C",  D",  etc.,  infiniment  voi- 
sins de  B',  C,  etc. 

Or  malgré  le  mouvement  du  système,  ABCD...K  est  une  posi- 
tion d'équilibre  du  fil,  et  comme  les  lignes  AB'C'D'...K',  A'B"C"...K' 
en  sont  infiniment  rapprochées,  on  aura  d'après  la  propriété 
ci-desssus,  en  négligeant  le  second  ordre  de  petitesse, 

A'B'C\..K'  =  A'B"C"...K'. 

2^  S'il  se  trouve  des  arêtes  le  long  desquelles  le  fil  ne  peut 
glisser,  supposons  par  exemple  qu'il  en  soit  ainsi  en  C  et  F,  tandis 
qu'il  peut  glisser  le  long  des  arêtes  intermédiaires  D,  E.  En  ce 
cas  C"  coïncide  avec  C,  et  F'  avec  F  ;  d'après  la  même  propriété, 
les  lignes  brisées  C'D'E'F',  C'D'^E'T',  infiniment  voisines  de  la 
position  d'équilibre  CDEF  sont  égales  au  second  ordre  près.  Il  en 
est  de  même  pour  toutes  les  portions  de  la  ligne  totale  A'K'  com- 
prises entre  deux  arêtes  où  le  fil  ne  peut  glisser,  et  par  suite  on 
aura  en  tout  la  même  relation 

A'BT;...K'  ^  A'B"C"D"...K'. 
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Ed  outre,  la  longueur  du  fil  n'ayant  pas  changé, 

A'B"C"...K'  =  ABC...K; 

par  suite  la  différence 

ABC...K  — A'B'C...K', 

et  son  produit  par  T  ou  le  travail  total  sont  du  second  ordre  de 
petitesse. 

Second  cas.  —  Supposons  que  l'une  des  extrémités  A,  K,  par 
exemple  A,  soit  le  commencement  d'un  arc  d'enroulement  AR,  et 
non  un  point  d'attache  du  fil,  le  reste  de  la  figure  et  de  la  disposi- 
tion étant  le  même  qu'au  premier  cas. 

Dans  un  petit  déplacement  du  fil  seul,  en  sup-     -^    j^\   — 
posant  qu'il  se  déroule,  son  point  A  vient  en  A" 
et  il  est  tangent  au  solide  en  I,  de  sorte  que  AI  est  infiniment 
petit  et  par  suite  AA"  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Si  le  solide  se  déplace  aussi,  que  son  point  A  vienne  en  A  et 
celui  du  fil  en  A',  c'est  la  distance  A  A"  qui  est  du  second  ordre, 
comme  on  le  voit  en  considérant  le  mouvement  relatif  du  fil. 

Par  suite  en  évaluant  le  travail  de  la  tension  de  AB  sur  le 
point  A  du  solide  on  pourra  prendre  pour  son  déplacement  AA" 
au  lieu  de  A  A,  comme  si  le  point  A  du  solide  n'avait  pas  quitté 
celui  du  fil,  le  second  cas  se  réduit  ainsi  au  premier,  où  le  fil  était 
attaché  en  A. 

Si  le  fil  s'enroulait,  devenant  tangent  sui- 
vant IL,  on  placerait  A"  sur  son  prolongement    ^ 
à  la  distance  A"I  égale  à  l'arc  AI,  et  le  résultat 
sefrait  le  même. 

Troisième  cas,  —  Dans  le  cas  général  désignons  par  6  la  somme 
des  travaux  des  tensions  pour  un  déplacement  déterminé.  Elle 
serait  nulle  s'il  n'y  avait  aucun  point  0  de  bifurcation  ou  de  croise- 
ment des  fils,  car  ils  se  décomposeraient  en  portions  telles  que 
celles  du  premier  et  du  second  cas.  Si  ces  points  0  existent,  ima- 
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ginoDS  qu'on  place  en  chacun  d'eux  un  solide  infiniment  petit  du 
système,  auquel  tous  les  fils  concourants  seraient  séparément  atta- 
chés si  c'est  une  bifurcation  ;  si  c'est  un  croisement  le  point  0 
porterait  un  double  anneau  que  les  deux  fils  traverseraient  libre- 
ment.  De  la  sorte  les  tensions,  les  eftets  du  fil  comme  liaison  et 
les  petits  déplacements  réguliers  du  système  ne  seraient  pas  chan- 
gés, non  plus  que  la  valeur  de  H  pour  le  même  déplacement  et  les 
mêmes  travaux  que  ci-dessus;  mais  pour  le  système  entier  la 
somme  des  travaux  serait  Ô  +  S'?  ^'  étant  celle  des  travaux  des 
tei^ions  sur  les  solides  en  0.  Or  comme  il  n'y  aurait  plus  de  bifur- 
cation ni  de  croisement,  il  en  résulterait  (^  -}-  ô'  =  o  ;  d'autre  part 
les  solides  0  ayant  une  masse  nulle,  les  tensions  qui  agissent  sur 
eux  auraient  entre  elles  les  relations  d'équilibre,  de  sorte  que 
pour  chacun  séparément  la  somme  de  leurs  travaux  serait  nulle  ; 
il  en  résulterait  donc  à  la  fois  â  4-  9'  =  o,  W  ^-  0,  d'où  6  =  0,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

98.  Priiielpe  des  vitesses  virtuelles.  Seconde 
forme  des  équations  du  mouvement  d'un  système. 

-—  Comme  nous  l'avons  dit  au  numéro  19,  il  convient  d'examiner 
de  nouveau  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  Toutefois  pour  trou- 
ver les  équations  du  mouvement,  ce  qui  est  actuellement  notre 
but,  nous  n'avons  pas  besoin  de  ce  principe  appliqué  à  un  système, 
mais  seulement  à  un  solide  libre.  Nous  allons  le  vérifier  pour  ce 
cas,  en  faisant  abstraction  de  la  démonstration  du  numéro  8,  et 
nous  supposerons  seulement  que  les  conditions  d'équilibre  d'un 
solide  libre  aient  été  trouvées  par  une  méthode  quelconque.  Voici 
l'énoncé  du  principe. 

Pour  V  équilibre  des  forces  agissant  sur  un  solide  libre  il  faut  et 
il  suffit  que  leurs  travaux  corresjjondant  atout  déplacement  infini- 
ment petit  du  solide  aient  une  samme  nulle. 

Nous  avons  employé  au  numéro  12  deux  transformations  élé- 
mentaires des  forces  agissant  sur  un  solide.  La  première  est  le 
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déplacement  du  point  d'application  d'une  force  sar  sa  direction  ; 
la  seconde  consiste  à  remplacer  plusieurs  forces  appliquées  à  un 
même  point  par  leur  résultante  ou  l'inverse.  Nous  allons  vérifier 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  correspondant  à  un  même 
déplacement  infiniment  petit  du  solide  n'est  pas  changée  par  ces 
deux  transformations. 

1°  Si  l'on  déplace  le  point  d'application  A  de  ^      y^         ^, 
la  force  f  en  A',  ces  points  ont  une  distance 
constante,  de  sorte  que  pendant  tout  mouvement  les  projections 
de  leurs  vitesses  sur  AA'  sont  égales  ;  il  en  est  de  même  des  pro- 
jections des  petits  déplacements  et  -de  leurs  produits  par  f,  ou  des 
travaux  de  cette  force  dans  les  deux  cas. 

2^  Si  l'on  remplace  plusieurs  forces  par  leur  résultante,  on  a 
vu  au  numéro  10  que  le  travail  de  la  résultante  est  la  somme  de 
ceux  des  composantes  ;  la  somme  totale  des  travaux  n'est  donc  pas 
changée. 

Si  des  forces  agissant  sur  un  solide  libre  satisfont  les  six  condi- 
tions d'équilibre,  nous  avons  vu  au  numéro  13  que  leur  ensemble, 
en  répétant  les  deux  transformations  précédentes,  se  réduit  à  une 
force  nulle  ;  la  somme  des  travaux  des  forces  est  donc  nulle  pour 
tout  petit  déplacement.  C'est  la  première  partie  du,  principe  à 
démontrer. 

Réciproquement  si  cette  condition  est  satisfaite,  les  forces  se 
font  équilibre.  En  effet,  en  supposant  que  le  solide  ne  fasse  que 
glisser  suivant  l'axe  OX  sans  tourner,  ou  que  tourner  autour  de 
lui  sans  glisser,  la  nullité  de  la  somme  des  travaux  entraîne 
comme  conséquence,  d'après  le  numéro  1 1 ,  que  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  sur  OX,  et  celle  de  leurs  moments  par  rap- 
port à  OX  sont  nulles  ;  comme  il  en  est  de  même  pour  0 Y  et 
OZ  on  retrouve  ainsi  les  six  conditions  d'équilibre.  La  condition 
énoncée  est  par  suite  suffisante. 

Forme  muvelle  des  conditions  d'équilibre  d'un  solide  libre  et 
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des  équations  as  son  mouvement.  —  La  condition  d'équilibre  pré- 
cédente peut  s'exprimer  par 

(A)  2(XSa;  +  Y8y  +  Zbz)  =  o  , 

la  somme  I  s'étendant  à  tontes  les  forces  qui  agissent  sur  le  solide  ; 
X,  Y,  Z  étant  les  projections  de  chacune  d'elles,  et  èx^  èy^  Iz  les 
variations  des  coordonnées  de  son  point  d'application,  correspon- 
dant à  un  déplacement  élémentaire  quelconque  du  solide,  de  sorte 
que  X8rc  -f-  Y<ïy  +  Zèz  soit  son  travail. 

Nous  avons  vu  au  numéro  88  que  les  équations  du  mouvement 
du  solide  coïncident  avec  celles  que  fournit  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  c'est-à-dire  consistent  en  ce  que  des  forces  appliquées  à 
chaque  élément  m  de  masse,  et  ayant  pour  projections 

satisfont  les  six  conditions  d'équilibre. 

Toutes  ces  équations  sont  donc  comprises  dans  Tunique  for- 
mule 


(B)  S 


m   - 

dt 


jS^  +  (Y-m|f)8,  +  (z-m^*)8.j=o. 


qui  doit  être  satisfaite  pour  tout  déplacement.  Il  ne  faut  point 
confondre  le  déplacement  réel  avec  celui-là,  auquel  correspondent 
Sxy  Sijj  Sz,  Il  est  virtuel  et  suppose  le  corps  partant  du  repos  dans 
sa  position  actuelle.  D'ailleurs  Sx^  Sy,  Sz  ne  sont  que  des  coeffi- 
cients ayant  des  valeurs  multiples,  et  tels  qu'en  les  remplaçant 
par  ces  divers  systèmes  de  valeurs,  les  formules  (A)  et  (B)  devien- 
nent les  six  conditions  d'équilibre  et  les  six  équations  du  mouve- 
ment. 

Exteïision  des  formules  (A)  et  (B)  à  un  système.  —  La  rela- 
tion (B)  est  satisfaite  par  chaque  solide  séparément,  pourvu  qu'on 
le  considère  comme  libre,  en  remplaçant  les  obstacles  au  mouve- 
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ment  par  des  forces.  Parmi  celles-ci  se  trouvent  les  forces  de  con- 
tact, définies  comme  au  numéro  96,  les  autres  étant  classées  avec 
les  forces  extérieures. 

Admettons  maintenant  qu'on  prenne  un  déplacement  régulier 
quelconque  du  système  pour  celui  auquel  correspondent  àc,  5i/,  <S^, 
et  ajoutons  les  relations  (B)  pour  tous  les  solides.  Cette  somme  a 
encore  la  forme  (B)  ;  mais  les  termes  XSx  +  Y(îy  +  Z5^  corres- 
pondant aux  forces  de  contact  se  détruisent,  et  ces  forces  sont 
ainsi  éliminées,  car  nous  avons  vu  au  numéro  précédent  que  le 
déplacement  étant  régulier,  leurs  travaux  avaient  une  somme 
nulle.  De  là  résulte  le  principe  suivant  • 

Tout  système  ayant  un  mouvement  régulier  satisfait  la  rda- 
tion  (B)  quel  que  soit  le  déplacement  virtuel  régulier  auqusl  cor- 
respondent  8rc,  ây,  8z^  les  sommes  2  détendant  soit  aux  élé^nents  m 
de  masse,  soit  aux  projections  X,  Y,  Z  de  toutes  les  forces  exté- 
rieures. 

Il  est  clair  que  la  formule  (A)  s'étendrait  au  système  comme  la 
formule  (B),  moyennant  les  mêmes  conventions.  Elle  signifie  alors 
que  si  le  système  est  en  équïlïbre,  les  travaux  des  forces  extérieures 
correspondant  à  tout  déplacement  régulier  infiniment  petit  ont  une 
samme  ntUle, 

n  reste  à  examiner  si  cette  condition  est  suffisante,  ce  que  nous 
ferons  au  numéro  suivant. 

L'énoncé  qui  précède  est  celui  du  principe  général  des  vitesses 
virtuelles  sous  une  forme  peu  différente  de  celle  que  nous  avons 
employée  en  statique. 


99.  Principe  des  forces  vives.  Réciproque  du 
principe  des  vitesses  virtuelles.  —  Dans  la  formule  (Bj 
appliquée  à  un  système  nous  avons  supposé  que  le  mouvement 
réel  était  régulier.  Elle  doit  donc  être  satisfaite  en  prenant  celui- 
là  pour  le  déplacement  virtuel  auquel  correspondent  5a;,  Sy,S^]  en 
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les  remplaçant  alors  par  dx,  dy,  dz,  projections  du  déplacement 
réel,  on  aura 


2 


>-"|f)^  +  (v-«0)*  +  (^-»g)^]-« 


La  force  vive  d'un  système  est  la  somme  Imv*  de  celles  de  tous 
ses  éléments  de  masse,  la  vitesse  v  dans  chacun  d'eux  étant  sup- 
posée commune  à  tous  ses  points.  En  substituant 

l'équation  précédente  prend  la  forme 

d .  ^-  Imv*  =  l(\dx  +  \dy  -f-  Zdz) , 

OÙ  la  somme  S  du  second  membre  s'étend  aux  forces  extérieures, 
et  signifie  la  somme  de  leurs  travaux  élémentaires  pendant  le 
temps  di.  On  voit  qu'elle  est  égale  à  l'accroissement  de  la  demi- 
force  vive  pendant  ce  temps. 

Si  l'on  ajoute  ce  résultat  pour  les  instants  dt  consécutifs  on  en 
conclut  que  r accroissement  de  la  demi-farce  vive  d'un  système 
pendant  un  temps  quelconque  est  égal  à  la  somine  des  travaux  des 

m 

forces  extérieures  pendant  ce  temps. 

C'est  ce  qu'on  nomme  le  principe  des  forces  vives.  Si  les  forces 
ont  la  forme  potentielle  on  obtient  ainsi  une  intégrale  du  mouve- 
ment du  système. 

Réciproque  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  —  Nous  suppo- 
sons que  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures  est  nulle 
pour  tout  déplacement  régulier,  et  il  reste  à  chercher  si  ces  forces 
se  font  équilibre. 

Si  le  système  n  est  pas  strict  il  faut  évidemment  une  condition 
additionnelle,  savoir  que  les  forces  ne  soient  point  capables  de 
produire  une  cessation  de  contact  ;  il  faut  même  admettre  que 
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cette  cessation  n'est  pas  sur  le  point  de  se  prodaire,  ou  ne  résul- 
terait pas  d'une  modification  infiniment  petite  des  forces. 

Si  les  forces  extérieures  f,  /*',  f\  etc.,  ne  se  faisaient  pas  équi- 
libre, soit  A  un  des  points  en  mouvement,  et  AA'  l'espace  qu'il 
décrirait  pendant  un  instant  très  court.  Supposons  qu'on  fasse  agir 
outre  /",  f^  etc.,  une  force  additionnelle  9  appliquée  en  A  et  direc- 
tement opposée  à  AA'.  Si  elle  est  suffisamment  petite,  non  seule- 
ment d'après  la  condition  ci-dessus  il  n'y  aura  pas  de  cessation 
de  contact  et  le  mouvement  sera  régulier,  mais  il  difi*érera  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  celui  qui  se  produisait  sans  elle,  de  sorte  que 
le  déplacement  AA"  du  point  A  différera  peu  de  AA'  et  fera  un 
angle  obtus  avec  la  force  <p,  dont  le  travail  sera,  par  suite  négatif. 
D'ailleurs  ceux  des  forces  f,f^  etc.,  ont  par  hypothèse  une  somme 
nulle  pour  tout  déplacement  régulier  infiniment  petit,  entre  autres 
pour  celui-là.  En  leur  joignant  la  force  0?  le  travail  total  serait 
négatif  et  devrait  être  égal  à  l'accroissement  de  la  demi-force 
vive  ;  or  c'est  impossible,  puisqu'elle  est  positive  et  sa  valeur  ini- 
tiale nulle. 

Par  conséquent,  si  le  système  est  strict,  ki  condition  exprimée 
par  la  formule  (A)  est  non  seulement  nécessaire,  mais  suffisante 
pour  V équilibre.  Si  le  système  est  non  strict,  la  condition  addition- 
nelle (À-dessus  est  en  outre  nécessaire. 

Extension  du  principe  des  forces  vives.  —  Si  le  système  n'étant 
pas  strict  une  cessation  de  contact  venait  à  se  produire,  le  mou- 
vement régulier,  comme  on  l'a  vu,  se  changerait  en  un  autre 
également  régulier  d'une  certaine  durée.  Le  principe  des  forces 
vives  serait  exact  jusqu'à  l'instant  de  la  suppression,  et  le  serait 
aussi  à  partir  de  cet  instant  ;  il  le  serait  donc  encore  pour  les  deux 
périodes  réunies,  et  on  en  peut  dire  autant  quel  que  soit  le  nombre 
des  périodes. 

Par  conséquent,  pour  tout  système  strict  ou  non  le  principe  des 
forces  vives  reste  exact  tant  qu'il  ne  se  produit  pas  des  change- 
ments brusques  de  vitesse  résultant  d'une  percussion. 
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Principe  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  à  une  figure 
invariable  ayant  une  translation  redUigne  et  uniforme.  —  Toutes 
les  lois  de  la  mécanique  s'étendent  à  ce  mouvement  relatif,  entre 
autres  le  principe  des  forces  vives,  pourvu  que  les  solides  exté- 
rieurs d^où  résultent  les  liaisons  soient  relativement  immobiles  ou 
partagent  la  translation.  Souvent  toutefois  cette  condition  est 
superflue  ;  prenons  pour  exemple  une  locomotive  ayant  un  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme,  en  l'assimilant  à  un  système  théorique. 
Le  principe  des  forces  vives  aura  lieu  en  calculant  soit  les  vitesses, 
soit  les  déplacements  correspondant  aux  travaux  des  forces,  par 
rapport  à  des  axes  qui  accompagneraient  son  mouvement.  Les 
rails,  il  est  vrai^  ne  le  partagent  pas,  mais  occupent  la  même  posi- 
tion que  s'ils  le  partageaient,  de  façon  à  produire  le  même  eflfet 
comme  liaison,  et  la  même  pression  normale.  D  n'y  a  de  changé 
que  le  frottement,  c'est-à-dire  une  force  extérieure. 

Évaluation  de  la  force  vive.  —  C'est  celle  d'un  système  de 
solides  ;  il  suffit  donc  de  la  trouver  pour  chacun  d'eux  ;  désignons- 
la  par  F. 

P  Si  le  solide  n'a  qu'un  mouvement  de  translation  la  vitesse  v 
est  commune  à  tous  ses  points,  et  l'on  a 

2^  Si  le  solide  tourne  sans  glisser  autour  d'un  axe  fixe  ou  ins- 
tantané, on  a  t;  =  rw,  ^^  étant  la  vitesse  angulaire,  et  r  la  distance 
de  l'élément  à  l'axe.  Il  en  résulte 

C  étant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe. 

3^  Si  le  solide  tourne  en  tous  sens  autour  d'un  point  fixe  0,  on 
a  comme  on  l'a  vu  au  numéro  90, 

A.  B,  C  étant  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  princi- 
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paux  d'origine  0,  et^,  g,r  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire 
soivant  ces  axes. 

4°  Dans  le  cas  général  désignons  par  x,yy„  z^  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  par  rapport  à  des  axes  fixes  ;  par  x^  y,  z 
celles  de  Télément  m  par  rapport  à  des  axes  parallèles  aux  autres 
et  de  même  sens  ayant  pour  origine  le  centre  de  gravité  ;  il  en 
résulte 

on  a 

àx 
a/ 

et  en  transformant  de  même  les  autres  termes,  on  trouve 
en  désignant  par  M  la  masse  totale,  et  posant 


De  la  sorte  v,  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  Imv'*  la 
force  vive  relative  à  ce  centre.  Elle  est  la  même  que  si  le  solide 
tournait  autour  de  lui  comme  un  point  fixe  ;  il  en  résulte 

5^  Le  cas  particulier  où  le  solide  peut  être  assimilé  à  une  figure 
plane  se  mouvant  dans  son  plan  se  ramène  au  second  cas  ci- dessus, 
la  figure  tournant  toujours  autour  d'un  centre  instantané. 

Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  d'une 
tige,  figurée  par  une  droite  dont  les  extrémités 
A,  B  se  déplacent  sur  une  circonférence  de 
centre  0  et  sur  une  droite  OL.  Soient  : 

M  sa  masse  ; 
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G  son  centre  de  gravité  ; 

C  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  mené  par  ce 
centre  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  ; 

V  la  vitesse  du  point  A  ; 

I  l'intersection  de  BI  perpendiculaire  à  OL,  et  du  prolonge- 
ment de  OA. 

C!omme  lA,  IB  sont  perpendiculaires  aux  vitesses  des  points  A 
et  B,  I  est  le  centre  de  rotation  instantané;  le  solide  tourne  avec 
la  vitesse  angulaire  u  autour  d'un  axe  mené  par  I  et  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure  ;  on  a  i;  =  w  x  lA,  d'où 

D'ailleurs,  en  comparant  les  axes  menés  par  I  et  G, 

C  =  G'  +  M  X  ïG^      F = ^:-±  ;^  ><J^  ,. 

valeur  connue  dans  toutes  les  positions  de  la  tige. 

100.  Remarques  sur  les  formales  (A)  et  (B)  du 
naméro  98.  Équations  dn  mouveiiient  sons  forme 
finie.  —  P  Signification  des  formules  (A)  et  (B)  quand  le  sys- 
tème est  strict,  —  Le  mouvement  ne  peut  être  alors  que  régulier  ; 
tout  déplacement  du  système  l'est  aussi  ;  la  condition  d'équilibre 
qu'exprime  Téquation  (A)  est  nécessaire  et  suffisante  ;  elle  coïn- 
cide donc  avec  le  principe  des  vitesses  virtuelles  tel  qu'il  a  été 
énoncé  au  numéro  9  pour  les  systèmes  normaux,  dans  lesquels 
rentrent  les  systèmes  stricts.  Il  en  résulte  une  seconde  démonstra- 
tion de  ce  principe. 

Pour  que  des  forces  extérieures  se  fassent  équilibre  pendant  le 
mouvement,  ou  que  leur  effet  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles 
disparaissent  de  la  formule  (B)  ou  que  les  travaux  X.èx  ^  Yèy  -h  Zèz 
qui  leur  correspondent  se  détruisent  pour  tout  déplacement  ;  cela 
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signifie  que  ces  forces  satisfont  séparément  la  formule  (A),  et  par 
suite  les  conditions  d'équilibre  sont  les  mêmes  à  l'état  de  mouve- 
ment qu'à  l'état  de  repos,  comme  le  suppose  le  principe  de  d'Alem- 
bert.  Aussi  les  équations  du  mouvement  se  déduisent  des  condi- 
tions d'équilibre,  ou  la  formule  (B)  de  (A),  en  remplaçant  X  par 

2^  Cas  où  le  système  n'est  pas  strict.  —  La  formule  (B)  donne 
encore  les  lois  du  mouvement  si  l'on  est  assuré  qu'il  restera  régu- 
lier. C'est,  du  reste,  un  cas  très  général  dans  lequel  rentre  un 
grand  nombre  de  machines.  Si  l'on  n'est  pas  certain  de  cette  régu- 
larité on  ne  peut  eu  juger  qu'en  recourant  à  la  première  forme 
des  équations  du  mouvement. 

Les  conditions  d'équilibre  à  l'état  de  mouvement  et  de  repos  ne 
peuvent  plus  s'exprimer  comme  ci-dessus,  et  d'ailleurs  ne  sont  pas 
toujours  les  mêmes,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  88. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donné  par  la  formule  (A) 
n'est  exact  que  moyennant  la  restriction  indiquée  au  numéro  pré- 
cédent. Aussi  doit-on  préférer  la  iorme  plus  précise  du  même 
principe  trouvée  au  numéro  8,  savoir  que  la  somme  des  travaux 
des  forces  doit  être  nulle  ou  négative  pour  tout  petit  déplacement 
possible,  régulier  ou  non. 

3^  Équations  et  forces  de  liaison,  —  Bien  que  nous  ayons 
évité  do  faire  usage  de  ces  termes,  il  convient  de  les  mentionner, 
à  cause  de  leur  emploi  dans  plusieurs  démonstrations  du  principe 
des  vitesses  virtuelles. 

Les  équations  de  liaison  sont  des  relations  qu'on  suppose  exister 
entre  les  coordonnées  des  points  d'application  des  forces  exté- 
rieures. Les  forces  de  liaison  sont  celles  qui  en  agissant  sur  ces 
mêmes  points  remplaceraient  les  liaisons  ;  elles  n'ont  donc  aucun 
rapport  avec  celles  que  nous  avons  nommées  les  forces  de  contact. 

Les  liaisons  ne  sont  définies  que  par  les  équations,  leur  nature 
restant  indéterminée. 
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La  formule  (A)  étant  démontrée,  on  en  conclut  la  formule  (B) 
par  le  principe  de  d'Alembert  en  supposant  les  conditions  d'équi- 
libre les  mêmes  à  l'état  de  mouvement  et  de  repos. 

En  outre,  dans  ces  démonstrations  tout  système  est  considéré 
comme  strict  ;  aussi  avons-nous  employé  une  autre  méthode  pour 
trouver  les  équations  du  mouvement.  Il  est  d'ailleurs  avantageux 
de  préciser  comme  nous  l'avons  fait  ce  qu'on  doit  entendre  par  les 
forces  extérieures  et  les  liaisons. 

4^  Frottement.  —  A  l'état  de  repos  la  valeur  et  le  sens  de  cette 
force  restent  indéterminés  ;  on  peut  y  avoir  égard  comme  nous 
l'avons  fait  au  chapitre  II,  mais  non  dans  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  dont  l'emploi  est  ainsi  fort  limité. 

Au  contraire,  pendant  le  mouvement  le  frottement  à  une  valeur 
et  un  sens  déterminés,  et  on  peut  en  tenir  compte,  tout  en  employant 
les  équations  du  mouvement  où  il  est  supposé  nul,  pourvu  qu'on  le 
fasse  rentrer  dans  les  forces  extérieures.  "» 

Si  son  effet  devait  être  calculé  avec  précision,  ce  qui  n'est  pas 
toujours  nécessaire,  on  serait  forcé  de  connaître  les  pressions,  et 
pour  cela  d'employer  comme  au  numéro  95  la  première  forme  des 
équations  du  mouvement. 

5^  Équations  du  mouvement  sous  forme  finie.  —  Admettons 
comme  [précédemment  que  toutes  les  variables  des  solides  soient 
exprimées  dans  les  mouvements  réguliers  en  fonction  de  variables 
indépendantes  u^^  u^,  u^,  etc.  ;  les  coordonnées  a?,  y,  z  de  chaque 
point  en  seront  aussi  des  fonctions,  de  sorte  que  pour  tout  dépla- 
cement régulier  on  aura 


^^ = ©  ^"' + Gt)  ^"' + ""■- 


I,  etc.,  étant  des  dérivées  partielles.  La  formule  (B; 


(rf«,)  ' 


éki^ 


doit  être  satisfaite  quelles  que  soient  les  variations  (îw^,  5w,,  etc., 
et  par  suite  quand  une  seule  diffère  de  o;  en  la  désignant  par  d«, 
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substituant  la  valeur  de  Sx^  de  même  que  ses  analogues  pour  ^y,  §z 
et  supprimant  le  facteur  èu^  on  trouve 

En  remplaçant  u  par  u^^  u^,  w,,  etc.,  on  aura  toutes  les  équa- 
tions du  inouvement  ;  en  effet,  leur  nombre  est  celui  des  inconnues 
u^j  u^,  etc. 

Les  sommes  contenant  m  s'étendent  à  tous  les  éléments  de 
masse,  et  les  autres  à  toutes  les  forces  extérieures. 


101.  Conditions  additionnelles.  Liiaisons  due» 
aux  solides  sans  masse*  Cas  ofi  les  liaisons  sont 
fonctions  du  temps.  —  P  Conditions  additionnelles,  —  On 
est  quelquefois  assuré  d'avance  que  les  variables  u  du  système,  en 
désignant  ainsi  u^,  u^^  etc.,  satisferont  toujours  dans  le  mouve- 
ment régulier  des  équations  ou  conditions  additionnelles  que  nous 
désignerons  par  L,  indépendamment  des  conditions  trouvées  jus- 
qu'ici et  provenant  des  liaisons. 

En  ce  cas  on  pourra,  au  moyen  des  relations  L,  exprimer  les 
variables  u  en  fonction  d'un  nombre  moindre  de  variables  v^ , 
?;,,  etc.,  qui  seront  complètement  indépendantes,  de  sorte  que  le 
mouvement  régulier  sera  moins  général  ;  nous  dirons  alors  qu'il 
est  restreint. 

Il  rentre  dans  les  mouvements  réguliers  et  par  suite  la  for- 
mule  (B)  est  satisfaite  en  faisant  correspondre  Sx,  5^,  Sz  au  seul 
mouvement  restreint. 

Toutes  les  valeurs  de  x,  y^  z  sont  alors  des  fonctions  de  ?;,, 
?'„  etc.  En  supposant  qu'une  seule  v  varie,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  u  au  numéro  précédent,  nous  trouverons  de  la  même 
manière  la  formule  (C)  où  l'on  devra  remplacer  tour  à  tour  ti  par 
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t;,,  î;,,  etc.  Las  équations  étant  en  même  nombre  que  les  inconnues 
V  le  mouvement  sera  entièrement  déterminé. 

S'il  s'ngit  par  exemple,  comme  au  numéro  95,  de  la  machine 
d'Atwood,  en  négligeant  le  frottement,  et  supposant  que  le  système 
part  du  repos,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  les  fils  cessent  d'être 
verticaux,  ou  que  les  poids  se  balancent  d'un  côté  plutôt  que  de 
l'autre,  ni  pour  qu'ils  tournent  dans  un  sens  plutôt  que  dans 
l'autre. 

Les  conditions  additionnelles  consistent  alors  en  ce  qu'ils  auront 
une  simple  translation  verticale.  En  outre,  bien  que  le  système 
soit  non  strict,  on  est  assuré  que  le  mouvement  restera  régulier, 
ou  que  les  fils  ne  se  détendront  pas. 

2°    Conditions  additiannelles  dîces  aux  solides  extérieurs.   — 

Soient  :  t  le  système  donné  de  solides  S,  dont  la  position  dépend 
des  variables  u]  ^'  mu  système  de  solides  extérieurs  S',  mobiles, 
ayant  des  contacts  avec  a,  et  dont  la  position  dépend  des  varia- 
bles u',  c'est-à-dire  u\,  u\^  etc. 

Désignons  aussi  par  E  l'ensemble  des  équations  entre  les  varia- 
bles w  et  2^',  qui  dans  un  mouvement  régulier  proviennent  des 
contacts  entre  <7  et  t'. 

Il  peut  arriver  qu'en  éliminant  les  variables  ul  entre  les  équa- 
tions E  on  obtienne  entre  les  seules  variables  u  des  conditions 
additionnelles  L,  qui  par  suite  seront  toujours  satisfaites.  Elles 
expriment  ainsi  les  conditions  géométriques  qu'entraîne  pour  le 
système  t  l'existence  des  corps  S'  ;  mais  en  même  temps  ceux-ci 
étant  extérieurs  et  mobiles,  ou  compris  parmi  ceux  que  nous  avons 
désignés  par  P',  on  devra  regarder  comme  des  forces  extérieures 
celles  qu'ils  exercent  sur  t. 

Le  cas  précédent  se  présente  en  particulier  quand  les  corps  S 
auxquels  on  applique  les  équations  du  mouvement  ne  forment 
qu'une  portion  d'un  système  ;  de  la  sorte  tout  en  étant  exactes, 
elles  ne  déterminent  pas  complètement  le  mouvement,  qui  dépend 
en  partie  de  celui  des  autres  solides. 
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3°  On  doit  considérer  comme  de  simples  liaisons  les  solides 
extérieurs  S' s^ils  ont  une  masse  nulle  et  qu'aucune  force  extérieure 
n'agisse  sur  eux.  Cela  signifie  qu'on  ne  doit  pas  compter  parmi  les 
forces  'extérieures  celles  qu'exercent  leurs  contacts.  Par  consé- 
quenty  pourvu  qu'on  ait  égard  aux  relations  L  qui  peuvent  en 
résulter,  les  équations  du  mouvement  de  t  sont  les  mêmes  que  si 
les  corps  S'  n'existaient  pas. 

Pour  le  démontrer  appliquons  la  formule  (B)  aux  systèmes  a  et 
-7'  réunis  en  un  seul. 

Les  masses  des  corps  S'  disparaîtront  de  cette  formule.   Par 

exemple,  bien  que  les  termes  m  —  Sx  qui  leur  correspondent  soient 

en  nombre  pour  ainsi  dire  infinis,  leur  somme  est  inférieure  au 

produit  de  la  plus  grande  valeur  de  ^  8rc  par  la  quantité  négli- 
geable im. 

Aucune  force  extérieure  agissant  sur  t'  n'entrera  dans  la  for- 
mule, non  plus  que  celles  des  contacts  de  <t  et  a'  ;  elle  sera  donc  la 
même  que  si  on  l'appliquait  au  seul  système  g,  l'autre  n'  n'existant 
pas,  mais  les  déplacements  réguliers  étant  assujettis  aux  conditions 
additionnelles  provenant  des  contacts. 

Sans  doute  des  solides,  s'ils  sont  creux,  peuvent  avoir  des  masses 
négligeables  ;  toutefois  le  cas  précédent  s'applique  plutôt  à  des 
dispositions  purement  fictives,  imaginées  dans  le  but  de  réaliser 
un  mode  de  liaison  donné. 

4^  Cas  où  le  mouvement  du  système  d  est  connu  d'avance.  — 
Désignons  alors  par  E  comme  ci-dessus  toutes  les  équations  entre 
les  variables  u  et  u'  provenant  des  contacts  entre  les  systèmes  a 
et  t',  comme  si  les  solides  S'  devaient  servir  de  liaison. 

Nous  admettrons  qu'on  en  ait  tiré  en  tout  oti  en  partie  les 
valeurs  des  variables  u  en  fonction  de  u\^  «^',,  etc.  Celles-ci  étant 
connues  en  fonction  du  temps,  w,,  ^f,,  etc.,  le  seraient  de  même  si 
on  pouvait  les  tirer  toutes  de  cette  manière,  et  le  mouvement  de  <t 
serait  ainsi  déterminé. 
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En  laissant  de  côté  ce  cas,  on  trouvera  les  valeurs  des  varia- 
bles u  en  fonction  de  ti ,^  e*\,  etc.,  et  d'un  nombre  moindre  de 
variables  indépendantes  i;,,  i;„  etc. 

Supposons  maitenant  qu'on  applique  la  formule  (B)  aux  sys- 
tème T  et  rs  réunis.  Bien  que  ei',,  «^',,  etc.,  varient  dans  le  mouve- 
ment réel,  la  formule  est  exacte  pour  tous  les  déplacements  vir- 
tuels, indépendants  du  déplacement  réel.  Nous  ne  l'emploierons 
que  pour  ceux  où  v,,  i;,,  etc.,  varient  seuls,  w',,  w\,  etc.,  restant 
constants,  ou  le  système  n  immobile. 

En  ce  cas  tous  les  termes  des  sommes  s  correspondant  à  t' 
disparaissent,  èx^  Sy,  Sz  étant  nuls  pour  chacun  d'eux.  Les  forces 
exercées  par  t'  sur  t  aux  contacts  n'y  entrent  pas  non  plus  ;  la 
formule  (B)  ne  s'applique  ainsi  en  réalité  qu'au  seul  système  ^  et 
se  change  comme  ci-dessus  dans  la  formule  (C)  en  y  remplaçant  u 
par  V,,.?;,,  etc.,  et  supposant  les  variables  u'  constantes  dans  les 

dérivées  partielles  [  .  ),  etc. 

Si  donc  u\,  u\y  etc.,  sont  connues  en  fonction  du  temps,  la  for- 
mule (C)  fournira  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  t^,, 
t;,,  etc.,  et  déterminera  complètement  le  mouvement  du  système  t. 

Il  faut  remarquer  dans  les  applications  que  u\,  u\,  etc.,  étant 
des  fonctions  données  du  temps  t,  les  équations  E  existent  entre  t 
et  les  variables  u.  Celles-ci  se  trouvent  ainsi  déterminées  en 
fonctions  de  t,  <;,,  v,,  t^,,  etc.,  et  il  en  est  de  même  de  toutes  les 
valeurs  de  x,  y,  z.  De  la  sorte,  en  les  substituant  dans  la  formule 
(C)  appliquée  au  seul  système  t  on  aura  toutes  les  équations  de 
son  mouvement. 

Les  forces  des  contacts  de  t'  et  t  n'entrant  pas  dans  le  résultat, 
les  corps  S' jouent  le  rôle  de  liaisons.  On  dit  en  ce  cas  que  les 
liaisons  sont  fonctions  du  temps. 

Le  principe  des  forces  vives  n'est  plus  alors  exact,  parce  que  le 
système  t'  est  supposé  immobile  dans  les  déplacements  virtuels 
employés,  qui  par  suite  ne  contiennent  plus  comme  cas  particulier 
le  déplacement  réel. 
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En  supposant  t;,,t;„  etc.,  seuls  variables,  la  formule  (B),  telle 
que  nous  l'avons  employée  ci-dessus,  coïncide  avec  celle  qui  cor- 
respondrait à  (7  seul,  en  regardant  les  corps  S'  comme  fixes  dans 
leur  position  actuelle.  Par  suite  si  le  système  est  strict,  les  condi- 
tions d'équilibre  d'un  ensemble  de  forces  pendant  le  mouvement 
sont  les  mêmes  à  tout  instant  que  si  le  système  ?  était  fixe,  et  le 
système  t  en  repos. 

Nous  nommerons  mouvement  contraint  celui  d'un  corps,  lorsqu'il 
est  assigné  d'avance,  indépendamment  des  forces  que  le  système 
peut  exercer  sur  lui,  comme  on  l'a  supposé  dans  ce  qui  précède 
pour  les  corps  S'. 

L'existence  de  mouvements  contraints  est  fréquente  dans  les 
applications.  Les  corps  extérieurs  servant  d'appuis  à  une  machine 
sont  emportés  par  le  mouvement  de  la  terre  ;  le  cas  est  analogue 
si  elle  est  placée  sur  un  navire,  et  qu'on  puisse  négliger  l'influence 
du  mouvement  de  la  machine  sur  celui  du  navire.  Les  effets  des 
tremblements  de  terre  «n  sont  un  autre  exemple.  Si  un  système 
où  les  forces  enjeu  sont  faibles  se  trouve  en  contact  avec  une  ma- 
chine puissante,  le  mouvement  de  celle-ci  peut  encore  être  consi- 
déré conmie  contraint. 

On  doit  faire  rentrer  dans  cette  classe  non  seulement  tous  les 
cas  où  un  solide  du  système  est  en  contact  avec  une  surface  em- 
portée par  un  mouvement  contraint,  mais  aussi  celui  où  cette  sur- 
face se  déforme  suivant  une  loi  quelconque  donnée  en  fonction  du 
temps,  ce  qui  équivaut  à  un  mode  de  mouvement.  Il  en  est  de 
même  de  celui  où  un  point  d'un  solide  du  système  est  fixé  aux 
corps  extérieurs  de  manière  à  avoir  lui-même  un  mouvement 
contraint,  etc. 

5°  Cas  simples  des  m^mvements  contraints.  —  Nous  nommerons 

ainsi  ceux  où  tous  les  corps  S'  ayant  ce  mouvement  forment  un 

système  invariable,  ou  se  réduisent  à  un  solide  unique;   c'est 

entre  autres  le  cas  du  mouvement  terrestre.  On  peut  alors,  sans 

employer  les  résultats  précédents,  en  trouver  l'effet  en  rapportant 

29 
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le  monvement  da  système  à  des  axes  qai  partagent  celai  dn  corps  S'. 
Le  moavemeDt  relatif  d'un  point  matériel,  comme  ou  Ta  va  au 
numéro  71,  soit  les  mêmes  lois  que  si  le  corps  S' et  les  axes  étaient 
fixes,  moyennant  l'adjonction  de  forces  fictives  aux  forces  réelles. 
On  peut  en  dire  autant  pour  le  mouvement  d'un  système  de  solides 
et  même  d'un  système  matériel  quelconque. 

102.  Forntnlefl  de  I^agraiige.  —  On  désigne  ainsi  une 
nouvelle  forme  remarquable  des  équations  (C)  du  mouvement. 

Au  lieu  d'employer  les  lettres  w,,  w„  etc.,  ou  v,,  v^.  etc.,  il 
sera  plus  simple  de  désigner  par  p^  q,  r,  les  variables  du  système, 
et  même  de  n'en  supposer  que  trois,  le  résultat  s'étendant  aisément 
à  un  plus  grand  nombre. 

Nous  admettrons  que  les  liaisons  puissent  être  fonctions  du 
temps  t. 

On  doit  évaluer  directement  le  travail  élémentaire  des  forces 
extérieures  correspondant  à  des  variations  Sp^  Sq,  ir  de  py  g,  r, 
de  sorte  qu'il  aura  la  forme 

On  trouvera  P  par  exemple  en  supposant  que  p  varie  seul. 
Chaque  solide  ayant  alors  une  translation  ou  une  rotation  élémen- 
taire, le  travail  s'en  déduira  aisément,  et  nous  supposerons  dans 
ce  qui  suit  que  les  quantités  P,  Q,  R  sont  connues  en  fonction  de 

P,  ?,  r- 

Ce  seront  des  fonctions  de  jp,  g,  r,  t  si  les  liaisons  sont  fonctions 

du  temps  ;  mais  en  ce  cas,  en  évaluant  le  travail,  on  regardera 

jp,  g,  r  comme  variant  seuls,  ou  t  comme  constant,  de  sorte  que 

dans  le  déplacement  des  solides  du  système  les  corps  ayant  un 

mouvement  contraint  doivent  être  considérés  comme  immobiles. 

Le  travail  des  forces  est 

l(\8x  +  Y8i/  +  ZSz) . 
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et  par  suite  P  représente  l'expression 

De  la  sorte  la  première  équation  (C),  eiî  y  remplaçant  u  par  |), 
prend  la  forme 

<-      ^'•[S(^)+ ?.(!)+ 5(1)]="- 

Les  antres  s'en  déduisent  en  remplaçant  p  par  g,  r  et  P  par 
Q,R. 

Pour  les  transformer  nous  devons  établir  d'abord  quelques  rela- 
tions auxiliaires. 

Désignons  -,  -J-,  -^-  par  a^,  y ,  /,  et  ^,-^,  -^^  par  y,  i  f. 

Le  cas  où  les  liaisons  sont  fonctions  du  temps  renfermant  tous  les 
autres,  on  a  par  hypothèse  pour  l'élément  m, 

d'où 

dx 


dt 


ou  x'  =  H  +  Ap'  +  ^'  +  Cr' , 


H,  A,  B,  C  étant  les  dérivées  partielles 

"-(4).  -d).  -(I).  c-(^). 

toutes  fonctions  de  <,  ^,  q,  r.  De  la  sorte 

\dq)        \dp)       \dpdql' 

et  l'on  a  de  même, 

\dt)~\dpr  \dq)~\dpr  \dr)^\dp)' 
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ik 


La  dérivée  complète  -^  ,  en  faisant  varier  t,  p,  q,  r,  se  forme  de 
même  que  celle  de  x,  d'où 

et  d'après  les  relations  précédentes  on  peut  l'écrire 


It  ~  [dp) 


+ (-'')  .• + 


dp/       \dp/ 


/d\^\  .,(dC\  . 


Considérons  maintenant  les  dérivées  partielles  de  l'expression 

x'  =  H  +  Ap'  +  V^q  +  Cr', 

en  regardante,  j),  î,  r,  |?',  g',  /,  comme  des  lettres  indépendantes; 
noas  aurons 


m  ^.  i'^\  f + 


Q = ("")  ■'-  ( 


\ip  )       \dp 


(f  )  '• + (f )  '■■ 


ou 


C)  ■= 


dX  (dx 

j      el 


(0)-- 


Transformons  ensuite  le  premier  terme  \  de  la  formule  (C),  ou 


orx  {  dx\ 


( 


J-]  est  le  même  que  (-^^ j  ou  A.  On  peut  donc  écrire 

,  dx'  d.{kx)  ,  dk 

X^mk-^m-^^mx-^, 


OU  d'après  les  relations  précédentes, 


m 


[•  m] 


dt 


Jdx'\        m   d,  (d.x'\        m  /d.af*\ 
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En  transformant  de  même  les  antres  termes  de  Féquation  (C) 
elle  devient 


il 

dt 


_  ("dy  (^'«  +  2/'«  +  z'*)l  [d.^i  (V«  4-  y'  +  z'il 

^L         dp'         J~^L         dp         J  =  ^' 


les  dérivées  par  rapport  hp  etp'  étant  partielles  ;  m{af*  H-y**  +/*) 
est  la  force  vive  de  l'élément  m.  Si  donc  on  désigne  par  T  la  demi- 
force  vive  totale  du  système,  et  qu'on  joigne  à  l'équation  précé- 
dente ses  analogues  relatives  à  q,  r,  etc.,  on  aura  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables, 

d.  /dT\       /dT\       ,.  d.  /dT\       /rfT 


dt 


/dT\       /dT\       ,,  d.  /dT\       /dT\ 


Ce  sont  les  formules  de  Lagrange.  De  la  sorte,  au  lieu  d'avoir  à 
calculer  les  sommes  1  relatives  aux  masses  qui  entrent  dans  les 
équations  (C)  on  doit  simplement  exprimer  la  force  vive  en  fonc- 
tion des  variables I?,  q,  r,  etc.,  et  de  leurs  dérivées jp',  g',  etc.,  qui 
y  entrent  nécessairement  au  second  degré.  Elles  entrent  au  pre- 

mier  dans  (  .-)  etc.,  et  par  suite  les  équations  sont  linéaires  par 
rapport  à  -J-,  -^  ,  etc. 

103.  Mouvement  dn  gyroscape.  —  Il  s'agit  ici  de 
l'appareil  imaginé  par  Foucault,  composé  d'un  solide  de  révolution 
dont  le  centre  de  gravité  est  fixe  et  dont  l'axe  de  figure  en  outre 
est  contraint  de  se  mouvoir  dans  un  plan  n.  Si  la  rotation  autour 
de  cet  axe  est  très  rapide,  il  se  déplace  d'une  manière  sensible 
sous  l'influence  de  la  force  centrifuge  composée  due  à  la  rotation 
terrestre. 

Pour  simplifier  nous  supposerons  que  le 
plan  n  contient  la  droite  OL  dirigée  vers  le  ^) 
pôle  boréal  du  ciel,  0  étant  le  centre  de 
gravité  immobile.  Nous  définirons  les  angles 
polaires  t|;,  6,  cp  comme  au  numéro  44,  le  ^^^" 


1     'JS",  ■~i«ST7i" 


•        à 
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plan  fixe  L'OD  étant  perpendiculaire  à  OL  ;  mais  nous  emploie- 
rons trois  systèmes  d'âxes;  le  premier  est  celui  des  axes  princi- 
paux, mobiles  avec  le  solide,  OZ'  étant  l'axe  de  figure,  et  le  plan 
des  autres  OX',  OY'  coupant  le  plan  fixe  suivant  OD  ;  pour  le 
second  OZ  est  le  même  et  OX  est  placé  sur  OD  ;  pour  le  troisième 
OZ"  est  sur  OL  et  OX"  sur  OD.  Pour  chacun  le  sens  anf  par  rap- 
port à  Taxe  des  z  est  celui  de  la  rotation  terrestre,  indiqué  par  la 
flèche  :  6  est  compté  de  OL  vers  OZ  ou  de  OY"  vers  OY  dans  le 
sens  direct  par  rapport  à  OD  ;  <p  est  compté  de  OD  vers  OX'  dans 
le  sens  direct  par  rapport  à  OZ.  Quant  à  ^  ou  LOD  il  est  constant 
le  plan  n  étant  perpendiculaire  à  OD. 

l^  Emploi  des  formides  de  Lagrange.  —  Le  système  se  réduit 

à  un  solide  dont  les  variables  sont  9  et  <p;  en  désignant  —,  -^ 

par  0',  cp',  ces  formules  deviennent 

dtW)       \r/6/         '  dt\d'f)       \drp)       ^' 

P  et  Q  sont  tels  que  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures 
pour  un  petit  déplacement  soit  VdO  -f-  Qd(p  ;  cette  somme  est  ainsi 
Pd&  lorsque  rf<p  =  o  ou  que  le  corps  tourne  autour  de  OD;  le 
travail  est  d'autre  part  le  produit  de  l'angle  décrit  dO  par  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  Par  consé- 
quent P  signifie  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par 
rapport  à  OD,  et  pour  la  même  raison,  le  corps  tournant  autour 
de  OZ  quand  dO  =  Oj  Q  est  la  somme  des  moments  des  forces  par 
rapport  à  OZ.  La  force  vive  totale  est,  d'après  le  numéro  90. 

D'ailleurs  B  =  A,  et  les  valeurs  de  jp,  q,  r  du  numéro  44,  en  y 
remplaçant  '^  par  o,  ^  ^t  -ir  par  9',  <p',  sont 

(1)  p  =  6'  cos  <p,  9  =  —  6'  sin  ç,  r  =  y'. 
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Il  en  résulte  pour  la  demi-force  vive  T, 

valeur  indépendante  de  9  et  9.  En  la  sabstitnant  dans  les  éqaa- 
tions  de  Lagrange,  on  tronve 

(2)  A  f  =  P,  C  t^'  ^  Q  . 

^  ^  dt  dt 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  OD  est  A  ;  ainsi  d'après  le 
.  nnméro  89  ces  denx  équations  sont  séparément  les  mêmes  que  si 
le  corps  tournait  autour  de  OD  comme  axe  fixe,  ou  autour  de  OZ. 
2®  Emploi  de  la  première  forme  des  équations  du  mouvement — 
Cet  emploi  consiste  à  remplacer  les  obstacles  par  des  forces  équi- 
valentes. C'est  ce  que  nous  ferons  pour  les  forces  /*de  contact  qui 
contraignent  l'axe  à  rester  dans  le  plan  II;  cette  substitution  est 
inutile  pour  le  point  0  qui  sera  supposé  fixe,  et  les  équations  du 
mouvement  sont  ainsi  celles  d'Ëuler  du  numéro  90,  en  posant 
B  =  A,  ou 

A  %  +  (G  -  A  çr  =  ,.  +  M,  A-^-  +  (A  -  C)pr  =  ^'  +  M', 

M,  M',  M'' étant  les  sommes  des  moments  des  forces  f  par  rapport 
aux  axes  principaux,  et  /ji,  /x',  a  les  sommes  de  ceux  des  autres 
forces. 

Les  forces  de  contact  sont  appliquées  à  l'axe  OZ  et  perpendi- 
culaires au  plan  n  ou  parallèles  à  OD,  et  par  suite  le  moment 
principal  de  chacune  tombe  sur  OY  ou  son  prolongement  ;  il  en  est 
de  même  du  moment  principal  de  leur  ensemble  que  nous  dési- 
gnerons par  L;  comme  OY  fait  avec  OX',  OY',  OZ'  les  angles 

M  =  L  sin  y,  .  M'  =  L  cos  œ,  M"  =  0  , 
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si  L  tombe  sur  OY  ;  on  peut-en  dire  autant  s'il  est  en  sens  contraire 
en  le  supposant  négatif. 

Les  forces  de  contact  doivent  être  éliminées  entre  les  équations 
du  mouvement,  et  pour  faire  disparaître  L  nous  devons  ajouter 
les  deux  premières  multipliées  par  cos  cp  et  —  sin  çp  ;  elles  devien- 
nent ainsi 

• 

Les  sommes  de  moments  se  transforment  comme  les  coordonnées, 

et  par  suite  p  cos  cp  —  a  sin  cp  est  la  somme  des  moments  des 

forces  par  rapport  à  OD  ou  celle  qui  a  été  désignée  par  P,  et  l'on 

a  aussi  p"  =  Q.  D'autre  part  en  remplaçant  i>,  î,  f  par  leurs 

.    valeurs  (1)  les  premiers  membres  des  équations  précédentes  se 

réduisent  à  A  -^,  C  -J-,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  équations  (2)  que 

nous  avions  d'abord  obtenues  par  une  méthode  plus  courte. 

3^  Valeurs  de  P  et  Q.  —  Le  plan  des  x"y"  étant  parallèle  à 
l'équateur,  les  projections  de  la  force  centrifuge  composée  sur  le 
troisième  système  d'axes,  pour  l'unité  de  masse^  sont  d'après  le 
numéro  73, 

X"  -  ±n  ^,  Y"  =  —  2n  —,  Z"  =-  0, 

dt  ai 

n  étant  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  terrestre. 

dx" 

H  n'y  a  pas  d'autre  force  extérieure;  ainsi  en  désignant  ^- 
par  a,  on  aura 

p  =  ïmY'Z"—  z'T')  ==  inlmz'oi  =  'inlmiy  sin  6  +  z  cos  6)» . 

D'après  le  numéro  42,  7.  étant  la  projection  de  la  vitesse  sur  OX, 
on  a 

a  =  7'i  —  r'y  , 
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j)',  ((yif^  étant  les  projections  de  la  vitesse  angulaire  sur  OX,  OY,  OZ;  ' 
elles  sont  jp,  j,  r,  pour  OX',  OY',  OZ,  et  d'ailleurs  se  transforment 
comme  des  coordonnées,  de  sorte  qu'on  a 

p'  =  p  cos  y  —  g  sin  ^,  9'  =  p  sin  ç)  +  ç  cos  y,  r  =  r, 

et  d'après  les  valeurs  (1),  g'  =  0,  r'  =:  9'.  Il  en  résulte 

a  =  —  yy',  P  =  —  2n(p'£my(^i/  sin  6  +  :î  cos  9) . 

Les  axes  OX,  OY,  OZ  étant  principaux,  on  a 
et  P  se  réduit  à 

P  =  —  nCç'  sin  6  . 

On  pourrait  trouver  Q  par  un  calcul  analogue,  mais  il  est  plus 
simple  de  remarquer  que  la  force  en  chaque  point  est  parallèle  au 
plan  des  oi'  ij\  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  vitesse  sur  ce 
plan,  et  par  suite  à  la  vitesse  elle-même,  de  sorte  que  dans  le 
mouvement  réel  son  travail  est  constamment  nul.  Ou  qu'on  a 

Prf6  +  Qd'f  =  0    ou    Pô'  +  Q'f  =  0 , 

De  la  valeur  ci-dessus  de  P  on  déduit  ainsi  Q  =  /îCÔ'  sin  0,  et  les 
équations  (2)  du  mouvement  deviennent 

A  ^  =  —  wC®'  sin  6,  C  ^  =  nCô'  sin  6. 

On  peut  remarquer  que  le  travail  des  forces  extérieures  étant  nul, 
la  force  vive  est  constante. 

4<^  Intégration.  —  Soient  a,  fc,  k  les  valeurs  initiales  de  Ô,cp',  6'  ; 
on  peut  supposer  k  positif;  s'il  ne  l'était  pas  on  changerait  scm 
signe  en  remplaçant  OZ  par  son  prolongement.  Posons  en  outre 

cos  6  —  cos  a  =  « , 


Y^^'j.  .•%«^P'».»:y^ 
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quantité  dont  la  valear  initiale  est  nulle.  La  seconde  éqaation  peat 
s'écrire 

JL  =  _„__=_.^^,  doù    y  =*-«,. 

En  multipliant  la  première  équation  par  &dt  =  dQ^et  substituant 
la  valeur  de  ^ ,  on  a 

A6'(ie'  =  —  nC(p'  sin  WG  =  nC(k  —  ns)dî , 

et  en  intégrant 

è'«  =  /(«),     où    /(«)  =  ~  (2A«  —  n«»)  +  *'«. 

A 

Supposons  d'abord  k*  différent  de  o.  L'équation  f{s)  =  o  a  une 
racine  positive  et  une  négative  et  f{s)  n'est  positif  que  si  s  est 
compris  entre  elles.  Mais  cos  6  ne  varie  qu'entre  ±  1  et  5  entre 

+  s'  et  —  5",  en  posant 

I  —  cos  a  =  it\  I  +  cos  a  ==  s". 

Par  suite  si  Ton  a  à  la  fois  f{s')  >  o,  f( —  s")  >  o,  ou 

A  A 

f[s)  OU  Ô''  ne  s'annulera  jamais  pendant  le  mouvement,  et  l'axe  OZ 
tournera  autour  de  0  toujours  dans  le  même  sens.  Or  le  phéno- 
mène que  le  gyroscope  doit  mettre  en  évidence  ne  se  réalise  pas 

dans  ce  cas.  Comme  n  est  un  très  petit  nombre  on  doit  regarder 

k 

—  comme  très  grand  ;  d'ailleurs  s'  =  ou  <  2  ;  par  suite  la  pre- 
mière inégalité  est  exacte,  le  second  membre  étant  négatif.  Nous 
devons  donc  supposer  k  assez  petit  pour  que  l'autre  ne  soit  pas 
satisfaite.  Il  y  aura  de  la  sorte  un  instant  où  l^on  aura  Ô'  =  o,  et 
nous  pourrons  le  prendre  comme  initial  ;  k'  est  alors  nul  et  les 
formules  deviennent 

f'=k  —  ns,  6'*  =  —  (2^  -  n«V,  «  =  cos  6  —  cos  a  ; 


"v» 


^.,       iknC         2iknC 

6  *  =     .     «  =  —r—  (cos  6  —  cos  a) , 

et  en  la  comparant  à  Féquation  du  mouvement  dii  pendule  simple 
de  longueur  ly  qui  est 

e'»  =    J   (cos  e  -  cos  a)  , 

on  voit  que  les  deux  mouvements  ont  la  même  loi  ;  en  supposant 
-y  :==  -T-.  Quand  les  oscillations  ne  sont  pas  très  grandes  on 
peut  prendre  pour  la  durée  T  de  l'oscillation 


"Vt-I/ 


knC  ' 


Soit  N  =  86164%  durée  de  la  révolution  terrestre,  ou  du  jour 
sidéral,  et  i  le  nombre  de  tours  du  gyroscope,  par  seconde  à 
Finstant  initial  ;  on  aura 


^iz  .  .  «       à  /  A        N        .  /  A       21541 


"=f'    ^^^"^^    '^=]/^-ir  =  |/ 


G 


L'axe  du  gyroscope  oscillera  dans  le  temps  T  de  part  et  d'antre  de 
la  direction  du  pôle  céleste.  On  a 

par  suite  le  rapport  -p-  n'a  pas  de  limite  supérieure,  mais  est  au 

G 


U^j. 
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—  étant  un  grand  nombre,  cp'  est  presque  invariable  ou  la  rota- 
tion autour  de  Taxe  presque  uniforme.  En  outre  2  k  —  ns  étant  vSI 

■. ' .'  '■  ^' 

positif,  5  doit  l'être  aussi,  de  sorte  que  cos  0  oscillera  entre  1  et  .^>:j% 

cos  a,  OU  Ô  entre  ±  a.  '--jf^ 

En  négligeant  /^',  le  mouvement  de  l'axe  diffère  alors  à  peine  de 
celui  que  représente  l'équation 


■Vi 


■^•-4; 


■^-i; 
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moins^  ;  il  prend  cette  valeur  si  i  mr'  est  négligeable  ou  si  le 

gyroscope  a  la  forme  d^un  disque  mince.  En  ce  cas  on  voit  que 
même  pour  i  =  1^  T  dépasserait  à  peine  100  secondes,  en  suppo- 
sant, cela  va  sans  dire,  un  appareil  parfait  et  sans  frottements. 


104.  Kffeto  d'nu  tremblemeut  de  terre.  —  Cette 
question  sera  un  exemple  des  mouvements  contraints  ;  nous  nous 
bornerons  à  chercher  l'eflFet  de  la  secousse  sur  un  pendule  composé. 
Menons  le  plan  de  la  figure  par  le  centre  de  gravité  G  perpendi- 
culairement à  Taxe  horizontal  de  rotation  qu'il  coupe  en  0. 

Prenons  cet  axe  pour  OY,  OZ  étant  vertical  dirigé 
en  bas.  Soient  :  OG  =  h\m  la  masse  totale  ;  C  le  mo- 


s 


^  ment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe^  et  0  l'angle  d'écart 

ZOG  pris  positif  du  côté  de  OX,  négatif  de  l'autre. 
Nous  supposerons  qu'à  l'instant  initial,  le  corps  étant  immobile, 
l'axe  de  rotation  commence  à  être  rapidement  déplacé  par  un 
mouvement  de  translation  rectiligne,  le  chemin  décrit  par  chaque 
point  étant  une  fonction  donnée  t^  du  temps,  et  les  constantes  a,|3,y, 
étant  les  cosinus  de  ses  angles  avec  les  axes. 

Nous  désignerons—,—,-^,—  par  Ô',  &",  u\  u".  Aucun  point 

ne  pouvant  prendre  soudainement  une  vitesse  finie,  on  aura  0  =  o, 
&  =z  0^  u  =  0,  u'  =^0  pour  t=  0. 

P  Emploi  des  formules  de  Lagrange.  —  La  seule  variable  du 
système  est  6,  et  l'équation  du  mouvement 

rf.  /dT^_/i!:\   p 

dt  VdQ'J     \  de  /      • 

Les  forces*  extérieures  se  réduisent  au  poids  mg  appliqué  en  G;  P 
est  tel  que  P5Ô  soit  le  travail  de  cette  force  pour  un  déplacement 
dans  lequel  le  solide  ayant  un  mouvement  contraint,  c'68t*à-dire 
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Taxe,  est  supposé  fixe;  P  est  donc  le  moment  de  la  force  par 
rapport  à  l'axe,  d'où 

P  =  —  tngh  sm  6  . 

La  force  vive  2  T,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  99  est  la  somme 
de  celle  du  centre  de  gravité  et  de  celle  de  la  rotation  autour  de 
ce  centre.  Les  coordonnées  variables  du  point  G  sont  x  =  hsin  0, 
y  =  0,  -2?  =  A  cos  0,  et  les  projections  de  sa  vitesse  relative  aux 
axes 

W  cos  6,  0,  —  hb'  sin  6. 

En  leur  ajoutant  celles  de  la  vitesse  de  translation,  on  aura  celles 
de  sa  vitesse  absolue.  Sa  force  vive  est  par  suite 

m  [(ocm'  +  Wcos  e)*   I-  3»t«''  4-  (7u'  —  hb'  sin  6)"]  , 


ou 

m 


[m''  4-  h%^  +  ^2/ïM'0\a  cos  6  -  7  sin  6)]  . 


L'angle  de  rotation  du  corps  autour  du  point  G  est  Ô,  et  la  force 
vive  de  rotation  C'Ô'*,  C  étant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
un  axe  mené  par  G  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  D'ail- 
leurs, comme  on  l'a  vu  au  numéro  79 ,  C  =  C  —  mh* .  En  réunis- 
sant les  deux  forces  vives  on  trouve 

2T  =-  CQ''  4-  ni  [u'«  4-  ihub\a  cos  e  —  7  sin  6)]  . 

et  en  substituant  les  valeurs  de  T  et  P  dans  l'équation  du 
mouvement 

-j-  [ce'  +  mhu\a.  cos  6  —  7«in  6)]  f  twAu'e'ia  sin  6  +  7  cos  6)  = 

=  —  mgh  sin  6 , 
OU 

C6'  +  mhxt\rf.  cos  6  —  7  sin  6)  =  —  mgh  sin  6. 

2*  Autre  méthode.  Emploi  d'une  force  fictive.  —  Le  solide  exté- 
rieur déplacé  ou  l'axe  étant  une  figure  invariable  on  peut  calculer 
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le  mouvement  relatif  oa  la  valear  de  H  en  supposant  cet  axe  fixe, 
pourvu  qu'on  joigne  aux  forces  extérieures  une  force  fictive  qui, 
rapportée  à(runité  de  masse,  sera  dans  le  cas  actuel  l'accélé- 
ration e^'' du  point  0  en  sens  contraire.  Elle  est  en  chaque  point 
proportionnelle  à  la  masse,  a  partout  la  même  direction,  et  par 
suite,  comme  la  pesanteur,  elle  équivaut  à  une  force  unique  mu^ 
appliquée  en  6  ;  ses  projections  sont 

» 

Le  moment  du  poids  par  rapport  à  l'axe  est  —  mgh  sin  6,  et 
en  lui  joignant  le  moment  p  de  cette  force,  on  aura  d'après  le 
numéro  89 

CO"  =  —  ^ngh  sin  6  -j-  [i; 

d'ailleurs  z  etx  étant  les  coordonnées  de  G, 

« 

pi  =  zX  —  xl  =  mhu"{^  sin  6  —  a  cos  6). 

4 

On  retrouve  ainsi  par  une  méthode  plus  simple  la  même  équation 
du  mouvement  que  ci-dessus. 

3<*  Intégration.  —  Comme  elle  n'est  pas  possible  sous  la  forme 
générale  précédente,  nous  admettrons  que  l'angle  6,  d'abord  nul, 
ne  prenne  jamais  de  grandes  valeurs,  de  sorte  qu'on  puisse  rem- 
placer sin  &  par  Ô  et  cos  6  par  1.  Nous  laisserons  de  côté  également 
le  cas  où  la  secousse  aurait  une  composante  verticale,  de  sorte 
que  y  sera  nul  ;  l'équation  ne  contient  pas  /3  et  ne  dépend  ainsi  que 
de  la  composante  de  la  translation  suivant  OX  ;  il  est  donc  plus 
simple  de  la  prendre  elle-même  pour  u^  mais  il  vaut  mieux  la 
considérer  comme  positive  quand  elle  est  sur  le  prolongement  de 
OX,  ce  qui  revient  à  remplacer  a  par  —  1.  L'équation  se  réduit 
ainsi  à 

Q 

Posons  ~=l^  qui  est  la  longueur  réduite  du  pendule  et  en  outre 


-=\/h^' 
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équation  divisée  par  mh  devient 


Son  intégrale  complète  est 

/e  =  F  cos  nt  H-  F'  sin  nt , 

F  et  F  étant  des  fonctions  assujetties  à  satisfaire  les  relations 
rfF         ,  .  rfF'  .     '  d¥  ,     ^  ^  dF'        ,       «" 

-77  COS  n(  4-  ^--  sin  nt  =  o, r-  sin  n/  +  -n-  cos  n/  —  —  . 

ai  (U  ai  al  n 


Par  suite  on  a 


de 

1-77=  —  nF  sin  fif  +  nF'  cos  n^ 


Les  valeurs  de  6,  -^  étant  nulles  quand  t  ^  o,  il  en  est  de  même 
de  F  et  P.  D'ailleurs 

rfF  m"  dF        tt" 

-n*  = sin  n^  -rr  =  —  cos  ni  . 

dt  n  dt         n 

En  intégrant  par  partie  u'\  et  remarquant  que  u'  =  o  quand  f  :=  o, 
il  en  résulte 

F  = I    u"  sin  nt.dt  = sin  n/  -f  1     u'  cos  nt.dt, 

F'  =  -  -  I     tt"  cos  n/.di  =  — cos  ni  +  I     u'  sin  ni.di . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  lOy  remplaçant  t  par  if 
sous  le  signe  j  et  regardant  alors  u  comme  une  fonction  de  fy 
on  trouve 

'«  du 


/e  =  /    ^cos.n(/  — 0<<^'' 
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Nons  laisserons  de  côté  les  diverses  évaluations  qu'on  peut  faire 
de  cette  expression  en  donnant  à  la  fonction  u  des  formes  particu- 
lières, et  nous  nous  bornerons  à  chercher  une  limite  supérieure 
des  valeurs  de  10  en  supposant  que  u  croisse  d'abord  de  o  à  i  puis 
décroisse  jusqu'à  o.  On  aura  cette  limite  en  remplaçant  le  cosinus 

par  1  et  prenant  constamment  pour  -tt  sa  valeur  numérique. 

Alors  Va  croît  avec  t  jusqu'à  l'instant  où  w  et  -^  deviennent 

nuls,  et  reste  ensuite  constant.  Cette  intégrale  constante  se  com- 
pose de  deux  parties  correspondant  à  la  croissance  et  à  la  décrois- 
sance de  u,  et  toutes  deux  sont  son  accroissement  total  >.  Par 
suite  10  ne  pourra  jamais  dépasser  2  À  ni  pendant  la  secousse  ni 
après  ;  on  pourrait  vérifier  du  reste  que  ce  maximum  théorique 
est  en  général  trop  élevé.  Mais  il  suffit  pour  apprécier  l'erreur 

commise  en  supposant  0  peu  considérable,  son  maximum  étant  -^, 
où  X  est  l'amplitude  de  l'excursion  du  point  0. 


105.  JËffets  d'aue  perciission  extérieure  mur  nn 
solide.  —  Comme  nous  l'avons  vu  au  numéro  69  la  force  f 
développée  dans  un  choc  a  une  énorme  intensité,  une  direction 
constante,  et  agit  pendant  un  instant  0  tellement  court  qu'on  peut 
regarder  comme  négligeable  le  déplacement  du  corps  pendant  ce 
temps,  bien  que  les  vitesses  éprouvent  un  changement  notable. 

Nous  nommerons  impulsion  l'intégrale 

étendue  à  la  durée  0  du  choc  ou  de  la  percussion.  Si  X,  Y,  Z  sont 
les  projections  de  f,  celles  de  l'impulsion  cp  seront 

$  =  1       m,      1=1^     ^*»      ^^  I  i     ^' 

dont  les  rapports  à  (p  sont  les  mêmes  que  ceux  de  X ,  Y,  Z  à  /! 
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Si  une  impulsion  connue  vient  à  agir  sar  un  solide  ses  effets  se 
déduisent  aisément  des  équations  du  mouvement  ;  nous  devons  y 
regarder  /  comme  l'unique  force  extérieure,  toute  influence  des 
autres  étant  négligeable  pendant  la  durée  0. 

Premier  cas.  Le  solide  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  aoœ  fixe. 
—  Soient  u  la  vitesse  angulaire,  et  C  le  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'axe,  que  nous  prendrons  pour  celui  des  -gr  :  on  a 


du  z^^+o  dtt  /*^+® 


dt 


;jL  est  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures,  c'est-à-dire 
celui  de  /,  ou  ft  =  xY  —  yX,  x,  y,  z  étant  les  coordonnées  de 
son  point  d'application.  Elles  restent  constantes  pendant  la  durée  0, 
d'où 

|irfi  =  rr)  —  .v4  =  M  , 


/: 


M  étant  le  moment  de  Timpulsion  '^,  évalué  comme  celui  d'une 
force.  En  désignant  par  la  caractéristique  ^  l'accroissement  fini 
d'une  vitesse,  nous  aurons  ainsi 


8n  =  -^ 


pour  celui  de  la  vitesse  angulaire. 

Second  cas.  Le  solide  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  point 
/fere  0.  —  En  prenant  OX,  OY,  OZ  les  axes  principaux,  la  pre- 
mière équation  d'Euler  donne  en  l'intégrant 

A    1  -^  dt  +  (C—  B)  1  qrdt  =    1  jtrfr, 

'j.  est  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport 

à  OX.  On  voit  comme  ci  dessus  que  |  [kdt  =  M,    en  désignant 

par  M,  M',  M"  les  moments  de  l'impulsion  par  rapport  aux  axes; 

30 
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I  qrdt  est  négligeable,  qr  n'atteignant  point  comme  f  de  grandes 

valeurs  pendant  la  durée  0  ;  on  aura  donc  kèp  =  M,  et  en  inter- 
prétant de  même  les  antres  équations, 


M  ,       M  ,       M" 


èp,  Sq,  Sr  sont  les  vitesses  angulaires  jo,  q.  r  elles-mêmes  si  le  solide 
part  da  repos. 

Troisième  cas.  Le  solide  est  entièrement  libre,  —  Soient  m  sa 
masse  :  a;,,  y,j  z^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  v,  sa 
vitesse  :  en  intégrant  la  première  équation  du  mouvement  du 
centre,  on  a 


fê) =/: 


comme  w  ^,  w  -Jj^,       '  sont  les  projections  de  la  quantité  de 

mouvement  antérieure  mv^,  on  voit  que  sa  nouvelle  valeur  est 
résultante  de  celle-là,  et  d'une  autre  ayant  pour  projections  Ç,  r^,  Ç, 
ou  qui  est  égale  à  c^  en  grandeur  et  en  direction.  Si  le  solide  était 
en  repos  on  aurait  après  le  choc  mv^  =  cp.  En  même  temps  le 
solide  tourne  autour  du  centre  de  gravité  comme  s'il  était  iSxe,  les 
forces  restant  les  mêmes  ;  le  mouvement  de  rotation  sera  donc 
modifié  comme  dans  le  second  cas  ci-dessus. 

Pendule  baltstiqtie.  —  Dans  ce  qui  précède  le  solide  étant  théo- 
rique la  déformation  résultant  du  choc  était  supposée  négligeable. 
Le  pendule  balistique  est  un  exemple  du  cas^  où  il  n'en  est  pas 
ainsi.  Cet  appareil,  destiné  à  mesurer  la  vitesse  d'un  boulet  au 

sortir  de  la  pièce,  se  compose  d'une  caisse  pleine 

de  sable  fin  qui  est  maintenu  par  une  feuille  mé- 
g  tallique  très  mince  ;  elle  est  suspendue  à  un  axe 

horizontal  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

qui  le  coupe  en  0.  Le  boulet  arrivant  horizonta- 
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lement  suivant  BA  reste  fixé  en  A,  et  l'appareil,  qui  est  un  pen- 
dule composé  en  y  comprenant  le  boulet,  se  met  en  mouvement 
avec  une  vitesse  angulaire  u.  On  observe  son  angle  d'écart  «,  ou 
l'amplitude  d'oscillation  ;  par  la  loi  du  mouvement  du  pendule  on 
en  déduit  alors  la  valeur  u  de  la  vitesse  angulaire  dans  la  position 
initiale. 

Pour  la  comparer  à  la  vitesse  v  du  boulet  nous  ne  pouvons  à 
cause  de  la  déformation  employer  l'équation  du  mouvement  du 
pendule,  mais  bien  la  loi  générale  des  aires  dont  cette  équation 
résulte.  Le  système  se  compose  du  pendule  et  du  boulet,  les  deux 
solides  étant  regardés  comme  libres.  Pour  tout  système  on  a 


a  étant  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport 
à  OZ  pour  lequel  nous  prendrons  l'axe  de  suspension.  L'effet  de  la 
pesanteur  est  négligeable  pendant  le  choc  ;  les  forces  extérieures 
se  réduisent  donc  à  celles  qui  remplacent  la  résistance  de  l'axe; 
or,  leur  bras  de  levier  est  nul,  d'où 

_  m(xdy  —  ydx) 
a  =  0,  L  — ^ —  j,     —  =  const.  , 

ai 

c'est-à-dire  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  l'axe  est  constante. 

Avant  la  rencontre  des  deux  corps,  M  étant  la  masse  du  boulet 
et  h  la  distance  de  BA  au  point  0,  cette  somme  de  moments  se 
réduisait  à  Mv  X  h,  le  pendule  étant  immobile.  Après  la  péné- 
tration du  boulet,  nous  avons  vu  au  numéro  89  que  cette  somme 
était  Cw,  u  étant  la  vitesse  angulaire,  et  C  le  moment  d'inertie  du 
pendule  et  du  boulet  réunis  par  rapport  à  l'axe  ;  il  en  résulte 

Mhv  ==  Cm  , 

d'où  l'on  déduit  v  après  avoir  trouvé  u  comme  ci-dessus. 


"►  ^ 


f  Tv.:^^* 
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106.  £ffet  des  perenssions  extérienres  sur  an 
système;  eentre  de  pereussion. —  Nous  supposerons  le 
système  strict  dans  ce  numéro  et  le  reste  du  chapitre. 

Les  équations  (C)  de  son  mouvement  d'après  le  numéro  100, 
ont  la  forme 

.[,(x_.^^)  +  b(v-„^).c(,.-»$)]  =  ., 

où  A,  B,  C  sont  les  dérivées  (-^j,  etc.,  c'est-à-dire  ne  dépendant 

que  de  la  position  de  l'élément  m. 

En  outre  le  système  étant  strict,  nous  avons  vu  au  même  numéro 
que  ces  équations  se  déduisent  des  conditions  d'équilibre  en  rem- 
plaçant 

X  par  X  —  w-7^,  etc. 

Par  suite  ces  conditions  ont  la  forme  correspondante 

S^AX  +  BY  -f-  CZ)  =  0 . 

Soient  a,  6,  c  les  projections  de  la  vitesse  de  l'élément  m  avant  les 
percussions,  et  a,,  6,,  c,  après.  Leurs  accroissements  seront 


dx 


8.-rr  =  '•!  —  ^1  ^*c. 


Les  coefficients  A,  B,  C  restent  constants  pendant  la  durée  0  des 
percussions,  puisque  la  position  des  corps  du  système  ne  change 
pas  ;  en  multipliant  l'équation  du  mouvement  ci-dessus  par  dt^  et 
intégrant  de  ^  à  ^  +  0,  on  aura  donc 

V     \  /    /  xdt  —  ma.  +  ma  j  +  B  I    |  \dt  —  mb,  +  mbj  + 


+  C  (    I  Zdt  —  me,  +  me 


if. 


=  0  . 
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Xdt,  etc.,  on  n'a  à  tenir  compte 

que  des  percussions,  l'influence  des  autres  forces  extérieures  pen- 
dant la  durée  9  étant  négligeable.  En  comparant  l'équation  précé- 
dente à  la  condition 

S(AX  +  BY  +  CZ)  =  o, 

et  lui  joignant  ses  analogues,  on  voit  qu'il  y  a  équilibre  entre  trois 
systèmes  de  forces,  ayant  pour  projections,  soit  —  ma, ,  etc. ,  soit 

ma,  etc.,  soit  I  Xrff,  etc.  Par  conséquent  U  y  a  équilibre  entre  les 

quantités  de  mouvement  antérieures  aux  percussions,  les  quantités 
de  mouvement  postérieures  prises  en  signe  contraire,  et  les  impul- 
sions. Les  conditions  de  cet  équilibre  suffisent  pour  déterminer  les 
changements  des  quantités  de  mouvement  ou  des  vitesses. 

En  particulier  si  le  système  se  réduisait  a  un  solide  unique  on 
pourrait  eu  déduire  tous  les  résultats  obtenus  au  numéro  précé- 
dent par  une  méthode  plus  simple.  Toutefois  cette  méthode  serait 
mpropre  à  résoudre  la  question  suivante,  qui  sera  une  application 
de  la  règle  générale  ci-dessus. 

Centre  de  percmsion,  —  Supposons  une  percussion  unique  ou 
une  impulsion  extérieure  cp  appliquée  à  un  solide  immobile  ne 
pouvant  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe  OZ,  et  cherchons  dans 
quels  cas  Taxe  ne  recevra  aucune  percussion. 

Nous  pourrions  pour  cela  remplacer  l'axe  par  deux  points  fixes 
0  et  Z,  et  ceux-ci  par  les  forces  qu'ils  exercent,  de  façon  à 
regarder  le  corps  comme  entièrement  libre  ;  ces  forces  ramènent 
constamment  les  points  0,  Z  à  l'immobilité,  et  d'ailleurs  pendant 
la  durée  6  elles  prennent  en  général  le  caractère  des  percussions, 
c'est-à-dire  agissent  avec  une  grande  intensité,  produisant  des 
impulsions  f,  ^\ 

Les  quantités  de  mouvement  antérieures  à  la  percussion  sont 
nulles  ;  désignons  par  S  l'ensemble  des  quantités  de  mouvement 
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postérieures.  D'après  la  règle  ci-dessus  il  y  a  équilibre  entre  les 
quantités  S  en  sens  contraire  et  les  impulsions  cp,  <f\  <p".  Or  on 
demande  à  quelles  conditions  les  percussions  sur  Taxe,  et  par 
suite  cp',  cp"  sont  nulles  ;  il  faut  donc  et  il  suffit  pour  cela  que  —  S 
et  cp  seules  se  fassent  équilibre,  ou  qu'en  les  assimilant  à  des  forces 
le  système  S  agissant  sur  le  solide  libre  soit  équivalent  à  la 

force  cp. 

H  Menons  le  plan  de  la  ligure  par  l'axe  et  le 

centre  de  gravité  G  ;  prenons  l'axe  pour  celui 
^-  X  des  -3?,  l'origine  0  étant  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire GO  qui  sera  Taxe  des  x,  et  soit  GO  =  l. 
Comme  on  l'a  vu  au  numéro  42  les  projections,  de  la  vitesse  de 
l'élément  m  sont  —  mj/,  ux,  o,  u  étant  la  vitesse  angulaire  ;  celles 
de  la  quantité  de  mouvement  sont  —  muy^  mux^  o;  si  Ton  en 
déduit  ses  moments  par  rapport  aux  axes,  on  trouvera  pour  les 
sommes  de  projections  et  de  moments  du  système  S,  f 

X  =  —  uï,my,  Y  =  MÏmr,  Z  =  o , 

P  =  —  uï^rnxz,  Q  =  —  uï,myz,  R  =  ûï^m^x^  -|-  y^)  » 

D'ailleurs 

M  étant  la  masse  totale  et  x,,  y,,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  ;  on  a  ic,  =  ^î  y,  =  ^>  d'où 

X  ==  0,  Y  r^  Mu/,  Z  =  0 . 

Ces  projections  doivent  être  aussi  celles  de  cp  qui  par  suite  est 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  On  peut  supposer  OY  dans 
le  sens  de  y,  d'où 

On  peut  regarder  rimpolsion  comme  appliquée  en  an  point  H  du 
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plan,  dont  nous  nommerons  x\  /  les  coordonnées.  Ses  moments 
sont  ainsi  —  ^<p,  o,  a^'cp?  et  en  les  égalant  à  P,  Q,  R  on  aura 

C  étant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe. 

La  relation  1  myz  =  o  ne  dépend  que  de  la  position  relative  de 
Taxe  et  du  centre  de  gravité.  Il  n'y  a  aucune  solution  à  moins  que 
cette  équation  ne  soit  satisfaite,  et  dans  ce  cas,  d'après  la  valeur 
de  u^  les  deux  autres  donnent 

""  ~  M/'  ~    m   • 

coordonnées  du  point  H,  nommé  centre  de  percussion;  elles  sont 
indépendantes  de  cp.  La  connaissance  de  ce  point  est  quelquefois 
importante  dans  les  machines,  comme  dispensant  un  axe  de  rota- 
tion d'être  mis  en  état  de  résister  à  un  choc. 


107.  £ffet  d'nne  perenssion  intérieure  sur  un 
système.  —  S'il  se  produit  un  choc  entre  deux  solides  d'un 
système,  soit  f  la  pression  normale  qu'il  développe,  et  A,  A'  des 
points  situés  sur  la  normale  au  point  de  contact,  à  une  distance 
finie  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  à  l'intérieur  des  deux  corps. 

La  distance  r  de  A  et  A'  varie  très  légèrement  pendant  le  choc, 
et  on  verrait  comme  au  numéro  69  où  il  s'agissait  de  deux  sphères, 
que  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  la  force  /"sur  les  deux 
corps  pendant  leur  déformation  est  I  fdr^  négative  pendant  la 
première  période  du  choc,  dans  laquelle  r  diminue. 

Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques  et  -se  séparent  après  le 
choc,  /*  redevient  le  même  quand  r  reprend  la  même  valeur,  et 
par  suite  la  somme  2  /Hr,  étendue  à  toute  la  durée  du  choc,  est 
nulle.  Sans  cela  elle  est  négative,  surtout  si  la  première  période 
existe  seule.  Dans  ce  dernier  cas  nous  dirons  que  le  contact  est 
persistant,  la  vitesse  normale  étant  alors  la  même  pour  les  deux 
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points  en  contact.  C'est  ce  qui  arrive,  soit  qaand  les  corps  sont 
parfaitement  moas,  soit  qnand  ils  sont  élastiques,  mais  restent 
adhérents  l'un  à  l'autre,  par  Tefifet  du  mouvement  ou  de  nouvelles 
liaisons.  On  ne  peut  mentionner  de  propriétés  spéciales  pour  les 
cas  intermédiaires  entre  les  deux  précédents,  et  nous  ne  nous 
occuperons  que  de  ceux-ci. 

Il  est  clair  qu'on  ne  peut  point  dans  les  équations  du  mouve- 
ment assimiler  la  pression /*à  une  force  de  contact;  aussi  devons- 
nous  la  considérer  comme  une  force  extérieure  agissant  sur  les 
deux  corps  à  la  fois  pendant  une  durée  h.  Le  choc  produit  des 
réactions  sur  les  autres  contacts  du  système,  et  nous  admettrons 
«  qu'il  n'en  résulte  pas  des  changements  de  liaisons. 

L'effet  des  autres  forces  extérieures  étant  négligeable  pendant 
la  durée  Ô,  les  changements  de  vitesse  produits  par  la  percussion 
intérieure  se  trouveront  alors  par  les  règles  du  numéro  précédent, 
dans  lesquelles  on  connaît  la  direction  de  l'impulsion  ci>  considérée 
comme  extérieure,  mais  non  sa  valeur. 

Dans  les  deux  cas  extrêmes  mentionnés  plus  haut,  on  obtiendra 
comme  il  suit  une  équation  pour  la  déterminer. 

Si  les  corps  choqués  sont  parfaitement  élastiques  et  se  séparent 
après  le  choc,  la  somme  des  travaux  de  la  force  extérieure  f  est 
nulle  comme  on  l'a  vu,  et  par  suite  la  force  vive  totale  du  système 
n'est  pas  changée. 

Si  le  contact  est  persistant,  la  composante  normale  de  la  vitesse 
au  point  de  contact  devient  la  même  pour  les  deux  corps  choqués. 

Relatiou  purticidière  aux  chocs  de  seconde  espèce  ou  dans  lesquels 
les  contacts  sont  persistants.  —  En  ce  cas  il  est  clair  qu'il  s'est 
formé  de  nouvelles  liaisons.  D'après  le  numéro  précédent  il  y  a 
équilibre  entre  les  nouvelles  quantités  de  mouvement  prises  en 
sens  contraire,  les  anciennes  avec  leur  sens,  et  les  impulsions  sur 
les  deux  corps  choqués.  Ainsi  la  somme  des  travaux  de  ces  trois 
systèmes  de  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  compa- 
tible avec  les  nouvelles  liaisons,  et  entre  autres  pour  le  déplace- 
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mei^t  réel.  Or  pour  celui-là  le  travail  de  l'impulsion  sur  les  deux 
corps  choqués  est  le  même  en  signe  contraire,  les  projections  de  la 
vitesse  et  du  déplacement  des  points  de  contact  sur  la  normale 
étant  les  mêmes. 

Le  travail  des  impulsions  disparait  ainsi.  Pour  les  deux  autres 
systèmes  de  forces  la  somme  des  travaux  est 

en  désignant  comme  précédemment  par  a,  h,  c,  les  anciennes  pro- 
jections de  la  vitesse  de  l'élément  wi,  et  par  a,,  6,,  c,  les  nouvelles, 
dx^  dy^  dz  correspondent  au  déplacement  réel  après  le  choc,  de 
sorte  qu'on  s.  dx  =  a^,  dt,  etc.  Il  en  résulte 

Cette  relation  peut  s'écrire 

Im^a*  +  6»  +  c«)  -  lm{a,'  +  6/  +  c/0  = 

On  exprime  ce  résultat  en  disant  que  la  dimimdion  de  la  force 
vive  du  système  est  égah  à  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues. 

On  désigne  ici  par  vitesses  perdties  celles  qui  ont  pour  projec- 
tions a  —  a,^  b  —  6,,  c  —  c,,  bien  que  pour  divers  éléments  elles 
puisseut  correspondre  à  un  accroissement  de  vitesse. 

108.  Fonction  des  forées,  stabilité  de  l'équilibre. 

—  1®  Cas  où  le  principe  des  forces  vives  fournit  une  intégrale,  — 
Désignons  comme  au  numéro  102  par^,  g,  r,  etc.,  les  variables 
indépendantes  qui  fixent  la  position  du  système,  et  en  fonction 
desquelles  peuvent  s'exprimer  les  coordonnées  a;,  y,  z  de  tous  les 
points  d'application  des  forces  extérieures.  On  aura  pour  le  travail 
total 

X(XAr  +  \dy  +  Uz)  =  Pdp  +  Qdq  -|-  Rdr  +  etc. 

P,  Q,  etc.  étant  déterminés  comme  au  numéro  102. 
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Si  ce  travail  est  ia  différentielle  totale  d'ane  fonction  Y  ne 
contenant  pas  d'autre  quantité  variable  (inep,  q,  etc.,  ou  si  l'on  a 
séparément 

on  nomme  V  la  fonction  des  forces  ;  le  principe  des  forces  vives 
donne  alors 

1  1 

d.  ,    Smt;*  =  dV,  -r-  Imv*  =  V  +  consl. 

On  voit  que  l'accroissement  de  la  demi-force  vive  d'une  pre- 
mière position  à  une  seconde  est  celui  de  la  fonction  V,  indépen- 
dant des  positions  intermédiaires  par  lesquelles  le  système  a  passé. 

Si  par  exemple  il  n'y  a  pas  d'autre  force  que  la  pesanteur,  en 
prenant  pour  OZ  la  verticale  inférieure,  le  travail  total  est  Y.mgdz^ 
d'où 

M  étant  la  masse  totale  du  système,  et  z,  l'ordonnée  de  son  centre 
de  gravité. 

2^  Relaimis  entre  la  fonction  des  forces  quand  elle  existe,  et  fe$ 
positions  d'équilibre  du  système.  —  Les  conditions  d'équilibre, 
déduites  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  consistent  en  ce  que  la 
somme  des  travaux  soit  nulle  pour  tout  déplacement,  ou  qu'on  ait 
P  =  0,  Q  =0,  etc.  d'où  dV  =  o.  Il  en  est  ainsi  quand  V  est 
maximum  ou  minimum  séparément  par  rapport  à  chacune  des 
lettres/),  q,  etc.,  variant  seule. 

Le  cas  le  plus  important  est  celui  où  V  est  réellement  maximum 
pour  certaines  valeurs  i?  =  p^y  q  ==  îo?  ^%^  ^^  sorte  que  la 
valeur  V^  de  V  dépasse  alors  toutes  celles  pour  lesquelles 2?,  g,  etc., 
diflféreraient  peu  de  p„,  g„,  etc. 

D'une  manière  plus  précise,  désignons  par  À  les  expressions 

Po  dt  /i,  q^±  h,  r,  ±:  h,  etc. 
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et  soit  V,  —  e  la  plus  grande  valeur  que  prenne  V  en  supposant 
p,  q,  etc.,  compris  entre  les  quantités  À,  et  en  outre  l'une  au  moins  , 
égale  à  l'une  de  ses  deux  limites. 

Nous  admettrons  comme  condition  résultant  du  maximum  de  V, 
qu'en  prenant  h  assez  petit  on  ait  V,  —  e  <  V^,  ou  que  s  soit 
positif  et  différent  de  o. 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  place  le  système  dans  une  position 
initiale  quelconque  oùp^  q,  etc.,  soient  compris  entre  les  limites  /, 
et  soit  alors  V  =  V.  Imprimons-lui  aussi  des  vitesses  quelconques, 
donnant  s'  pour  sa  demi-force  vive.  Dans  le  mouvement  qui  se 
produira  alors  on  aura 

-[-ymv^~e'  =  \  —  y\    d'où     V>V'-e', 

puisque  1  mv'  est  positif. 

D'autre  part,  au  premier  instant  où  l'une  des  variables^,  g',  etc., 
atteindrait  une  de  ses  limites  /,  on  aurait  par  hypothèse  V  =  ou 
<  V,-e,  d'où 

Or  en  prenant  la  position  initiale  suffisamment  rapprochée  de  celle 
de  réquilibre,  la  valeur  numérique  de  V^  —  V  sera  aussi  petite 
qu'on  voudra  ;  il  en  est  de  même  de  c',  en  supposant  les  vitesses 
initiales  très  faibles  ;  on  pourra  ainsi  faire  en  sorte  que  l'inégalité 
précédente  ne  soit  pas  satisfaite.  En  ce  cas  les  valeurs  dep^  q,  etc. 
ne  pourront  jamais  atteindre  les  limites  >,  et  le  système  dans  son 
mouvement  s'écartera  toujours  très  peu  de  sa  position  d'équilibre. 
Par  suite  aux  maxima  de  la  fomtion  V  correspondent  despositmis 
d'équilibre  stable. 

Si  par  exemple  la  pesanteur  est  la  seule  force  extérieure, 
V  =  M.9^^,  et  ces  maxima  seront  ceux  de  z^  ;  il  pourra  quelque- 
fois y  en  avoir  plusieurs,  mais  en  tout  cas  la  position  du  système 
où  le  centre  de  gravité  est  aussi  bas  que  le  permettent  les  liaisons 
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correspond  bien  à  an  maximam,  on  est  une  position  d'équilibre 
stable. 

109.  Application  ft  la  chaînette.  —  Si  nous  prenons 
comme  exemple  une  chaîne  pesante  joignant  deux  points  donnés, 
elle  aura  pour  position  d'équilibre  celle  où  son  centre  de  gravité 
est  le  plus  bas  possible,  et  en  la  supposant  infiniment  mince,  on 
pourra  en  dire  autant  d'un  fil  pesant.  En  prenant  pour  OY  la  ver- 
ticale supérieure,  la  courbe  qu'il  forme  en  équilibre  devra  donc 
être  telle  que  l'expression 


yi  = 


soit  minimum.  En  supposant  le  fil  homogène,  de  section  constante, 
on  peut  remplacer  m  par  l'élément  ds  de  l'arc,  qui  lui  est  propor- 
tionnel ;  comme  d'ailleurs  2  ds  est  la  longueur  donnée  du  fil,  c'est 
de  1  yds  que  le  minimum  correspondra  à  la  courbe  cherchée,  en 
supposant  la  somme  1  ds  donnée. 

L'application  du  calcul  des  variations  qui  se  présente  ici  i*entre 
dans  la  question  générale  suivante  : 

En  posant 

U  =  /Vdr,  U'  =  fp'dx  , 

Ces  sommes  s'étendant  à  une  courbe  qui  joint  deux  points 
donnés  A,  B,  on  demande  celle  qui  rend  U  maximum  ou  minimum, 
U'  ayant  en  même  temps  une  valeur  donnée.  On  suppose  que  P,  P 

sont  des  fonctions  connues  de  x*,y,  et  de  2/'  =  -i^- 

Nous  ferons  varier  la  courbe  en  augmentant  y  de  au  et  1/ 

de  Jt  —  «*  étant  une  fonction  arbitraire  de  x,  nulle  en  A  et  B,  et 

a  un  coefficient  infiniment  petit.  En  désignant  par  S  les  accroisse- 
ments de  U  et  U',  nous  aurons 


i 
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[Y')-  \T^)  ^*^^*  ^^^  dérivées  partielles,  et  en  intégrant  par  partie 

du 
,    dx  dans  le  second  terme,  u  étant  nul  aux  limites. 


(1)  5Ù  =  a|^Ru(i^,     où     R  =  (:;:-)  — 4-(^), 


\  dy  I        dx  \  dy 


en  regardant  dans  la  dernière  dérivée  y  et  y'  comme  des  fonctions 
de  X. 

Supposons  la  fonction  arbitraire  u  toujours  nulle,  sauf  quand  x 
est  compris  entre  x^  +  A,  en  outre  a;,  +  fe,  x^  et  x^  étant  deux 
valeurs  particulières  de  x^  et  //  un  petit  nombre.  Nous  aurons 


=  R«(Zx  +  1  R«(/.r 


Nous  devons  supposer  la  fonction  u  continue,  ayant  employé  sa 
dérivée  ;  nous  admettrons  en  outre  qu'elle  ait  un  signe  constant 
dans  chacun  des  intervalles  précédents.  Si  ,a,  pi'  sont  le  maximum 
et  le  minimum  de  R  quand  x  varie  de  rc,  —  hk  x,  -j-  fe,  ,u  —  R, 
R  —  ix  seront  toujours  positifs,  et  en  posant 

udx  =  [ ,  I  wrfjc  =  [' , 

l'es  expressions 

/*«, +A  /% +A 

^|i-R>dx,  (R-{i.' 

ou 


)ndx , 


Rwrfx,  I  làudx  —  jjl'I  , 

»,  —  A  J   xi—  h 


auront  le  même  signe,  et  par  suite 


j 


[{udx  =  R,l , 

*,  —  A 
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R^  étant  compris  entre  jx  et  u ,  ou  étant  une  valeur  de  R  pour 
laquelle  x  est  compris  entre  x,  +  h.  On  aura  de  même 


i 


Rudx  =  R^r  , 

^2  —  A 


R,  correspondant  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  x^  ±h. 
Ce  qui  précède  s'applique  aussi  à  dU',  d'où  résulte 

SU  =  a(R.I  +  R,n,  ÔU'  =  a(R',I  +  K\V)  , 

R\ ,  R',  étant  des  valeurs  moyennes  de  la  fonction 


p  I  ' 


Nous  n'avons  à  comparer  que  les  courbes  pour  lesquelles  U'  est 
le  même  ou  S[}'  =  o,  et  pour  celle  qui  rend  U  maximum  ou  mini- 
mum on  doit  avoir  aussi  rîU  =  a,  d'où  résulte 

R,l-4-R,r  =  0,  R\[  +  RV'  =  0. 

Nous  pouvons  supposer  que  R/,  R/  ne  soient  pas  nuls  ;  I,  l  ne 
le  sont  pas  non  plus,  et  l'on  en  conclut 


/  • 


R/     r; 

Cette  égalité  reste  exacte  si  l'on  fait  converger  h  vers  o,  auquel 

cas  R,,  R',,  correspondent  exactement  h  x  =^  x^,   et  R,,  R', 

h  X  =  x^]  d'ailleurs  x^,  x^  sont  deux  valeurs  quelconques  de  x. 

Il  faut  donc  qu'on  ait 

R  =  cR', 

c  étant  une  constante.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante 
car  il  en  résulte  3U  =  c^\]\  et  tant  que  u  satisfera  la  condition 
JU'  =  0  on  aura  aussi  SU  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  considéré  plus  haut  on  a 


J'  =  l  ds,  {]  =z    l  yds  , 
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ou 

et  en  posant  -f  -  -   /,  il  en  résulte,  d'après  (1)  et  (2), 

R,  ^     ^-  (  J_  \=       f    , 


^      ^^         dxWi+f/^J       y/l  +  y"' 


_     Jff  _ 


On  doit  substituer  ces  valeurs  dans  la  relation  R  —  cR'  =  o  ; 
mais  il  est  clair  qu'en  déplaçant  l'origine  de  façon  à  remplacer  y 
par  y  -|-  c  on  fait  disparaître  le  terme  —  cR'  :  en  multipliant  le 
résultat  par  i/  on  trouve 

y  yyy        .    ..,    d. 


a.  =  0,     ou     -T-    -- — —  -  ]  =  0  , 


v/r+y*      (1  +  y')'^  dx  WYTV' 

On  en  tire 

fny  =  1  +  y'\ 

m  étant  une  constante  arbitraire.  Il  en  résulte  deux  solutions, 
pour  lesquelles  my  est  ou  >  1  ou  <  —  1  ;  les  valeurs  de  y  dans 
les  deux  cas  sont  évidemment  les  mêmes  en  signe  contraire^  et  il 
suffit  de  considérer  le  premier.  Nous  poserons  alors 


my 


-H'  +  T-) 


^  étant  une  variable  positive,  car  de  la  sorte  my  pourra  prendre 
toutes  les  valeurs  supérieures  à  1 .  Il  en  résulte 

4    V^    z  )       ^  +  4m»  V  z'  )  dx'' 
OU 

i     /         i  \«         1      /  1  \»  rfî'  dz        ^     _, 

■T\'—z)^-^A'-   z)  î^'  --  =  ±mAr, 


-■■■Ui^P'Ai  -  'i 
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et  en  remarquant  que  z  est  positif, 


a  étant  nne  constante  arbitraire.  En  substituant  la  valeur  de  e  dans 
celle  de  p,  on  trouve 

m~l  (.--"  +  .——'). 

Cest  l'équatinn  connue  de  la  chaînette. 

La  seconde  solution,  où  le  signe  de  y  est  changé,  correspond  à 
une  chaînette  renversée,  pour  laquelle  ij,  serait  maximum.  On  ne 
peut  du  reste  la  regarder  comme  une  positoin  d'équilibre  d'un  fil, 
s-1  tpnsion  en  re  cas  devant  être  négatie. 


CHAPITRE  VII 


<  ;OMPLEMENT    DE   LA   DYNAMIQUE 


110.  «signification  iiidostrlelle  fia  travail.  1 
mlsfilon  du  travail  par  les  machines.  —  Ce  que  nous 
désignons  par  le  complément  de  la  dynamique  doit  évidemment 
comprendre  'celle  des  système?  non  théoriques,  et  entre  autres  des 
corps  déformables.  Mais  nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  des 
machines;  celles-ci  sont  en  général  à  peu  de  chose  près  des  sys- 
tèmes théoriques;  toutefois  d'une  part  leur  mouvement  exact  ne 
peut  être  déterminé  par  le  calcul,  et  d'antre  part  leur  adaptation 
à  un  but  industriel  nécessite  des  considérations  spéciales. 
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SignificcUion  industrielle  du  travail.  —  Jusqu'ici  ce  mot  a  été 
défini  comme  un  produit,  ou  une  expression  purement  mathéma- 
tique. On  a  donné  à  cette  expression  le  nom  de  travail  à  cause  de 
la  propriété  suivante  ;  Lorsqu'on  emploie  les  forces  dans  un  but 
industriel,  l'effet  utile  consiste  toujours  à  faire  parcourir  à  un  point 
un  certain  espace  malgré  une  résistance  ou  une  force  f  qui  s'oppose 
au  mouvement,  et  la  mesure  de  l'effet  utile  est  le  travail  de  cette 
force  f,  lequel  est  négatif 

Si  par  exemple  on  monte  un  poids  j[>  à  une  hauteur  A,  le  travail 
du  poids  est  —  ph^  et  l'effet  utile,  ou  plutôt  la  valeur  vénale  de 
ce  travail  devient  deux  fois  plus  grande  quand  on  double  ou  le 
poids  ou  la  hauteur  ;  en  effet,  dans  les  deux  cas  on  peut  dire  que 
c'est  le  même  résultat  répété  deux  fois.  L'effet  utile  est  donc  me- 
suré par  ph  ou  par  le  travail.  Cette  relation  est  encore  plus  évi- 
dente si  on  remarque  qu'en  montant  le  poids  ^  d'une  différence  de 
niveau  A,  le  travail  est  toujours  —  ph  quel  que  soit  le  chemin 
suivi,  et  que  l'effet  utile  ne  dépend  pas  non  plus  de  ce  chemin. 

De  même  si  des  chevaux  tirent  sur  une  route  horizontale  une 
voiture  exigeant  un  effort  f  et  lui  font  parcourir  une  distance  l  le 
travail  de  la  force  est  —  Z/'et  la  valeur  vénale  de  l'effet  est  bien 
proportionnelle  à  Z  et  à  /"ou  à  If. 

A  cause  de  l'importance  de  cette  notion  de  travail  on  emploie 
pour  lui  une  unité  spéciale,  le  kHogrammMre.  Elle  suppose  que  la 
force  est  évaluée  en  kilogrammes  et  l'espace  en  mètres. 

Quelquefois  on  dit  que  le  travail  est  ce  qui  se  paie;  dans  ce  qui 
précède  cette  mesure  vénale  n'a  été  vérifiée  qu'en  comparant  des 
travaux  de  même  nature,  mais  elle  sera  bientôt  généralisée. 

Transmission  du  travail  par  les  machines,  —  On  nomme 
machines  les  appareils  propres  à  transformer  les  forces  pour  les 
adapter  à  un  usage  industriel.  On  y  distingue  trois  parties  : 

P  Le  récepteur  est  la  portion  à  laquelle  est  appliqué  directe- 
ment le  moteur  ou  la  force  qui  fait  mouvoir  la  machine. 

2^  L'opérateur  est  l'ensemble  des  outils  ou  des  pièces  produi- 

31 
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sant  l'effet  industriel,  agissant  directement  sur  les  corps  que  cet 
effet  concerne. 

3^  Les  pièces  de  transmission  communiquent  le  mouvement  du 
récepteur  à  l'opérateur. 

Ce  qui  caractérise  une  machine  au  point  de  vue  mécanique 
consiste  en  ce  que  le  mouvement  de  toutes  les  pièces  est  uniforme, 
ou  périodique  à  courtes  périodes,  et  cela  pendant  un  temps  pro- 
longé :  c'est  ce  qu'on  appelle  le  mouvement  permanent  de  la 
machine,  ou  sa  marche  de  régime. 

Nommons  T^  pendant  une  durée  quelconque  le  travail  positif 
dit  moteur,  et  —  T^  le  travail  négatif  dit  résistoM,  tous  deux 
étant  ceux  des  forces  extérieures  seules.  Si  nous  assimilons  la 
machine  à  un  système  théorique,  en  négligeant  les  légères  dif- 
férences qui  seront  examinées  plus  tard,  le  principe  des  forces 
vives  sera  applicable,  et  en  désignant  par  F  la  force  vive  totale 
de  la  machine,  on  aura  entre  deux  époques  quelconques 

1 

accroiss»  -^^  F  =  T^  —  T   . 

Au  commencement  de  chaque  période  du  mouvement  tous  les 
points  de  la  machine  reprennent  la  même  position  et  la  même 
vitesse,  et  F  une  même  valeur  P. 

P  Si  les  deux  époques  appartiennent  au  mouvement  perma- 

nent,  et  sont  des  commencements  d'une  période,  -^  F  est  le  même 

et  la  relation  précédente  devient  T^  =  T^  ;  tout  le  travail  moteur 
se  transforme  en  résistant  ;  c'est  le  principe  de  la  transmission  du 
travail.  Il  en  est  de  même  si  l'on  prend  la  première  époque  avant 
la  mise  en  mouvement,  la  seconde  après  l'arrêt  de  la  machine. 

2^  Si  l'on  prend  la  première  époque  avant  la  mise  en  mouve- 
ment, la  seconde  dans  le  mouvement  permanent,  on  a 

1 

F'  —  0  =  T    —  T  • 
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ainsi  T^  doit  avoir  un  excédent  de  -^  F',  employé   à  fournir  la 

demi-force  vive. 

3^  Si  la  pemière  époque  est  dans  le  mouvement  permanent,  la 
seconde  après  l'arrêt  de  la  machine,  on  a 

0  —  -i-  F'  =  T^  -  T   ,  T    =  T^  H-  4-  F'  î 

le  travail  résistant  a  un  excédent  de  -x-  P,  c'est-à-dire  qu'après 

la  si^ppression  du  moteur  la  machine  travaille  encore  un  certain 
temps  par  suite  de  son  impulsion. 

On  exprime  les  deux  derniers  résultats  en  regardant  la  demi- 
force  vive  permanente  comme  une  quantité  de  travail  emmaga- 
sinée, fournie  au  commencement  par  le  travail  moteur,  et  qui  se 
transforme  à  la  fin  en  travail  résistant. 

La  machine  se  déplace  dans  le  sens  que  lui  imprime  le  moteur  ; 
le  travail  de  celui-ci  est  donc  positif;  le  travail  utile,  comme  on 
Ta  vu,  est  négatif  et  forme  la  partie  principale  de  —  T^ .  Par  con- 
séquent, si  un  même  moteur  est  employé  successivement  à  des 
usages  industriels  différents,  et  qu'on  le  fasse  marcher  de  la 
même  manière,  T^  restera  le  même,  et  d'après  la  règle  de  trans- 
mission on  en  pourra  dire  à  peu  près  autant  du  travail  utile  ;  aussi, 
bien  que  ce  travail  soit  de  nature  diverse,  il  correspondra  sensi- 
blement à  une  même  dépense  du  moteur,  ou  aura  la  même  valeur 
vénale,  abstraction  faite  des  frais  d'établissement  de  la  machine. 

En  supposant  que  le  système  soit  à  liaison  complète,  ce  qui  est 
le  cas  ordinaire,  son  unique  condition  d'équilibre  est  que  la  somme 
des  travaux  des  forces  extérieures  soit  nulle  dans  le  mouvement 
réel,  qui  est  alors  le  seul  mode  de  déplacement  possible.  Ces  forces 
ont  ainsi  la  même  relation  que  dans  l'état  de  mouvement  perma- 
nent. Toutefois  cette  assimilation  suppose  les  frottements  négli- 
geables, et  n'est  pas  fort  exacte  en  pratique. 
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111.  Résistances  paKsIves.  —  Nous  allons  énamérer  les 
différentes  sortes  de  travail  dont  se  composent  T„,  T,,  et  cela  en 
supposant  d'abord  (|ae  la  machine  soit  un  système  théorique. 

Les  deux  principaux  sont  le  travail  du  motenr,  positif,  rentrant 
dans  T„,  et  le  travail  utile  —  T„  effectué  sur  l'opérateur.  Il  y 
faut  joindre  le  travail  —  T,  des  frottements,  soit  entre  les  corps 
de  la  machine,  soit  sur  des  corps  extérieurs  fixes.  Nous  trouverons 
Jes  autres  termes  en  énumérant  toutes  les  forces  qui  peuvent  apir 
sur  le  système.  Ce  seront  ou  la  pesanteur,  ou  d'autres  forces  agis- 
sant à  distance  finie,  ou  des  forces  agissant  au  contact. 

Forces  à  distance  finie.  —  L'attraction  universelle  étant  néjili- 
geable  ce  ne  peut  être  que  des  actions  électriques,  qu'il  faudrait 
évidemment  comprendre  parmi  les  forces  extérieures,  lors  même 
qu'elles  agiraient  entre  deux  corps  dn  système.  Mais  les  cas  où  il 
en  est  ainsi  forment  un  sujet  d'étude  spécial,  et  doivent  être  exclus 
de  la  recherche  actuelle. 

Pesanteur.  —  Si  ^  est  le  poids  d'un  corps  de  la  machine  ayant 
un  mouvement  alternatif,  et  que  son  centre  de  gravité  monte  et 
descende  tour  à  tour  d'une  hauteur  verticale  h,  les  travaux  cor- 
respondants de  la  pesanteur  sont^ft,  —  ph,  et  se  détruisent  dans 
l'ensemble  d'une  période;  il  n'en  résulte  donc  aucun  terme  dans 
T„,  T,.  Il  en  serait  autrement  si  le  corps  descendait  ou  montait 
indéfiniment;  mais  cela  n'arrive  que  s'il  rentre  dans  le  moteur,  ou 
dans  la  résistance  principale. 

Forces  au  contact.  Nous  avons  tenu  compte  des  frottements  : 
quant  aux  pressions  leur  travail  n'entre  dans  l'équation  des  forces 
vives  que  si  elles  sont  exercées  par  des  corps  extérieurs  non  immo- 
biles. Or  en  excluant  celles  qui  agissent  sur  le  récepteur  et  l'opé- 
rateur, il  ne  restera  évidemment  de  cette  catégorie  que  la  résistance 
lU;  l'air  ou  en  général  du  milieu  dans  lequel  se  meut  la  machine  ; 
elle  agit  toujours  en  sens  contraire  du  mouvement  et  par  suite  son 
travail  que  nous  désignerons  par  —  t  est  constamment  négatif. 

Chocs.  Nous  devons  encore  tenir  compte  des  cas  où  il  y  aurait 
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un  changement  brusque  de  force  vive,  c'est-à-dire  une  percussion  ; 
ce  changement,  comme  on  Ta  vu  au  numéro  108  est  en  général  une 
diminution,  ou  du  moins  ne  peut  être  une  augmentation.  Pour  que 
la  force  vive  redevienne  la  même  il  faudra  donc  un  excédent  de 
travail  positif,  et  notre  but  étant  de  comparer  le  total  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant  pendant  une  longue  durée,  on  voit 
que  pour  les  rendre  égaux  le  second  doit  être  augmenté  ;  ainsi  on 
devra  ajouter  un  terme  —  T^  dû  au  choc,  et  égal  à  la  moitié  de  la 
<liminution  de  force  vive. 

Résistances  passives,  —  En  résumé  le  travail  positif  Tm  se  réduit 
à  celui  du  moteur.  Le  négatif  T^  est  la  réunion  du  travail  utile  T^ 
^t  du  travail  Tp  comprenant  l'ensemble  des  autres;  c'est  le  travail 
perdUy  ou  le  travail  des  résistances  passives ^  nom  qu'on  donne  aux 
causes  dont  il  provient,  frottement,  etc.  Il  se  compose  surtout  de  T^, 
travail  du  frottement,  et  nous  pouvons  grouper  les  autres  en  un 
seul  terme  T^,  qui  désignait  précédemment  l'effet  des  chocs,  et  dans 
lequel  nous  ferons  maintenant  rentrer  soit  le  travail  t  de  la  résis- 
tance du  milieu  ambiant,  soit  quelques  autres  termes  peu  considé- 
rables, mentionnés  au  numéro  suivant. 

La  loi  exacte  du  mouvement  serait  pour  la  plupart  des  machines 
impossible  à  déterminer,  mais  dans  la  pratique  la  seule  chose 
essentielle  à  connaître  est  la  répartition  de  T^  ou  de  son  égal  T;. 

entre  les  deux  portions  T   et  Tp,  c'est-à-dire  la  valeur  de  Tp  ;  le 

T 
rapport  ~  se  nomme  le  rendement'  de  la  machine. 

La  portion  Tf  peut  se  calculer,  du  moins  pour  les  frottements 
principaux^  connaissant  la  pression  normale  des  deux  solides  et  le 
coefficient  du  frottement  ;  leur  produit  est  son  intensité  f.  Si  l'un 
des  corps  est  immobile  le  travail  est  f6  pour  un  petit  doplac^^ment 
relatif  S;  il  en  est  encore  de  même  quand  les  deux  corps  sout  en 
mouvement.  En  effet,  dans  une  petite  étendue  nous  ^  j» 

pouvons  assimiler  leurs  surfaces  à  deux  plans.        • 
Supposons  que  des  points  I,  ï  de  chacune,  d'abord 
en  contact,  décrivent  simultanément  lA,  l'A',  et 
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imaginons  que  le  point  T  porte  une  pointe  rayant  le  premier 
corps;  la  raie  sur  celui-ci  partira  du  point  I  transporté  en  A 
et  passera  aussi  en  A'  où  est  la  pointe  ;  pour  ce  corps  la  direction 
de  la  raie  ou  du  frottement  est  donc  AA  ;  la  projection  du  che- 
min lAsur  cette  direction  est  — AB,  et  par  suite  — /  •  AB  est 
le  travail  du  frottement  sur  le  premier  corps;  il  est  de  même 
—  f  '  AB  sur  le  second,  ou  en  tout  —  f  •  A  A,  c'est-à-dire  —  fè, 
le  déplacement  relatif  5  étant  évidemment  AA. 

Le  travail  des  autres  résistances  passives  se  déduit  plutôt  de 
l'expérience. 

112.  Eltet  des  déformations.  —  Nous  avons  supposé  que 
la  machine  était  un  système  thi'orique  ;  en  général  il  n'en  est  pas 
exactement  ainsi,  et  elle  comprend  des  solides  déformables  ;  il 
serait  impraticable  de  chercher  les  lois  de  leur  déformation,  mais 
il  nous  suffit  d'en  trouver  l'effet  en  l'assimilant  à  une  résistance 
passive. 

1°  Supposons  qu'un  corps  S  de  la  machine  sqU  parfaitement 
élastique,  —  Pour  nous  borner  aux  cas  usuels  admettons  que 
pendant  une  période  du  mouvement  de  la  machine,  ce  corps,  sans 
qu'aucune  force  extérieure  autre  que  la  pesanteur  agisse  sur  lui^ 
se  déforme  puis  se  reforme  en  repassant  exactement  par  les  mêmes 
positions.  Soient  P,  F  deux  de  celles-ci,  supposées  très  voisines; 
puisqu'elles  sont  les  mêmes  dans  les  deux  parties  de  la  période,  il 
faut  admettre  que  les  contacts  avec  d'autres  corps,  lesquels  déter- 
minent la  forme  du  premier,  sont  aussi  les  mêmes.  D'ailleurs  le 
corps  étant  parfaitement  élastique  les  forces  normales  des  contacts^ 
provenant  de  la  déformation,  ont  la  même  valeur  ;  ainsi  soit  que 
le  corps  se  déforme  ou  se  reforme,  le  travail  des  pressions  nor- 
males, en  passant  de  la  position  P  à  F,  ou  de  F  à  P,  est  le  même 
en  signe  contraire;  leur  travail  total  est  donc  nul  pendant  une 
période  entière. 

Il  en  est  ainsi  pour  le  travail  exercé  par  le  corps  S  sur  le  reste 
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du  système  ;  par  suite  pendant  une  durée  contenant  un  nombre 
entier  de  périodes  on  aura  encore  T^  =  T^  pour  l'ensemble  de  la 
machine,  de  sorte  qu'il  ne  résulte  de  la  déformation  du  corps  S 
aucune  résistance  passive. 

En  réalité  tous  les  solides  de  la  machine  au  point  de  vue  phy- 
sique sont  déformables,  et  ils  rentrent  dans  ce  qui  vient  d'être 
dit  en  supposant  que  leur  limite  de  parfaite  élasticité  ne  soit  pas 
dépassée.  Nous  avons  vu  par  exemple  au  numéro  46  que  pendant 
le  mouvement  le  parallélogramme  de  Watt  fausse  légèrement  la 
tige  d'un  piston  dont  le  cylindre  est  fixe. 

2°  Ccis  au  un  corps  S  de  la  machine  a  une  élasticité  imparfaite. 
—  Le  mouvement  étant  périodique,  nous  ne  devons  pas  supposer 
la  déformation  permanente.  Si  comme  dans  le  cas  précédent  le 
corps  se  déforme  et  se  reforme  en  passant  par  les  mêmes  positions, 
les  forces  développées  à  la  surface  sont  plus  énergiques  pendant 
la  déformation  ;  elles  constituent  pour  le  reste  du  système  une 
résistance  dont  le  travail  sur  lui  est  négatif  ;  celui-là  l'emporte 
donc  sur  le  travail  positif  pendant  la  période  entière. 

Souvent  la  déformation  ne  s'effectue  pas  de  la  manière  simple 
que  nous  venons  de  considérer  ;  mais  le  résultat  consiste  toujours 
en  une  perte  de  travail  ou  un  nouveau  terme  que  nous  faisons 
rentrer  dans  T^. 

Cette  résistance  passive  se  nomme  la  raideur  des 
cordes.  Elle  se  manifeste  en  particulier  quand  une       /''^^ 
corde  passe  sur  une  poulie  fixe  0.  Le  mouvement     ^  \^    J 
ayant  le  sens  de  la  flèche,  la  corde  en  s'enroulant  en 
A  décrit  un  arc  de  courbe  plus  prononcé  qu'en  se 
déroulant  en  B.  Quand  il  s'agit  de  communications  de  mouvement, 
il  est  avantageux  de  remplacer  les  cordes 
par  des  courroies  ;  mais  il  existe  encore  une 
perte  de  travail  se  manifestant  sous  une 
forme  différente. 

Si  la  roue  motrice  0  transmet  le  mouvement  à  0'  dans  le  sens 
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des  flèches  la  portion  AA'  de  la  courroie  a  une  tension  plus  grande 
que  BB'  et  s'allonge  davantage,  de  sorte  qu'il  y  entre  une  masse 
moindre.  Il  en  lésulte  un  léger  glissement  de  la  courroie  sur  les 
roues,  et  la  vitesse  angulaire  transmise  à  0'  se  trouve  en  moyenne 
de  2  W  plus  faible  que  si  l'on  remplaçait  la  courroie  par  un  fil 
rigoureusement  inextensible. 

3°  Vibrations.  —  Au  point  de  vue  théorique  nous  avons  vu 
qu'il  n'y  a  pas  de  perte  de  force  vive  dans  le  choc  de  deux 
solides  8,  S' parfaitement  élastiques,  mais  cette  perte  existe  si  l'on 
tient  compte  de  leur  nature  physique. 

Une  couche  superficielle  de  S',  infiniment  mince,  étant  com- 
primée par  le  choc,  les  forces  élastiques  qui  produisent  sa  refor- 
mation partagent  leur  effort  entre  la  surface  de  S  qui  est  repoussée 
et  les  couches  suivantes  de  S'  qui  se  compriment  à  leur  tour  en 
propageant  un  mouvement  vibratoire  ;  par  suite  la  répulsion 
exercée  sur  S  est  moins  énergique  que  dans  la  première  période 
du  choc,  comme  dans  le  cas  d'une  élasticité  imparfaite.  Toute 
perte  accidentelle  de  force  vive  dans  une  machine  équivaut  comme 
on  l'a  vu  à  un  travail  négatif,  et  la  précédente  constitue  une  résis- 
tance passive. 

Son  existence  ne  suppose  pas  nécessairement  un  choc  propre- 
ment dit.  L'imperfection  inévitable  des  appareils  de  transmission, 
la  nécessité  d'y  laisser  un  certain  jeu,  entraîne  dans  une  certaine 
mesure  des  trépidations  et  des  ballottements  produisant  le  même 
eifet,  et  il  se  manifeste  entre  autres  par  les  vibrations  acoustiques 
imprimées  à  l'air,  ou  par  le  bruit  de  la  machine  :  toujours  les 
vibrations  se  communiquent  plus  ou  moins  aux  appuis,  et  se 
répandent  au  loin. 

113.  moyens  de  régulariser  le  travail»  modéra- 
teurs, régulateurs  et  volants.  —  En  général  il  importe 
de  rendre  la  vitesse  de  la  machine  aussi  uniforme  que  possible. 
Les  inégalités  auxquelles  elle  est  exposée  sont  de  deux  espèces  ; 
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les  unes  ont  une  période  courte  qui  est  celle  du  mouvement  ;  les 
autres,  dont  nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  sont  à  longue 
période  et  proviennent  des  variations  accidentelles,  soit  du  moteur 
soit  du  travail  de  l'opérateur.  On  y  remédie  par  les  distributeurs 
de  matière,  les  modérateurs  et  les  régulateurs. 

Distributeurs  de  matière.  —  On  nomme  ainsi  des  appareils 
agissant  directement  sur  le  travail  pour  le  rendre  régulier. 

S'il  s  agit  de  l'opérateur  et  que  le  travail  consiste  à  scier  une 
pièce  de  bois,  ce  sera  le  mécanisme  qui  la  fait  avancer  uniformé- 
ment, de  même  s'il  s'agit  d'un  moulin  le  distributeur  fera  arriver 
le  blé  régulièrement  sous  la  meule,  etc. 

Les  app£lreils  analogues  pour  le  moteur,  par  exemple  pour  une 
machine  à  vapeur,  sont  la  pompe  d'alimentation,  les  trémies  qui 
distribuent  également  le  combustible  sous  la  chaudière,  etc. 

On  voit  que  la  machine  met  en  uiouveuient  les  distributeurs 
avec  une  consommation  de  travail  minime. 

Modérateurs.  —  Ou  nomme  ainsi  des  dispositions  propres  à  em- 
pêcher l'accélération  du  mouvement,  en  créant  des  résistances 
passives,  de  façon  à  entraîner  une  perte  de  travail.  Dans  les  cas 
simples  ils  ont  des  formes  très  variées  ;  tels  sont  par  exemple  les 
freins  qui  entretiennent  l'uniformité  du  mouvement  d'une  voiture 
à  une  descente  ;  les  déversoirs  d'un  bassin,  perdant  une  partie  de 
la  chute  d'eau  qu'il  doit  alimenter,  dans  le  but  d'entretenir  l'eau  à 
un  niveau  constant  ;  les  soupapes  de  sûreté  qui  perdent  une  quan- 
tité de  vapeur  capable  sans  cela  d'effectuer  du  travail,  etc. 

Dans  les  lampes  ordinaires  le  modérateur  est  un  obturateur 
conique  0  fermant  en  partie  le  passage  étroit  AB  par 
lequel  monte  l'huile,  refoulée  par  un  ressort.  La  peti- 
tesse du  passage  ainsi  ouvert  au  fluide  ralentit  son  ^\ 
mouvement  et  forme  une  résistance  passive.  A  me- 
sure que  le  ressort  en  se  détendant  perd  de  sa  force, 
l'obturateur  monte  et  laisse  le  passage  plus  libre. 

Dans  l'horlogerie,  quand   le  but  est  la  mesure  du  temps,  et 


490 


qu'une  grande  régularité  est  nécessaire,  le  modérateur  se  nomme 
édia/ppement  ;  il  annule  périodiquement  la  force  vive  au  moyen 
d'un  choc.  Soit  dans  ces  appareils  soit  en  général  dans  les  méca- 
nismes que  fait  mouvoir  la  descente  d'un  poids,  on  emploie  sou- 
vent le  modérateur  à  ailettes,  composé  d'un  petit 
(^^^==1   r==0  arbre  vertical  A,  tournant  sur  lui-même,  et  en- 
'^  '  traînant  dans  son  mouvement  des  tiges  horizon- 

tales, terminées  par  des  palettes  planes  B.  La  résistance  que  leur 
oppose  l'air  croît  rapidement  avec  la  vitesse  et  maintient  le  mou- 
vement uniforme. 

Régtduteurs.  —  Les  modérateurs  précédents  ont  en  général 
pour  seul  effet  de  prévenir  un  accroissement  progressif  de  la 
vitesse.  Outre  qu'ils  perdent  du  travail  ils  sont  insuffisants  pour 
remédier  anx  grandes  inégalités  du  travail  résistant,  en  particu- 
lier dans  le  cas  suivant  :  Fréquemment  dans  une  usine  le  moteur 
communique  le  mouvement  à  un  arbre  horizontal  nommé  arbre  de 
couche;  celui-ci  le  transmet  à  une  série  d'ateliers  au  moyen  de 
courroies  enroulées  sur  des  colliers  placés  sur  l'arbre  de  distance 
en  distance.  Quand  le  travail  d'un  atelier  s'interrompt  une  fourche 
saisit  la  courroie  et  la  place  à  côté  sur  une  poulie  folle  tournant 
seule  sans  éprouver  de  résistance,  cette  opération  se  nomme  le 
désemhrayage^  et  l'inverse  Vembrayage, 

Le  travail  de  l'opérateur  éprouve  ainsi  un  changement  soudain; 
pour  empêcher  celui  de  la  vitesse  de  la  machine  l'appareil  le  plus 

usité  est  le  régulateur  à  force  centri- 
fuge. Dans  sa  forme  primitive  il  se 
compose  d'un  petit  arbre  vertical  A 
que  la  machine  fait  tourner  rapide- 
ment sur  lui-même.  Un  collier  B  qui 
lui  est  fixé  entraîne  dans  son  mou- 
vement deux  tiges  symétriques  CD 
qui  ne  peuvent  que  se  mouvoir  dans 
un  plan  vertical  autour  des  points  C.  Elles  sont  soutenues  par 
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deux  autres  tiges  qui  leur  sont  articulées  en  E,  et  le  sont  d'autre 
part  en  F  à  un  collier  G  pouvant  glisser  librement  le  long  de 
l'arbre.  Lorsque  la  vitesse  s'accélère  la  force  centrifuge  fait  écar- 
ter les  boules  massives  D  qui  terminent  les  tiges,  et  le  collier  G 
en  se  relevant  met  en  mouvement  des  leviers  qui  réduisent  la  sec- 
tion du  conduit  de  vapeur,  ou  si  le  moteur  est  hydraulique,  ferment 
en  partie  la  vanne  d'introduction  de  l'eau.  Toutefois  dans  ce  der- 
nier cas  il  faut  des  dispositions  spéciales  pour  que  la  résistance 
de  la  vanne  ne  soit  pas  trop  grande. 

On  a  perfectionné  le  régulateur  en  le  rendant  plus  sensible  ; 
Foucault  en  particulier  y.  a  adapté  un  système  de  leviers  rendant 
l'équilibre  des  boules  presque  indiiférent,  de  sorte  que  le  plus  im- 
perceptible changement  de  vitesse  suffit  pour  les  déplacer  nota- 
blement. 

Volants.  —  Les  inégalités  de  courte  durée  ont  pour  période 
celle  du  mouvement,  et  proviennent  de  plusieurs  causes.  La  ma- 
chine étant  un  système  à  liaison  complète,  les  vitesses  de  tous  ses 
points  sont  proportionnelles  à  la  vitesse  angulaire  a>  de  l'arbre,  et 
les  forces  vives  Imv^  de  chaque  solide  à  co',  de  sorte  que  pour 
celle  de  la  machine  entière  on  a  F  =  Ao)*,  le  coefficient  A  étant 
indépendant  de  a>  et  ne  changeant  pas  pour  une  même  position  de 
la  machine  ;  mais  il  varie  avec  cette  position,  c'est-à-dire  pendant 
une  période  de  mouvement,  entre  un  maximum  A'  et  un  mini- 
mum A";  il  en  est  ainsi  du  moins  s'il  existe  des  pièces  ayant  un 
mouvement  alternatif. 

C'est  la  vitesse  o^  qu'on  doit  rendre  autant  que  possible  uni- 
forme, et  on  voit  que  la  force  vive  ne  peut  en  même  temps  être 
constante. 

En  outre  le  moteur  et  l'opérateur  présentent  fréquemment  les 
mêmes  inégalités  périodiques;  par  exemple  le  travail  de  la  vapeur 
sur  un  piston  devient  nul  aux  extrémités  de  sa  course  où  sa 
vitesse  est  nulle. 

On  y  remédie  en  partie  en  associant  deux  cylindres  tels  que 
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dans  l'un  le  piston  soit  aa  milieu  de  sa  course  quand  il  est  aux 
extrémités  dans  l'autre. 

Mais  on  ne  peut  en  général  obtenir  une  unifoimité  suffisante 
qu'au  moyen  d'un  volant. 

C'est  une  roue  massive,  centrée  sur  l'arbre,  auquel  elle  est 
fixée.  Sa  force  vive  est  Coo%  C  étant  son  moment  d'inertie  par 
rapport  à  Taxe  de  l'arbre.  Voici  comment  on  trouve  la  valeur  à 
à  donner  à  C,  connaissant  pour  le  reste  de  la  machine  les  nom- 
bres A',  A". 

Cas  particulier .  —  Supposons  T^  et  T^  constamment  égaux,  de 
sorte  que  la  force  vive  F  de  la  machine  reste  invariable;  elle  était 
Aûd\  et  en  comprenant  le  volant  dans  la  machine,  elle  devient 

F=(A  +  G)a)«; 

C  étant  une  constante,  A  -f  C  varie  entre  A'  -j-  C  et  A"  +  C,  et  si 
la  vitesse  angulaire  co  est  en  même  temps  («>',  co",  les  valeui^s  cor- 
respondantes de  la  force  vive  étant  égales,  on  aura 


(C  +  A'^o)'»  =  (C  +  A")a>'",  -J  =  j/  ^^^  ; 


0)  - 


par  suite  le  rapport  ,r  qui  sans  le  volant  était  1/  ,  sera  de- 
venu plus  rapproché  de  l'unité,  ce  qui  est  le  résultat  demandé.  Si 
par  exemple  on  veut  qu'aucune  des  vitesses  a>',  ai"  ne  diffère  de  la 

moyenne  de  plus  de  -  -,  on  tirera  C  de  l'équation 


i  — 


1  + 


,\7        (^  A'  +  c 


Cas  gémral.  —  C'est  celui  où  il  se  produit  pendant  la  période 
des  excès  de  travail  moteur  ou  résistant.  Si  par  exemple  T^  —  T^ 
augmente  de  rî,  l'accroissement  de  la  force  vive  (C  -f-  A)a>'  est  2r}, 

d'où  résulte  p   /t  P^^**  ^^^^î  ^^  ^^'  *?  ^^  serait  —  s'il  n'y  avait  pas 
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de  volant.  Celui-ci  a  donc  encore  pour  effet  de  diminuer  les  varia- 
tions de  la  vitesse  r.>. 


114.  Mesure  du  tràTail.  Frein  de  Prony.  —  P  Tra- 
vail sur  Varhre,  —  Partageons  la  machine  en  deux  parties,  assi- 
milées à  deux  machines  distinctes.  La  première  se  composera  du 
récepteur,  de  l'arbre,  et  des  pièces  intermédiaires.  La  seconde 
contiendra  le  reste,  ou  les  opérateurs.  Le  travail  Ta  de  ceux-ci 
sur  Farbre  forme  le  travail  résistant  de  la  première  partie,  tandis 
qu'en  le  considérant  comme  exercé  par  l'arbre  sur  les  opérateurs 
il  est  en  même  temps  le  travail  moteur  de  la  seconde. 

On  a  ainsi,  par  le  principe  de  transmission, 


T«  =  Ta  +  T 


p'^ 


Ttt  -f-  Tp" , 


Tp.  et  TpM  étant  les  portions  du  travail  Tp  des  résistances  passives 
qui  correspondent  aux  deux  parties. 

Ce  travail  se  compose  surtout  des  frottements;  on  l'atténue  par 
des  enduits  et  aussi  en  diminuant  l'espace  décrit  par  les  points 
frottés,  ou  en  rendant  très  petits  les  rayons  des  tourillons  sur  les- 
quels tournent  l'arbre,  les  volants  et  les  pièces  massives.  Ainsi  en 
comparant  deux  pièces  de  poids  inégal,  non  seulement  l'intensité 
du  frottement  est  en  général  à  peu  près  proportionnelle  au  poids, 
mais  son  travail  varie  dans  un  plus  grand  rapport,  le  tourillon 
étant  moindre  pour  la  pièce  la  moins  lourde.  Les  corps  les  plus 
massifs  se  trouvant  dans  la  première  partie  de  la  machine,  il  en 
résulte  que  l'importance  des  frottements  et  en  général  des  résis- 
tances passives  est  moindre  dans  la  seconde,  ou  que  Tp..-est  très  fai- 
ble et  Ta  peu  différent  de  !«.  Voici 
comment  on  mesure  T  . 

2^  Frem  de  Prony,  —  Il  se  com- 
pose de  deux  pièces  A  de  bois  ou 
de  fonte,  devant  embrasser  l'arbre 
dont  la  coupe  est  figurée  par  0.  On 
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le  presse  au  moyen  de  vis  Y  en  maintenant  le  frein  immobile ,  et 
cela  jusqu'à  ce  qu'en  supprimant  tous  les  opérateurs,  et  faisant 
agir  le  nioteur  dans  les  conditions  ordinaires,  la  machine  ait  acquis 
sa  vitesse  de  régime,  par  suite  du  frottement  du  frein  sur  l'arbre; 
de  la  sorte  à  cet  instant  le  travail  T^  de  ce  frottement  est  exac- 
tement égal  à  celui  qu'exerce  d'ordinaire  Topérateur. 

Soit  f  rintensitê  du  frottement  sur  un  élément  de  surface  de 
l'arbre  ;  pendant  qu'il  décrit  un  petit  espace  a  le  travail  est  /a  : 
pour  tous  les  éléments  frottants  réunis,  a  leur  étant  commun,  ce 
sera 

^f  désignant  la  somme  numérique  des  frottements,  qu'on  peut 
regarder  comme  invariable. 

Si  on  évalue  T^  pour  un  tour  de  l'arbre  les  valeurs  de  a  ne 
font  que  s'ajouter,  formant  27rr,  r  étant  le  rayon  de  l'arbre  ;  on  a 
donc 

Ta  =  2:rr2/-. 

D'autre  part,  en  continuant  à  maintenir  le  frein  immobile,  on 
place  des  poids  P  dans  un  plateau  suspendu  en  C  à  l'extrémité  d'un 
bras  de  levier  fixé  au  frein,  et  cela  jusqu'à  ce  que  le  frein  aban- 
donné à  lui-même  reste  immobile.  Il  est  alors  un  solide  en  équilibre 
ne  pouvant  que  tourner  autour  de  l'axe  de  Tarbre.  Les  forces  agis- 
sant sur  lui  sont  : 

P  Le  poids  P  dont  le  bras  de  levier  R  est  CB  prolongé  jusqu'à 
la  verticale  du  point  0  ;  son  moment  par  rapport  à  l'axe  est  PR. 
On  pourrait  y  faire  rentrer  le  poids  de  la  tige  CB  s'il  n'était  pas 
négligeable. 

2^  L'autre  force  est  l'ensemble  des  frottements  élémentaires  f 
exercés  par  l'arbre  sur  le  frein,  et  dont  chacun  a  pour  bras  de 
levier  r  et  pour  moment  rf  ;  le  moment  total  des  frottements  est 
donc  rlf^  et  l'équilibre  du  frein  exige  qu'on  ait 

fV/-  =^  RP. 
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Substituant  cette  valeur  dans  T^  =  2irr2/*  on  trouve 

Ta  =  2îcRP , 

et  Ta  ^st  ainsi  connu  avec  précision. 

3^  Puissance  d'une  machine.  —  L'unité  de  production  est  le 
cheval  qui  équivaut  à  75  kilogrammètres  par  seconde  ;  la  produc- 
tion d'une  machine  en  chevaux  s'appelle  quelquefois  sa  force,  d'une 
manière  impropre.  Pour  que  cette  évaluation  ne  soit  pas  ambiguë 
il  faut  savoir  si  elle  s'applique  à  T«  ou  à  T„  :  la  valeur  de  T„  qui 
est  évidemment  l'essentielle  se  nomme  le  nombre  de  chevaux 
effectifs.  Toutefois  la  vérification  de  T^,,  fort  aisée  si  ce  travail 
est  l'élévation  d'un  poids,  ou  une  traction  continue  comme  celle 
d'une  voiture,  ne  l'est  pas  dans  la  plupart  des  applications  indus- 
trielles ;  c'est  alors  le  travail  T^  mesuré  par  le  frein  qu'on  prend 
pour  T„;  on  a  vu  plus  haut  qu'ils  diffèrent  très  peu. 

Quant  au  travail  moteur  il  faut  remarquer  que  si  la  nature  des 
opérateurs  est  infiniment  variée  il  n'en  est  pas  de  même  des 
récepteurs. 

Nous  laisserons  de  côté  ceux  où  l'électricité  est  employée,  et 
qui  nécessitent  des  considérations  spéciales  ;  nous  mentionnerons 
plus  loin  les  moteurs  animés,  pour  lesquels  l'évaluation  de  T^  est 
fort  simple.  Outre  ceux-là  il  ne  reste  guère  que  les  moteurs 
hydrauliques  et  les  machines  à  vapeur,  en  y  comprenant  les 
machines  à  air  chaud. 

Pour  avoir  le  travail  Tp  --  T^  —  T„  perdu  par  les  résistances 
passives  il  faut  prendre  pour  T^  le  travail  sur  le  premier  solide  du 
récepteur,  par  exemple  celui  de  la  vapeur  sur  les  pistons.  Mais 
pour  le  rendement  on  doit  tenir  compte  d'une  autre  sorte  de 
perte  de  travail,  provenant  de  ce  que  le  récepteur  ne  tire  pas  du 
moteur  tout  le  parti  possible,  et  c'est  en  supposant  celui-ci  com- 
plètement utilisé  qu'on  évalue  alors  T^. 

Par  exemple  on  nomme  travail  nominal  d'une  chute  d'eau  le 
produit  de  la  hauteur  de  chute  par  le  nombre  de  kilogrammètres 
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d'eau  écoult^s,  et  sa  puissance  forme  les  chevaux  disponibles.  On 
verra  au  chapitre  suivant  que  ce  serait  le  travail  moteur  d'une 

machine  utilisant  1 1  chute  d'une  façon  parfaite.  En  conséquence, 

T 
le  rendement  ~  d'un  moteur  hydrauliqne  se  calcule  en  prenant 

'■m 

pour  T^  le  travail  nominal  de  la  chute  qui  le  traverse. 

Pour  des  raisons  analogues,  dans  une  machine  à  vapeur,  l'élé- 
ment à  considérer,  au  lieu  du  rendement,  est  le  poids  de  charbon 
consommé  par  cheval  effectif  et  par  heure,  poids  très  variable 
suivant  la  nature  de  la  machine,  à  haute  ou  basse  pression,  etc., 
mais  qui  n'est  toujours  qu'un  très  petit  nombre  de  kilogrammes. 

On  pourrait  du  reste  trouver  pour  le  rendement  des  valeurs 
diverses  en  remplaçant  les  calories,  soit  développées  par  la  com- 
bustion du  charbon,  soit  introduites  dans  l'eau,  par  leur  équivalent 
en  kilogrammètres. 

4^  Moteurs  animés.  —  Il  se  présente  pour  ceux-là  un  élément 
nouveau;  la  production  est  limitée  par  la  fatigue  ;  de  plus  elle  est 
influencée  par  le  mode  d'application.  L'expérience  a  prouvé  que 
des  efforts  plus  énergiques  mais  intermittents  ne  sont  pas  avanta- 
geux au  point  de  vue  de  la  production  ;  un  travail  plus  modéré 
mais  soutenu  est  préférable.  Il  est  évident  que  ce  travail  pourra 
être  plus  énergique  s'il  dure  moins  longtemps  par  jour  ;  mais  pour 
qu'il  puisse  sans  excès  de  fatigue  se  reproduire  chaque  jour,  et  soit 
en  même  temps  le  plus  productif,  il  y  a  une  certaine  proportion 
que  l'expérience  a  établi  entre  le  nombre  N  de  kilogrammètres 
produit  par  seconde,  et  le  nombre  H  d'heures  de  travail  par  jour. 
Quelques-uns  de  ces  nombres  se  trouvent  dans  le  tableau  suivant, 
pour  des  hommes  ou  des  animaux  de  force  moyenne  . 

1*>  Travail  d'un  homme  N.  H. 

Montée  de  son  propre  poids _„  9,75  8 

Poids  élevés  à  la  main  ....„ 3.50  6 

Poids  élevés  avec  une  pelle 1,08  tO 

Tirage  horizontal 7,!2  8 
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2^  Travail  des  animaux  N.  H. 

Cheval  attelé,  au  pas  63  10 

(Au  trot,  beaucoup  moins  en  tout  par  jour^ 

Bœuf  attelé  à  un  manège    39        8. 

On  voit  que  le  travail  de  l'homme  est  le  plus  considérable 
quand  il  ne  monte  que  son  poids.  On  l'utilise  alors  en  faisant  tour- 
ner un  treuil  au  moyen  d'une  grande  roue  à  chevilles  ;  celles-ci 
sont  disposées  comme  une  sorte  d'échelle  qu'un  homme  monte  con- 
stamment, faisant  ainsi  tourner  la  roue. 

115.  Tibratious  long^itudlnales  d'une  tig^e  élas- 
tique. —  Les  mouvements  des  corps  élastiques  rentrent  dans  la 
physique  mathématique,  et  nous  n'examinerons  en  détail  que 
l'exemple  précédent,  le  plus  simple  de  tous.  La  tige  est  supposée 
homogène,  prismatique  à  base  quelconque,  et  nous  la  figurerons 
verticale.  A  l'état  de  repos  la  pression  sur  chaque  section  horizon- 
tale est  normale  et  a  une  même  valeur  q  rapportée  à  l'unité  de 
surface,  évidemment  égale  à  la  pression  atmosphérique  agissant 
sur  la  surface  latérale  ;  elle  sera  en  tout  qs  sur  la  section,  s  étant 
son  aire. 

z 

Nous  admettrons  que  certains  points  soient  dépla-     m*! 1*^* 

M  l         I        Ih 

ces  par  une  cause  quelconque,  à  l'instant  initial  où 


z 
ô 


^  =  0,  et  reçoivent  en  même  temps  des  vitesses,  mais 
nous  supposerons  pour  simplifier  que  ces  déplace- 
ments et  ces  vitesses  sont  purement  dans  le  sens  vertical,  et  ont 
une  valeur  commune  pour  tous  les  points  d'une  même  section. 

Si  celle-ci  était  infinie  dans  le  sens  horizontal,  il  n'y  aurait  au- 
cune raison  pour  que  dans  le  mouvement  subséquent  les  particules 
prissent  des  vitesses  horizontales  dans  un  sens  plutôt  que  dans 
l'autre  ;  toutes  seraient  verticales  ;  il  n'y  aurait  pas  non  plus  de 
raison  pour  qu'elles  fussent  différentes  en  deux  points  d'une  même 
tranche.  On  pourrait  partager  le  solide  en  tiges  verticales  d'une 

section  limitée  où  il  en  serait  de  même  ;  c'est  l'une  de  celles-là 

32 
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que  nous  considérons,  de  façon  à  supprimer  les  complications  du 
mouvement  qui  pourraient  provenir  des  surfaces  latérales.  En 
réalité  du  reste  le  résultat  s'étendrait  fort  exactement  à  une  tige 
isolée,  et  serait  tout  à  fait  rigoureux  si  elle  consistait  en  une  colonne 
d'air  dans  un  tube  rectiligne. 

Prenons  pour  OZ  la  verticale  supérieure,  l'origine  0  étant  inté- 
rieure à  la  tige.  Dans  Tétat  d'équilibre  chaque  section  est  carac- 
térisée  par  l'ordonnée  z  qui  lui  correspond.  Quand  elle  sera  en 
mouvement,  cette  ordonnée  deviendra  z  -\'U^%\^  quantité  w,  con- 
stante pour  tous  les  points  de  la  section  d'après  ce  qui  précède, 
correspondra  à  la  fois  à  toutes  les  sections  en  la  regardant  comme 
une  fonction  de  t  et  aussi  de  z.  C'est  l'inconnue  à  déterminer. 

Cherchons  d'abord  les  forces  existant  sur  chaque  section  pen- 
dant le  mouvement.  Si  une  longueur  MM'  =  ï  de  la  tige  à  Tétat 
d'équilibre  devient  plus  tard  /(  1  -j-  (î)  il  se  produit  dans  cette  por- 
tion  une  tension  longitudinale  proportionnelle  à  <$  et  à  la  section  s  ; 
sa  valeur  est  ainsi  hs^^  k  étant  un  nombre  de  kilogrammes  propre 
à  chaque  substance,  nommé  le  coefficient  d'élasticité.  Soient  z,  z* 
les  ordonnées  des  sections  M,  M' ;  on  aura  Z  =  /  —  z;  k  l'état  de 
mouvement,  si  u,  u'  correspondent  kz^  sf  là.  distance  deviendra 


/(i  ^-  5^  =  2'  4-  tt'  —  î  —  tt  =  (a'  —  2)  Ti  4-  "; 


u  —  u 


2    —  2 


et  puisque  z'  —  z  =^  ï,  on  en  tire 


u    ~    u 

8  =  -  -      ' 

z    2 


Pour  avoir  la  tension  en  M  nous  devons  supposer  l  om  jsf  —  3 
très  petit  ;  on  aura  donc  è  =  (  ,  j  ;  c'est  une  dérivée  partielle  où 
t  est  supposé  constant,  car  c'est  à  un  même  instant  que  Ton  com- 
pare ainsi  les  valeurs  de  u  et  ^^^  Il  en  résulte  ks{,\  pour  la  ten- 
sion sur  la  section,  force  en  vertu  de  laquelle  l'une  des  portions 
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qu'elle  sépare  attire  l'autre  quand  (-- )  est  positif;  mais  elle  ne 

fait  que  se  composer  avec  la  pression  qs  qui  existait  à  l'état 
d'équilibre,  et  exprimait  non  une  tension,  mais  une  pression.  On 
aura  donc  en  tout 

p = - ,. + u  (.^;.) 

pour  la  tension  sur  une  section. 

On  peut  remarquer  que  si  la  tige  se  terminait  quelque  part  par 
une  section  à  l'air  libre,  P  en  ce  point  se  réduirait  à  la  pression 

atmosphérique  et  l'on  aurait  P  -  -  gs  ;  ainsi  ( -^  J  devrait  être  nulle 

à  cette  extrémité.  Si  au  contraire  la  tige  se  terminait  à  une  section 
complètement  fixe  on  aurait  en  ce  point  u  =  o. 

Soit  maintenant  à  l'état  d'équilibre  p  la  densité,  rapport  de  la 
masse  au  volume,  et  considérons  de  nouveau  la  tranche  comprise 
entre  les  sections  M,  M'  et  ayant  pour  épaisseur  /  —  z  =  l;  son 
volume  sera  te  et  sa  masse  m  =  ds.  Celle-ci  ne  change  pas  à  l'état 
de  mouvement  et  il  est  alors  exercé  au-dessous  suivant  MM  une 
tension  ou  attraction  P,  et  une  autre  P  suivant  M'M'.  En  nom- 
mant z^  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  tranche  on  aura 
donc,  en  négligeant  son  poids, 

m       '  =  F  —  P  : 

substituant  m  =psl  =  ps(j^  —  z)  il  en  résulte,  en  supposant  la 
tranche  très  mince 

d\  _  J^     P'  —  P  _    1    /  dP\ 

dl^         p8      z  —  z        ps  \dz  ' 

Ici  (-7- 1  est  encore  une  dérivée  partielle,  P  et  F  étant  compa- 
rés au  même  instant.  La  tranche  étant  infiniment  mince  ^  z^  se 

d^z        id'^u\ 
confond  avec  l'ordonnée  ^  +  w  de  la  section  MM,  et     /  =  [-ttS 


**m 
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Cest  encore  une  dérivée  partielle,  u  eorrespondant  à  nue  secti(« 
31 M  oa  une  valenr  de  z  toujours  la  même.  En  sabstitaant  la  yaleor 
de  P  on  aura  donc 

qa'on  peut  écrire 

CTest  une  éqaation  anx  dérivées  partielles  qnMl  faut  intégrer. 
On  suppose  données  pour  f  =  o  les  valeurs  de  u  et  de  la  vitesse 

-  " ,  et  cela  pour  tous  les  points  de  la  tige  ;  ce  seront 

du 

/'et  V  étant  des  fonctions  arbitraires  données  ;  elles  sont  constantes 
pour  tous  les  points  d'une  même  section  comme  on  l'a  supposé. 
Posons 

Si  l'on  prend  pour  u  la  valeur  u  =  F(x),  F  étant  une  fonction 
quelconque,  et  F'(x),  F'(x)  ses  dérivées,  on  aura 

du       ^    ^  dx         p,    .  dhi         j™,    N 

d^u 

et  comme  de  même  -j^  =  F^x)  la  valeur  u=F(x)  satisfait  Téqua- 

tion 

d*u        .  d*u 


dt'       **'  dz^ 


Il  en  serait  de  même  de  la  valeur  u  =  F,  (a/),  F,  étant  une 
autre  fonction  quelconque,  car  on  n'a  fait  que  remplacer  a  par 
—  a  ou  a;  par  af.  L'équation  sera  donc  aussi  satisfaite  en  prenant 

tt  =  F{x)  +  F.i^x') . 
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Or  on  peut  disposer  de  F,  F,  de  manière  à  satisfaire  les  condi 
tions  initiales.  En  désignant  leurs  dérivées  par  F,  F,,  on  aura 

-^  =  aFXx)  -  aF,\x)  , 

et  comme  x  —-  af  ^  z  pour  i  =  o  les  conditions 

du 

deviennent 

F(z)  +  ¥,{z)  =  fKzl  aF\z)  ~  aV.'iz)  =  a^{i)  . 

Désignant  par  f{z)  une  quelconque  des  valeurs  de 


I  ^{z)dz  , 


la  seconde  équation  pourra  être  remplacée  par 

F{z)  ^  F,(2)  =  f\z)  +  C , 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  et  la  première 
donnent 

Supposons  la  tige  indéfinie  dans  les  deux  sens;  les  seconds 
membres,  sauf  la  constante  C,  seront  alors  connus  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  z  et  par  suite  les  équations  resteront  exactes 
en  remplaçant  ^  par  x  dans  la  première,  par  af  dans  la  seconde. 
Substituant  les  valeurs  de  F{x),  F^rr')  dans  celle  de  u  on  aura 

u  =  F(a:)  +  F,{x)  =  i-  f(x)  +  i-  /(.t )  +  ^^    f  \x)  -   ^-  f\x) , 

et  la  constante  C  disparaissant  la  solution  est  coniplète  et  bien 
déterminée. 

Interprétation  du  résultat.  —  Supposons  l'ébranlement  initial 


» 
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circonscrit  dans  une  tranche  CC  comprise  entre  deux 
sections  d'ordonnées  h  ±  e,  celle  de  BB  étant  h.  Alors 
8  les  fonctions  f(2^),  ^{z)  seront  nulles  quand  z  est  non 
compris  entre  h  +  e\  quant  à, /^(^),  comme  en  dehors 
L  de  ces  limites  sa  dérivée  ^f{z)  est  nulle,  elle  sera  elle- 
même  constante  ;  on  pourra  la  choisir  de  façon  qu'elle 
soit  nulle  pour  z  <  A  —  e\  alors  elle  aura  quand  z  y  h  -\'  e  une 
valeur  constante  3c,  qui  sera 


c 

e 
c 


L  X 


r 


■■   I  rL{z)éz  . 


Cherchons  maintenant  le  mouvement  après  un  temps  déter- 
miné t  ;  portons  BL  :::r  BL'  =  at,  et  regardons  LL,  L'L'  comme 
les  sections  moyennes  de  tranches  d'épaisseur  2e. 

Si  l'on  supposait  u  exprimé  par  le  seul  terme  —  f[x)^  on  aurait 

î^ .—  0,  à  moins  que  x  o\x  z  -\-  at  ne  fût  compris  entie  fe  ±  e  ;  or 
z  —  h  est  l'ordonnée  d'une  section  quelconque,  comptée  de  l'ori- 
gine B  au  lieu  de  0  ;  z  —  h-j-  at  ou  x  —  h  est  la  même  comptée 
au-dessus  de  L'.  Pour  que  u  ne  soit  pas  nul  il  faut  que  celle-là  ou 
X  —  h  soit  comprise  entre  +  e,  ou  que  la  section  M  soit  intérieure 
à  la  tranche  L'.  Les  points  de  cette  tranche  sont  donc  seuls  écartés 
de  l'état  d'équilibre.  Quand  t  augmente  de  même  que  BL',  la  posi- 
tion de  la  tranche  descend  ;  elle  forme  donc  une  onde  limitée  ; 
celle-ci  est  à  chaque' instant  la  portion  non  immobile  de  la  tige. 
L'onde  descend  avec  une  vitesse  uniforme  a. 

De  même  si  Ton  réduisait  uk  ^  f{x'\  il  n'y  aurait  de  mouve- 
ment en  M  qu'en  supposant  xl  —  h  ou  z  —  at  —  h  compris  entre 
±e\or  z  —  h  —  at  est  l'ordonnée  de  M  comptée  de  L,  et  l'on 
voit  que  les  points  de  la  tranche  L  seraient  seuls  en  mouvement. 
Cette  tranche  serait  une  onde  montant  avec  la  vitesse  uniforme  a. 

i  1 

En  prenant  pour  u  la  somme  -^    f{x)  +   ç,    fi^l^    l^s   mouve- 


2 


2 
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ments  précédents  s'ajouteraient  algébriquement,  d'où  résulteraient 
les  deux  ondes  précédentes  se  propageant  simultanément. 

Nous  devrions  y  ajouter  les  mouvements  qui  correspondent  aux 

i  1 

deux  autres  termes  -^-fix) ^   A^)?  ^^  il  ^st  clair  que  les 

deux  mêmes  ondes  existeront  encore,  avec  des  intensités  diffé- 
rentes ;  il  reste  à  chercher  comment  le  phénomène  est  modifié  en 
dehors  des  ondes,  c'est-à-dire  dans  les  trois  positions  suivantes  de 
la  section  : 

P  Elle  est  au-dessus  des  deux  ondes;  alors 

2^  Elle  est  au-dessous  de  toutes  deux  : 

X  <C  h  —  e,  x'  <  h  —  e , 

3°  Elle  est  entre  les  deux  ondes,  et  en  remarquant  que  x  >  r', 
il  en  résulte 

X  >  h  -\-  e^  x'  <  h  —e  . 

Or  par  hypothèse  f(x)  =  0L  ou  o  suivant  que  x  y  h  -j-  e  ou 
<  A  —  e;  il  en  est  de  même  de  f{x')j  et  par  suite  en  bornant  u 

aux  deux  termes  ^-  f(x)  —  ^  f(x'),  les  autres  étant  nuls  dans 
les  trois  positions,  on  aura  dans  la  première  u  =  --,x  —    a    «  ? 

dans  la  seconde  u  =  o  —  o  ;  dans  la  troisième  u  =  ■     tl   -  o. 

Il  faut  remarquer  qu'en  imprimant  des  vitesses  initiales  on  pro- 
duit sur  le  corps  l'effet  d'une  impulsion.  Celle-ci  doit  entraîner 

un  mouvement  du  centre  de  gravité  ;  de  là  provient  le  déplace- 

1 
ment  permanent  ^^  a  qui  succède  au  passage  des  deux  ondes  et 

affecte  la  portion  de  la  tige  comprise  entre  elles;  les  portions  que 
les  ondes  n'ont  pas  encore  atteintes  restent  à  l'état  naturel. 

On  peut  remarquer  aussi  que  le  fait  de  la  propagation  du  mou- 
vement était  d'avance  évident,  mais  le  calcul  seul  pouvait  nous 
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apprendre  que  cette  propagation  avait  la  forme  d'ondes  limitées, 
dans  lesquelles  le  mouyement  suit  constamment  les  mêmes  lois. 

Cas  où  la  tige  se  termine  à  V origine  par  une  section  fixe  infé- 
rieure. —  Nous  supposons  que  l'espace  ébranlé  ou  la  tranche 
comprise  entre  les  ordonnées  h  +  e  soit  entièrement  supérieur  à 
l'origine,  et  pour  simplifier  nous  admettrons  aussi  que  la  cons- 
tante 7L  est  nulle. 

Les  fonctions  f{z)^  f{z)  sont  données  seulement  pour  tous  les 
points  de  la  tige,  on  quand  z  est  positif.  Alors  par  les  conditions 
initiales  nous  connaîtrons  F(a?),  F,(rc')  seulement  pour  les  valeurs 
positives  de  x^  cd  ;  elles  seront  nulles  à  moins  que  a;  ou  rr'  ne  soit 
compris  entre  h  +  e.  D'ailleurs  x  n'est  jamais  négatif  ;  mais  x' 
peut  l'être  et  en  ce  cas  F,(rr')  serait  arbitraire  sans  la  condition 
w  =  0  pour  -e^  =  0  énoncée  précédemment  ;  comme  alors  x  =  at^ 
x'  =  —  at  il  en  résulte 

il  doit  en  être  ainsi  quel  que  soit  at,  et  de  la  sorte  quand  rc'  aura 
une  valeur  négative  —  a;"  on  devra  prendre  F,( —  af')  =  —  F(a;"). 
Or  xf'  =  —  x'  =  at—  z.  Cette  condition  peut  se  réaliser  plus 
simplement  en  admettant  que  F^^')  est  nulle  pour  toute  valeur 
négative  de  ic',  mais  augmentant  u  d'un  troisième  terme  —  F(af  ), 
nul  aussi  quand  ji'  est  négatif,  oi'  ayant  pour  valeur  a*  —  z.  Quant 
aux  valeurs  positives  de  x,  x%  nous  savons  déjà  que  F, (a;'),  F(af) 
sont  nuls  à  moins  que  x\  -x!'  soient  compris  entre  h  -re.  On  aura 
ainsi 

En  réduisant  u  à  F^(:r')  le  mouvement  est  encore  représenté 
par  l'onde  L  ;  pour  u  =  Y{x)  c'est  l'onde  L' tant  qu'elle  ne  sort 
pas  de  l'espace  occupé  par  la  tige.  Quant  à  F(:r")  la  condition 
pour  qu'il  ne  soit  pas  nul  est  que  od'  ou  at  —  z  soit  compris  entre 
/^  +  e,  ou  que  at  —  z  —  &  le  soit  entre  ±  e,  auquel  cas  il  en  sera 
de  même  de -e^  +  /i  —  at  ouxl  -\-h\  elle  signilie  donc  que  M  soit 
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compris  dans  l'onde  supérieure  envoyée  par  une  couche  ébranlée 
dont  la  section  moyenne  aurait  pour  ordonnée  —  A  au  lieu  de  /i, 
et  n'existerait  donc  pas  matériellement.  Cette  onde  atteindrait 
l'origine  en  même  temps  que  Tonde  L',  et  commencerait  à  exister 
dans  la  tige  et  s'y  propager  en  montant,  en  même  temps  que 
l'autre  disparaîtrait.  Ce  serait  ainsi  l'onde  L'  réfléchie  par  l'ori- 
gine. Son  intensité  est  exprimée  par  la  même  fonction  F,  mais  les 
déplacements  correspondants  sont  inversés,  le  terme  ¥(x")  ayant 
le  signe  — . 

116.   Kmplol   du   principe   de   d'Aleinbert.   —  En 

général  dans  un  corps  élastique  des  conditions  d'équilibre  corres- 
pondent à  chaque  élément  de  masse,  et  en  désignant  par  X,  Y,  Z 
les  projections  de  la  force  extérieure  f  agissant  sur  l'un  d'eux, 
elles  ont  la  forme 

X  +  G  =  0,  Y  +  G'  =  0,  Z  4-  G"  =  0 , 

les  quantités  (x.  G',  G"  dépendant  des  variables  qui  définissent  la 
déformation  du  corps  ;  elles  expriment  donc  les  forces  ou  pressions 
exercées  par  les  éléments  de  masse  voisins.  S'il  n'y  a  pas  équi- 
libre la  force  totale  agissant  sur  l'élément  a  pour  projections 
X  +  G,  etc.,  et  par  suite,  x^,  /y,,  z^  étant  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  les  équations  de  son  mouvement  sont 


m 


d^x, 


dt 


}  =  X  +  G,  etc.  , 


et  pourraient  ainsi  se  déduire  des  conditions  d'équilibre  en  rem- 

d*x 

plaçant  X,  Y,  Z  par  X  —  m  -.- - ,  etc.  Cette  déduction  est  con- 
forme au  principe  de  d'Alembert,  mais  résulte  immédiatement  des 
équations  du  mouvement  d'un  point  matériel,  et  toute  considéra- 
tion des  forces  perdues  ou  des  forces  d'inertie  est  superflue  dans 
le  cas  actuel.  Au  numéro  précédent  par  exemple,  où  l'élément  était 


~»~^^>'SiïWE '^' 
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une  tranche,  nous  avons  égalé  de  suite  m  —  aux  forces  verticales 

agissant  sur  la  tranche. 

Application  aux  oscillations  transversales  d'une  tige  élastique, 
—  En  conservant  les  données  et  les  notations  du  numéro  35  nous 
avons  trouvé 

entre  autres  conditions  pour  l'équilibre  de  la  portion  EFH  de  la 
tige  comprise  entre  la  section  droite  quelconque  EF  et  la  section 
terminale  H  ;  ^i  est  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures 
agissant  sur  cette  portion  par  rapport  au  point  G,  et  pour  le  filet 
moyen  p  est  le  rayon  de  courbure  en  G  ;  â;  est  le  coefficient  d'élas- 
ticité, o)  la  section  de  la  tige  et  i*  une  constante  du  même  ordre 
de  grandeur. 

Nous  avions  ensuite  examiné  le  cas  où  une  force  extérieure 
unique  était  appliquée  en  H  ;  mais  dans  la  recherche  actuelle  nous 
devons  supposer  qu'il  en  agit  une  sur  tous  les  éléments  de  masse  ; 
pour  ceux-ci  d'ailleurs  nous  avons  pris  des  tranches  comprises 
entre  deux  sections  normales  très  voisines.  En  ne  considérant  que 
les  forces  verticales,  soit  Yds  celle  qui  agit  sur  un  élément  inter- 
ceptant la  longueur  ds  du  filet  moyen,  Y  étant  une  fonction  donnée 
de  l'abcisse  x  de  la  tranche.  En  remplaçant  a  par  la  somme  des 
moments  de  ces  forces  nous  aurons 

—    -  =  1 1  dsix  —  X) , 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  tranches  comprises  entre  EF 
et  H  ;  X  correspond  à  EF  ;  a;'  à  la  tranche  quelconque  ;  Y'  est  ce 
que  devient  Y  en  y  remplaçant  x  par  x\ 

Toutefois  en  négligeant  le  carré  du  rapport  -~    suï)posé  très 

l  d}y 

petit  on  a  —  =  -\^  et  en  outre  ds  =  dx'^  d'où 
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ax 


l—  j''  r{x  —  x)dx  =  0  , 


a  étant  la  valeur  de  rz;  en  H. 

Cette  condition  d'équilibre  n'a  pas  la  forme  convenable,  Y  res- 
tant sous  le  signe  I  ;  on  doit  la  remplacer  par  sa  dérivée  jjar 
rapport  à  x,  ou 

Celle-ci  toutefois  n'équivaut  pas  à  l'équation  primitive,  mais  à 
cette  équation  avec  l'addition  d'un  terme  constant  ;  il  faut  donc  y 
joindre  comme  condition  complémentaire  ce  que  devient  l'équation 
primitive  pour  une  valeur  particulière  de  x,  et  nous  prendrons 
pour  celle-là  a:  =  a  ;  la  condition  à  joindre  à  la  dérivée  ci-dessus 

sera  donc  -,  ,  =  o  pour  x  =  a.  Quant  à  cette  dérivée,  où  Y  entre 

encore  sous  le  signe  l  ,  on  devra  de  nouveau  la  remplacer  par  sa 

dérivée  relative  à  x,  en  y  joignant  ce  qu'elle  devient  pour  x==  a. 
c'est-à-dire  par 

d*y 
/f<oX*T^  —  Y  ==  0,  X  étant  quelconque  , 

et 

d'y 

.--,  =  0  pour  X  =  a  . 
dc^ 

On  trouverait  des  relations  analogues  pour  la  composante  X  de  * 
la  force  extérieure;  mais  pour  connaître  la  loi  des  vibrations 
transversales,  la  précédente  nous  suffit  ;  y  correspondant  au  centre 

d^u 

de  gravité*  de  la  tranche,  on  doit  remplacer  Ydx  par  Ydx  —  m  -^ 
m  étant  la  masse  de  la  tranche  ;  si  D  est  sa  densité  on  a  m  =  wDdrc, 

d'y 

et  par  suite  Y  doit  être  remplacé  par  Y  —  (oD  ^  ;  nous  suppose- 
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rons  d'ailleurs  ensuite  Y  =  o,  ce  qui  donnera  pour  équation  du 
mouvement 

en  posant  -^-  =  b*  ;  il  y  faut  joindre  les  conditions  particulières 


pour  X  ~  a,  et  en  outre 


dy 


pour  a;  =  0,  la  tige  étant  encastrée  à  l'origine.  Cette  équation  et 
d'autres  analogues  ont  été  intégrées  en  série  par  Poisson;  la 
démonstration  rigoureuse  de  ces  solutions  résulte  de  théorèmes 
généraux  donnés  par  Cauchy. 

Inutilité  des  conditions  d'équilibre  relatives  aux  moments;  exem- 
pie  d'un  fil  élastique.  —  C'est  par  extension  qu'au  numéro  35 
nous  avons  pris  pour  éléments  des  tranches  qui  n'étaient  infini- 
ment petites  que  dans  le  sens  de  l'épaisseur.  Communément  un 
élément  de  masse  l'est  dans  les  trois  dimensions.  Par  définition, 
ces  éléments  sont  assez  petits  pour  qu'en  considérant  l'équilibre 
du  corps  dont  ils  font  partie  toute  force  agissant  sur  l'un  d'eux 
puisse  être  regardée  indifféremment  comme  appliquée  à  tout  point 
de  son  intérieur,  par  exemple  à  son  centre  de  gravité  ;  dès  lors  il 
suffit  pour  l'équilibre  de  l'élément  que  les  sommes  des  projections 
des  forces  agissant  sur  lui  soient  nulles,  car  les  forces  étant  ap- 
pliquées au  même  point  seront  alors  détruites,  et  les  sommes  des 
moments  s'annuleront  d'elles-mêmes. 

Cette  réduction  s'étend  aux  équations  du  mouvement  j^n  rem- 

plaçant  X,  Y,  Z  par  X  —  m  * ,  etc., on  aura  seulement  les  valeurs 
de  -^,  etc.,  sans  aucune  équation  concernant  la  rotation  de  l'élé- 
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ment  ;  et,  en  effet,  l'état  de  mouvement  d'un  corps  élastique  est 
entièrement  déterminé  si  l'on  connaît  celui  du  centre  de  gravité  de 
chaque  élément. 

Au  numéro  33  par  exemple  nous  avons  trouvé  pour  condition 
d'équilibre  d'un  fil  flexible. 

d.(T  cos  a)  +  \ds  =  o  , 

T  étant  la  tension,  et  deux  autres  seulement,  parce  que  l'élément 
de  longueur  ds  est  infiniment  petit  en  tous  sens,  et  le  point  d'appli- 
cation de  la  force  extérieure  indéterminé  sur  cette  longueur.  Il 
est  clair  que  ces  mêmes  équations  exprimeraient  encore  les  condi- 
tions d'équilibre  si  le  fil  était  élastique,  c'est-à-dire  non  seulement 
flexible,  mais  extensible.  Pour  en  déduire  la  première  équation  du 
mouvement,  x,  y,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément, 
il  faut  remplacer  Xds,  première  composante  de  la  force  extérieure 

par  —  M  —,  en  supposant  t^nsuite  la  force  nulle  ;  en  nommant  c 

la  masse  de  l'unité  de  longueur  du  fil  à  l'état  naturel,  et  À  la  lon- 
gueur alors  occupée  par  l'élément  qui  devient  plus  tard  ds,  on 
aura  m  =  c/.  L'équation  deviendra  ainsi 

d*x 

rf.(T  COS  a) CX  -rjr  =  0  , 

dans  laquelle  en  outre  T  est  une  fonction  de  l'extension. 

Application  aux  cordes  vibrantes.  —  Supposons  que  le  fil  à 
l'état  naturel  soit  tendu  avec  une  force  h  entre  deux  points  fixes 
A,  B,  et  qu'on  l'écarté  légèrement  de  cette  position.  En  prenant  A 
pour  origine,  AB  pour  axe  des  x,  chaque  point  M  du  fil  sera 
défini  par  la  valeur  de  x  qui  lui  correspond  dans  l'état  naturel,  et 
nous  désignerons  par  x-\-  u,  y,  z,  ses  coordonnées  variables  pen- 
dant le  mouvement,  de  sorte  que  w,  y,  z  seront  fonctions  à  la  fois 

de  a;  et  dei;  ainsi  dans  la  première  équation  du  mouvement  ,- 
doit  être  remplacé  par  -^.  Si  a/,  u\  t/,  jsf  correspondent  au  point 
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M',  de  sorte  que  oi  —  a;  =  dx^  u'  —  w  =  du^  etc.,  on  aura  pour 
la  distance  MM'  =  ^5 

f/««  =  (x'  -H  «'  —  X  —  uY  +  (2^'  —  yY  +  {z'  —  ;r)»  = 

=  -[('+5)'+(*)V(|)']. 


d'où 


ia?  +  d»  ^        <iv  iz 

co'i  a  =  — 1 ,  cos  S  =  -p ,  cos  Y  =  -T- 

as  ^        as  *        08 


Nous  considérerons  :r  >  "T^j  "r  comme  de  très  petits  rapports, 

dx    ax    dx 

et  en  négligeant  les  termes  qui  les  contiennent  à  un  degré  supé- 
rieur au  premier,  nous  aurons 

La  longueur  primitive  dx  de  l'élément  étant  devenue  d$  ou 
cte  (  1  -f-  -5^),-^  est  l'allongement  relatif,  auquel  l'accroissement 
de  la  tension  est  proportionnel.  Par  conséquent 

fw.       .    .       du 

g  étant  une  constante.  On  a  ainsi 

T  cos  a  =  A  -h  </  -A  ,        T  cos  S  =  /i  -p-,  T  cos  y  =  ^  -7^ 

dx  ax  ax 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

V         >  dhi 
a.(T  cos  rf)  —  ck—  =0 

et  ses  analogues,  remplaçant  \  par  dx^  on  trouve 
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où  a'=  -,  6*  =  — .  Ces  équations  aux  dérivées  partielles  sont  pa- 
reilles à  celle  que  nous  avons  intégrée  au  numéro  précédent  ;  mais 
la  même  méthode  ne  peut  être  suivie  actuellement  ;  nous  avons 
vu  que  si  la  tige  se  terminait  à  une  section  fixe,  l'onde  était  réflé- 
chie, mais  s'il  y  en  a  deux  en  A  et  B  la  répétition  des  réflexions 
en  chacun  d'eux  donne  au  mouvement  une  forme  périodique  fort 
différente;  il  s'exprime  alors  au  moyen  de  ce  qu'on  nomtoe  la 
série  de  Lagrange,  que  nous  n'exposerons  pas  ici. 

Les  vibrations  longitudinales  d'une  tige  élastique  terminée  en 
deux  points  fixes,  celles  de  l'air  contenu  dans  un  tuyau  fermé, 
rentrent  aussi  dans  ce  qui  précède. 

117.  Relations  fondamentale»  entre  les  jpressions 
intérieures  d'un  eorps.  —  La  pression  sur  un  plan  limité  P 
signifie  comme  nous  savons  1  ensemble  des  forces  du  contact  exer- 
cées par  la  portion  du  corps  située  d'un  premier  côté  du  plan  sur 
celle  qui  est  située  de  l'autre,  et  pour  simplifier  nous  supposerons 
toujours  cette  dernière  du  côté  où  l'on  mène  la  normale  au  plan. 
Les  forces  du  contact  sont  projetées  sur  trois  axes  rectangulaires, 
ce  qui  donne  les  pressions  suivant  trois  directions. 

Chacune  de  ces  composantes  dépend  de  l'aire  plane  sur  laquelle 
elle  s'exerce,  et  lui  est  sensiblement  proportionnelle  quand  cette 
aire  est  petite  ;  en  effet,  elle  est  la  même  pour  deux  aires  voisines 
égales  et  très  petites.  Le  rapport  de  la  pression  à  l'aire  supposée 
infiniment  petite  se  nomme  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face. 

Soit  M  le  point  pour  lequel  nous  voulons  évaluer  les  pressions 
ou  par  lequel  nous  menons  une  petite  aire  plane  ;  si  sa  normale 
est  parallèle  à  l'axe  des  x  et  de  même  sens,  les  projections  de  la 
pression  sur  les  axes  rapportées  à  l'unité  de  surface,  seront  dési- 
gnées par  jpa,^,  ^^y ,  j?^,  ;  ce  seront  de  même  2?^^,  j?yy,  ^^^  si  la  nor- 
maie  à  l'aire  plane  est  parallèle  à  l'axe  des  y^  et  !>«.,  i>-sy,  jp»»  si 
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elle  Test  à  l'axe  des  z.  Comme  on  Ta  vu  plus  haut,  ces  forces  sont 
exercées  sur  la  portion  du  corps  située,  par  rapport  à  Taire  plane, 
du  côté  des  coordonnées  positives. 

Chaque  expression  ^<j.^,  etc  ,  est  une  fonction  continue  des  coor- 
données x^  y^  z  du  point  M  ;  en  effet,  si  par  exemple  i?„  était 
différent  pour  deux  plans  infiniment  voisins  parallèles  à  celui  des 
x\j^  cette  différence,  c'est-à-dire  une  force  finie,  agirait  sur  la 
masse  infiniment  petite  comprise  entre  les  plans,  et  lui  donnerait 
une  vitesse  infinie. 

Les  relations  entre  les  pressions  qui  forment  Tobjet  de  ce 
numéro  se  rattachent  à  la  dynamique  et  non  à  la  statique,  parce 
que  le  corps  peut  être  en  repos  ou  en  mouvement;  elles  restent 
exactes  quel  que  soit  ce  corps,  ou  s'étendent  à  un  système  maté- 
riel quelconque,  pouvant  être  hétérogène,  élastique  ou  fluide.  Elles 
ne  cesseraient  même  pas  d'avoir  lieu  si  le  mouvement  supposé 
consistait  dans  la  déformation  permanente  d'un  corps  mou. 

On  le  reconnaîtra,  dans  toutes  les  démonstrations  qui  suivent, 
à  ce  qu'elles  sont  basées  sur  le  principe  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  ou  sur  celui  des  aires,  ayant  tous  deux  cette  généralité. 

Première  propriété.  —  Soient  p'j.y  p'y  p\  les  tro'is  annposanies  de 
la  pression  en  M  sur  un  plan  P  dont  la  nonnals  ML  fait  avec  les 
axes  les  angles  //  a,  -Jj  la  pression  étant  comme  ci-dessus  exercée 
sur  la  portion  du  corps  située  du  côté  de  cette  normale  ;  on  aura 


(A) 


Py  =  Pxy  C«S  X  -f-  Pyy  COS  |i  -f-  p^^    COS  V  , 
Pz  =  Pxz  COS  X  -f  Py^  COS  |i,  -t-  p^^    COS  V  . 

Démonstration.  —  Menons  le  plan 
ABC  parallèle  à  P  à  une  très  petite 
distance  et  du  côté  de  la  normale  ML  ; 
soient  H,  A,  B,  C  les  points  où  il  coupe 
cette  normale,  et  des  parallèles  atlx 
axes  menées  par  le  point  M.  En  suppo- 
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é 

sant  le  corps  en  mouvement  soient  rz;,,  y,,  z,  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  la  masse  m  comprise,  à  l'instant  que  Ton 
considère,  dans  le  tétraèdre  MABC  ;  on  aura 


m 


rf'jc, 


dt 


i  =  IX  . 


2X  étant  la  somme  des  projections  des  forces  qui  agissent  sur  la 
masse  ;  la  distance  MH,  jusqu'ici  arbitraire,  sera  supposée  décroî- 
tre jusqu'à  0,  et  pour  un  instant  nous  laisserons  de  côté  dans 
l'équation  précédente  tous  les  termes  qui  par  rapport  à  MH 
seraient  alors  au  moins  du  troisième  degré.  Il  en  est  ainsi  du 
volume  et  de  la  masse  m  du  tétraèdre,  et  par  suite  des  termes  X 
dus  à  des  forces  extérieures  autres  que  les  pressions,  ces  forces 
variant  sensiblement  comme  la  masse  ;  de  la  sorte,  en  négligeant 
les  termes  du  troisième  degré,  on  aurait  2X  =  o,  la  somme  ne 
s'étendant  qu'aux  pressions  exercées  sur  le  tétraèdre. 

Pour  celles  qui  agissent  sur  chaque  élément  de  la  face  MAli, 
rapportées  à  l'unité  de  surface,  on  peut  prendre  partout  la  même 
valeur  qu'en  M  ;  l'erreur  commise  sur  cette  pression  en  eflfet  serait 
du  premier  degré,  et  s'exercerait  sur  tous  les  éléments  d'une  aire 
qui  est  du  second  ;  l'erreur  totale  serait  ainsi  du  troisième  ;  cette 
remarque  s'étend  aux  faces  MAC,  MBC.  Pour  la  même  raison  on 
peut  attribuer  aux  composantes  des  pressions  sur  ABC  les  mêmes 
valeurs  que  pour  le  plan  P  mené  en  M,  ou  p'^.^  p'y^  p\. 

Soit  maintenant  X,  la  valeur  de  2X  après  ces  réductions,  et  s 

l'aire  ABC  ;  le  terme  de  X^  correspondant  à  la  pression  sur  ABC 

est  —  sp'a-,  en  remarquant  qu'elle  était  désignée  par  sp'j.  quand 

elle  s'exerçait  sur  la  portion  du  corps  située  du  côté  de  HL,  ou 

extérieure  au  tétraèdre.  Pour  une  autre  face,  par  exemple  MAC, 

son  aire  étant  s',  la  pression  exercée  sur  la  masse  intérieure,  ou  le 

terme  de  X^,  est  de  même  -f-  s'py^  si  MB  a  le  sens  des  y  positifs; 

fi  est  alors  aigu  et  c'est  le  dièdre  des  plans  BAC,  MAC,  d'où 

s'  =  s  cos  |x  ;  ce  terme  devient  ainsi  spy^  cos  fx  ;  il  conserve  la  même 

33 
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forme  quand  MB  a  le  sens  des  y  négatifs  ;  en  effet,  s'^y^:  repré- 
sente alors  le  terme  cherché  en  signe  contraire,  et,  d'antre  part, 
p.  étant  obtus,  on  a  s'  =  5  cos  (^  —  ,:ji). 

On  vérifierait  de  même  que  les  termes  de  X,  correspondant  aux 
faces  MAB,  MBC,  sont 

sp^  cos  V,  «p^  cos  X  , 

d'où 

^t  =  «(Po-r  ^^  ^  +  V   COS  (I.  +  p^^  COS  V.  —  p',). 

L'équation  générale 


devient  ainsi 


X,  +  d>  =  0,    OU  — i  +  — i-  =  0  , 

s  8 


\};  désignant  l'ensemble  des  termes  négligés  du  troisième  degré. 
Comme  s  est  du  second,   ^-  est  encore  du  premier,  et  converge 

X 

vers  0  quand  MH  diminue  ;  en  même  temps  -^  ne  change  pas,  et 

s 
X 

par  suite  à  la  limite  on  a  ---  =  0;  c'est  la  première  des  formu- 
les (A)  ;  les  autres  s'en  déduisent  par  des  échanges  de  lettres. 

Conséqîience  :  Si  en  un  point  M  la  pression  est  uniquement  nor- 
male en  tous  sens,  eUe  est  aussi  égale  en  tous  sens.  —  En  effet,  par 
hypothèse  Py^  =  0,  p^^  =  0,  et  pour  le  plan  P,  de  même^'^,  p'y,  p\ 
sont  les  projections  d'une  pression  unique  j?'  exercée  du  côté  de  la 
normale  et  dans  sa  direction  ;  par  suite  p'^^  =  p'  cos  A.  La  première 
équation  (A)  devient  ainsi 

p'cosX  =  p^  cosX,  p   =  p^. 


Ainsi  la  pression  normale  p'  sur  tout  plan  passant  par  le 
point  M  a  la  valeur  constante  p^^  et  entre  autres  ^^^^  =  Pw  =  JP»»- 
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Seconde  propriété.  —  Les  sommes  des  projections  des  presmns 
ixgissant  sur  un  volume  Vsont 


•     -V£, 


en  posant 


-H 


-vc, 


<B) 


Ê 


1  = 


c  = 


dx  dy  dz 

dx            dy  dz 

T r:. — r 


dx 


dy 


ces  dérivées  partielles  correspondant  chacune  à  Vim  des  points  inté- 
rieurs au  volume  V, 

Pour  vérifier  la  valeur  de  la  première  somme  que  nous  désigne- 
rons par  X,  partageons  la  surface  du  volume  V 
en  éléments  w,  et  soient  pour  chacun  >,  /x,  v  les 
angles  de  la  normale  intérieure  avec  les  axes. 
D'après  les  équations  (A)  la  projection  cher- 
chée, pour  la  pression  agissant  sur  un  seul 
élément,  est 

<«>  \^Pxx  cos  X  +  Pyj,  COS  |i  +  P»  cos  v] 

d'où  résulte  X  =  A  +  B  -f-  G,  en  posant 


A  =  ïcop^  cos  X,  B  =  ^iii^Pyx  cos  |i, 


C  =  £cD/>„  cos  V  , 


les  sommes  s'étendant  à  tous  les  éléments. 

Il  nous  suffit  de  considérer  le  cas  où  la  surface  est  convexe. 
Pour  évaluer  C  partageons  le  plan  des  xy  en  éléments  tels  que  M" 
^t  sur  chacun  élevons  un  prisme  mince  qui  intercepte  sur  la  sur- 
face deux  éléments  M,  M';  soient  pour  le  second  «,  v ,  si,  p'^  ce 
^ue  deviennent  cû|  v,  z^  p„  qui  correspondent  à  M  ;  soit  aussi  a>" 
Taire  de  M''  ;  comme  évidemment  v  est  aigu,  v  obtus,  on  a 


(D 


» 


0  cos  V, 


«>"  ^  «'  cod  (it  -^  v')  =s= 


0)'  cos  v'  ; 
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ainsi  les  termes  de  C  correspondant  à  M,  M' sont 


l 'aillears  w"  (/  —  ^)  =  v,  volnme  MM'  intercepté  par  le  prisme,  e» 
entre  comme  p^  est  une  fonction  continue  de  j,  et  p'^,, — Pa,  son 
accroissement  quand  s  varie  seul,  on  a,  d'après  un  théorème 
connu, 

cette  dérivée  partielle  ayant  une  valeur  intermédiaire  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  qui  correspondent  aux  divers  points 
de  la  droite  MM'.  Il  en  résulte 


sera  évidemment  la  valeur  de  cette  dérivée  correspondant  à  un 
certain  point  intérieur  an  volume  total  V  ;  nous  aurons  ainsi 

rf.p  d.p 

C  =  _  /:"  v„  =  _  V  -p , 

dz  dt 

Y  étant  le  volnme  total.  On  trouverait  de  même 

A  =  _  \'  -^-^,  H  =  -  V  '^4"  . 

dx  dy 

et  de  la  sorte  X  ou  A  -|-  B  +  C  prend  la  forme  —  VS,  Ç  ayant  la 
valeur  (B)  ;  on  en  déduirait  les  deux  autres  sommes  de  projec- 
tions —  Y-f),  —  VÇ  par  des  échanges  de  lettres. 

Conséquence  :  Conditions  d'équilibre  et  équations  du  mouve- 
ment. —  En  supposant  la  masse  m  très  petite  ou  réduite  à  un  élé- 
ment, V  étant  son  volume,  les  projections  des  pressions  agissant 
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sur  elle  sont  —  VÇ,  etc.  ;  les  autres  forces  extérieures  étant  sen- 
siblement proportionnelles  à  la  masse,  nous  désignerons  par  mX, 
mY,  mZ  les  sommes  de  leurs  projections,  de  sorte  que  X,  Y,  Z 
sont  des  quantités  finies;  la  première  condition  d'équilibre  de 
Téléraent  est  ainsi 

les  autres  s'en  déduisent  par  des  échanges  de  lettres.  On  en  tire 
les  équations  du  mouvement  en  remplaçant  mX,  mY,  wZ  par 

mX —  ^7.1?  6tc.  En  les  divisant  par  V,  et  désignant  par  p  la 

densité,  de  sorte  que  m  =  Vp,  elles  deviennent 

en  donnant  à  Ç,  r/,  Ç  les  valeurs  (Bj. 

Troisième  propriété.  Les  composantes  tangentielles  des  pressions 
sont  égales  deux  à  deux,  (fest-à-dire  qu'on  a 

^     ^  •  yx  '  «y*  «IX  *  *s*  »  îy  '  y«* 

Démonstration,  —  Menons  par  M  des  droites  MA,    ^ 
^IB,  MC,  parallèles  aux  axes  et  de  même  sens,  ayant 
des  longueurs  égales  /,  et  en  prenant  M  pour  origine,   "Xi""^'-v 
appliquons  le  principe  des  aires  à  la  masse  qui  à 
l'instant  que  Ton  considère  occupe  le  cube  MABC.  Nous  aurons 


(il 


1  =  ^» 


la  seconde  somme  s'étendant  à  tous  les  éléments  m  de  la  masse. 

Supprimons  provisoirement  dans  cette  relation  les  termes  qui 

en  supposant  l  très  petit  seraient  au  moins  du  quatrième  degré. 

Comme  rr  <  /,  on  aurait,  même  en  donnant  à  . ,  sa  plus  grande  va- 
leur 

mxd'y  d'y 

dt^  di^ 
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expression  du  quatrième  degré,  im  ou  la  masse  totale  étant  da 
troisièBie  ;  ce  tereoe  disparait  donc  et  il  en  est  de  même  de 

myd*x 

^  dt^  • 

On  en  peut  dire  autant  des  moments  des  forces  extérieures 
autres  que  les  pressions  ;  pour  l'une  d'elles  X,  Y  varient  sensible- 
ment comme  la  masse  ou  sont  du  troisième  degré,  et  x,  y  du  pre- 
mier ;  réquation  se  réduit  ainsi  à 

en  n'y  tenant  compte  que  des  pressions  ;  quant  à  celles*ci  rappor- 
tées à  l'unité  de  surface  une  erreur  du  premier  degré  par  rapport 
à  l  est  négligeable,  car  multipliée  par  a;  ou  y  elle  deviendrait 
du  second,  et  serait  multipliée  encore  par  l'élément  d'une  face 
dont  l'aire  est  l\  et  par  suite  deviendrait  en  tout  du  quatrième. 
Nous  pouvons  donc  en  chaque  point  d'une  des  faces  attribuer  aux 
V^ojections  p^j Pj.yj  etc.,  la  même  valeur  qu'au  point  M,  en  tenant 
compte  du  changement  de  sens  de  ces  forces  quand  on  passe  d'une 
face  à  son  opposée  ;  l'erreur  commise  sur  chacune  est  en  effet  du 
premier  degré. 

Pour  calculer  l(xY — yX)  nous  devons  partager  en  éléments^ 
d'une  façon  identique  deux  faces  opposées  du  cube,  et  associer  les 
termes  de  la  somme  qui  correspondent  à  deux  éléments  homolo- 
gues. Pour  ceux-là  les  forces  sont  égales  et  opposées  ;  si  donc  x 
était  le  même  pour  tous  deux  les  termes  correspondants  de  2irY 
se  détruiraient  ;  c'est  ce  qui  aurait  lieu  pour  les  faces  MAC,  MAB 
et  leurs  opposées  ;  on  ne  doit  donc  tenir  compte  que  de  MBC  pour 
laquelle  x  =  o,  et  de  son  opposée  pour  laquelle  x  =  l,  tandis  que 
la  projection  de  la  pression  sur  l'axe  des  y  est  — P;cy  pour  l'unité 
de  surface  et  en  tout  —  l*Pxy]  on  a  par  suite 

IxY  =  —  l'p   , 
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On  trouverait  de  même 

en  remarquant  que  dans  cette  somme  on  doit  tenir  compte  seule- 
ment des  pressions  sur  la  face  MAC  pour  laquelle  y  =  o,  et  sur 
son  opposée  pour  laquelle  y  =  î.  En  désignant  par  -^  l'ensemble 
des  termes  négligés,  l'équation  des  aires  devient  ainsi 

Si  l'on  diminue  l,  comme  ^  est  au  moins  du  quatrième  degré 

^  décroit  sans  limite,  et  l'équation  ne  peut  rester  exacte,  à  moins 

qu'on  n'ait  Pxy=Pyx  ou  la  première  des  relations  (D);  les  autres 
se  dérfontreraient  de  même. 


118.  Valeur  de»  presnions  en  fonetlon  des  Taria- 
bles  qui  expriment  la  déformation.  —  Les  forces  déve- 
loppées dans  les  corps  mous  par  une  déformation  ne  dépendent 
pas  seulement  de  celle-ci,  mais  encore  de  son  état  de  croissance 
ou  de  décroissance.  Nous  supposons  actuellement  que  la  déforma- 
tion  étant  connue,  les  pressions  le  sont  aussi  ;  il  faut  donc  admettre 
que  le  corps  est  parfaitement  élastique.  Sa  nature  est  donc  moins 
générale  qu'au  numéro  précédent,  et,  entre  autres,  les  fluides  sont 
exclus. 

Nous  dirons  que  le  corps  est  à  Vétat  naturel  si  la  pression  est 
normale  en  tous  sens,  auquel  cas,  d'après  le  numéro  précédent, 
elle  est  égale  en  tous  sens.  Nous  admettrons  qu'elle  ait  alors  par- 
tout une  même  valeur  h.  Dans  cet  état  chaque  point  du  corps  est 
défini  par  ses  coordonnées  x,  y,  ^,  qui  après  la  déformation  se 
changent  en  x-j-Uy  y  +  v,  z-^iv.  De  la  sorte  w,  v,  iv  sont  des 
fonctions  de  x,  y,  ^,  et  en  outre  de  t  si  le  corps  est  en  mouvement. 

Valetirs  générales  des  pressions.  —  Les  valeurs  des  six  compo- 
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santés  des  pressions  ou  de  p^^^  etc.,  au  point  M  sont  fonctions,  non 
de  la  déformation  absolue,  mais  de  la  déformation  relative  des 
points  voisins,  c'est-à-dire  que  si  x^  y,  z^  w,  t;,  w  correspondent  à  M 
et  que  leur  accroissement  pour  un  autre  point  soit  désigné  par  la 
caractéristique  .:\,  c'est  des  valeurs  de  Ae^,  Ay,  \w  dans  le  voisi- 
nage immédiat  de  M  que  les  pressions  dépendent,  ces  valeurs 
étant  les  changements  des  coordonnées  de  ces  points  pour  l'ori- 
gine M.  D'ailleurs,,  par  la  série  de  Taylor  on  à 

A«  =  (^)A.+  (^^)A,  +  (-^)A.  +  elc.. 

et  Av,  Aw7  se  développent  de  même.  Mais  les  pressions  ne  dépen  - 
dent  que  des  lois  de  la  déformation  dans  les  points  immédiatement 
voisins  de  M,  pour  lesquels  les  séries  doivent  être  réduites  au 
premier  degré  par  rapport  à  Ax,  Ay,  A^.  Il  en  résulte  déjà  que 
les  pressions  sont  fandions  uniqmvient  des  yieuf  dérivées  partielles 

du     du     du     dv     dv     dv    dw    dw    dw 


dx'  dy'  dz^  dx^  dy'  dz^  dx  '  dy^  dz 

en  effet  les  lois  que  suivent  Aw,  Av,  Aw  ne  dépendent  que  de  ces 
nombres.  . 

Ces  fonctions  seraient  impossibles  à  déterminer  si  la  déforma- 
tion était  considérable,  comme  cela  peut  avoir  lieu,  entre  autres 
pour  le  caoutchouc  ;  nous  devons  donc  la  supposer  faible  ;  d'ail- 
leurs il  en  est  ainsi  en  général,  sans  quoi  la  limite  d'élasticité  serait 
dépassée.  Nous  ne  poserons  pas  comme  condition  que  w,  v.  w  sont 
partout  très  petits,  cette  expression,  appliquée  à  une  distance 
absolue,  n'ayant  pas  de  sens  précis  ;  mais  nous  admettrons  que 
si  r,  /  sont  les  distances  de  deux  points  avant  et  après  la  déforma- 

tion  l'angle  de  ces  droites  est  très  petit  et  que  le  rapport  —  diffère 

trè^  peu  de  V unité. 

£n  réalité,  la  déformation  restant  faible,  le  déplacement  du 
corps  et  les  valeurs  de  u^  v,  iv  peuvent  être  considérables.  On 


ij 
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doit  alors  décomposer  le  changement  eu  deux  autres  ;  pour  le  pre- 
mier il  y  a  déformation  sans  changement  notable  de  position,  de 
sorte  que  les  conditions  précédentes  sont  satisfaites;  pour  le 
second  il  n'y  a  pas  de  déformation,  mais  un  déplacement  pareil  à 
celui  d'une  figure  invariable.  D'ailleurs  les  pressions  intérieures 
ne  résultent  que  du  premier  changement,  et  on  pourrait  les  trou- 
ver après  le  second  par  une  transformation  de  coordonnées  ;  mais 
ce  cas  d'un  déplacement  notable  ne  présentant  pas  d'application 
importante  est  inutile  à  considérer,  de  sorte  que  nous  pouvons 
toujours  supposer  les  conditions  ci-dessus  satisfaites  par  u^  v,  w 
dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  ;  voici  ce  qui  en  résulte  : 

Soit  dans  Tétat  naturel  A  un  point  voisin  de  M,  MA 
étant  supposé  parallèle  à  l'axe  des  a;,  de  sorte  que  A?/  =  o, 
A^  =  0  ;  après  la  déformation  soit  A'  la  position  de  A  rela- 
tive à  M,  ayant  pour  coordonnées  relatives 

X  =  A.r  +  au,  y'  —  Av,  z  =  àw  ; 

le  rapport       =  ,^  doit  difierer  peu  de  l'unité  ;  il  en  est  de  même 

de  — .^^j — ,  Ao;  +  au  étant  la  projection  de  A'M  sur  AM  ou  sur 

l'axe  desx,  et  l'angle  AMA  étant  très  petit;  on  pourra  donc  en 

dire  autant  de 

àx  -f-  A«  _  Ao?  +  Aw 
AM~  ^      Ix       ' 

et  par  suite  -r^  sera  très  petit  ;  ^^  ou  ^  et  ^'^  doivent  l'être 
aussi.  D'ailleurs  d'après  les  valeurs  de  àu,  Av,  A?^,  où  a^=  A^  =  o, 
ces  rapports  sont  les  mêmes  que  (Trjjf/A  (  r:)-  Ce  raisonne- 
ment s'étend  aux  autres  dérivées  partielles  l-r-\  etc.,  en  suppo- 
sant MA  parallèle  à  Taxe  des  y  ou  des  z  ;  la  condition  ci-dessus 
relative  à  r,  r'  revient  donc  à  ce  que  ces  neuf  dérivées  partielles 
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sont  très  petites.  En  développant  les  six  pressions  saivant  leurs 
paissances,  on  pourra  donc  négliger  les  termes  de  degré  supérieur 
au  premier,  et  réduire  ainsi  les  pressions  à  des  fonctions  linéaires 
des  dérivées;  c'est  ainsi  qu'au  numéro  115  la  pression  P  était 

exprimée  par  —  qs  -j-  ks  ( -^  )  ;  en  général,  cette  réduction  aux 

termes  du  premier  degré  signifie  que  si  l'on  modifie  la  déformation 
en  la  laissant  semblable  à  elle-même,  c'est-à-dire  si  l'on  augmente 
u,  V,  w  dans  un  même  rapport  indépendant  de  x,  y^  z^  les  pres- 
sions croissent  toutes  dans  ce  rapport  en  faisant  abstraction  de 
leur  valeur  primitive  A  ;  or,  dans  la  réalité,  ces  pressions  consti- 
tuent des  résistances  à  l'extension,  au  glissement,  à  la  torsion,  et 
la  loi  précédente  est  toujours  observée.  Il  ne  nous  reste  donc  qu'à 
trouver  les  coefficients  des  dérivées. 
Première  réduction.  —  En  posant 


- . ,  -  =  a 


du 

dv        dw 

dv        dw 

dx 

di  "^  dy       ''• 

dz         dy 

dv 

dy 

dw        du 
dr+dz-^' 

dw        du 
dx        dz 

dw 

du    j    dv 

du         dv 

d.  =^' 

dy  "^  dr  ■"  ^' 

dy         d.r 

I  ' 


^y^^         ^  =  Y.  -77  +  -:ir  =  p'  ^  -  ^  =  P.  ' 


nous  pouvons  regarder  les  pressions  comme  des  fonctions  linéaires 
de  X,  Y,  Z,  a,  (3,  y,  a^,  (3^,  y^,  au  lieu  des  neuf  dérivées,  et  leurs 
coefficients  resteront  les  mêmes  quelle  que  soit  la  déformation 
dans  le  voisinage  de  M.  En  prenant  pour  un  instant  M  comme 
origine,  ce  qui  ne  change  point  les  dérivées,  imaginons  qu'on  tire 
w,  V,  w  des  relations 

X  -f  w  =  •'*  cos  6  -|-  y  sin  6,       y  -^^  ^  =  —  j:  sin  6  -f-  j/  cos  6i       «;  =  o  ; 

le  corps  n'aura  fait  que  tourner  du  petit  angle  (i  autour  de  l'axe 
des  z  mené  par  M  ;  on  a  alors 

'du         .    ^  dv  .    ^ 

-    =  sm  e,  - .     =  —  sin6, 

dy  d.r 
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et  toates  les  autres  dérivées  sont  oa  nulles  ou  du  secoud  degré  par 
rapport  à  0  ;  parmi  les  neuf  quantités  X,  Y, ...  y,  on  a  y,  =  2  sin  ^ 
toutes  les  autres  étant  nulles  ou  du  second  degré. 

D'autre  part,  la  déformation  n'existant  pas,  les  pressions  doi- 
vent se  réduire  à  la  pression  primitive  A,  et  par  suite  le  terme 
en  7,  doit  manquer  dans  chacune  d'elles  ;  en  considérant  des  rota- 
tions autour  de  l'axe  des  x  ou  des  y  on  trouverait  le  même  résultat 
pour  a,  et  |3,.  On  a  donc 

ip^^=h  +  AX  +  BY  +  CZ  +  A'a  +  B'p  +  C'y  , 
(F)  ] 

f  p^^=  A"X   \-  B^Y  f  C"Z  -f  A'"a  -h  B'"p  +  €"'7  , 

et  quatre  autres  valeurs  analogues,  A,  B,  etc.,  étant  des  constan- 
tes inconnues,  en  remarquant  que  s'il  n'y  a  pas  de  déformation,  ou 
si  X,  Y,  Z,  cxy  /3,  y  sont  nuls,  on  doit  trouver  p^  =  A,  py^  =  0. 

Cas  de  Visotropie,  —  Nous  dirons  que  le  corps  est  isotrope 
autour  du  point  M  s'il  est  constitué  de  la  même  manière  dans  tou- 
tes les  directions,  de  sorte  que  dans  les  valeurs  des  pressions  les 
coefficients  restent  les  mêmes  quand  on  change  la  direction  des 
axes.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  il  existe  en  général  certains  plans  de 
symétrie  qu'on  doit  employer  pour  simplifier  les  formules,  mais 
nous  nous  bornerons  au  cas  de  l'isotropie  ;  les  équations  (F)  reste- 
ront alors  exactes  quand  on  remplace  chaque  axe  par  le  suivant,  et 
par  suite  chaque  lettre  x^  y,  z  par  la  suivante  dans  l'ordre  alpha- 
bétique, ce  changement  étant  le  même  pour  w,  t;,  w^  pour  X,  Y,  Z, 
et  pour  3c,  (3,  y  ;  les  valeurs  de  toutes  les  pressions  se  déduiront 
ainsi  de  celles  de  p^ox  ^t  de  p^^^  contenant  douze  coefficents  indé- 
terminés. 

Pour  exprimer  complètement  la  condition  d'isotropie,  il  faut 
remarquer  que  les  équations  (A)  du  numéro  précédent  donnent  les 
pressions  p'^^  p'y^  p\  sur  un  plan  quelconque,  et,  d'autre  part,  en 
transformant  les  coordonnées  de  façon  que  ce  plan  devienne  celui 
des  yz,  les  pressions  devront  coïncider  avec  les  valeurs  de  p^x^ 
Pxy^Pxx}  résultant  des  formules  (F;  ;  mais  tout  changement  de  coor- 


-•-i K 


-**reï 
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données  résulte  de  la  succession  de  trois  autres  dans  chacun  des- 
quels un  axe  est  conservé,  et  il  suffit  évidemment  de  faire  la  véri- 
fication pour  un  de  ces  changements  simples. 

Nous  admettrons  donc,  en  prenant  pour  un  instant  M  pour  ori- 
gine, que  la  normale  au  plan  P  résulte  de  MX  en  le  faisant  tour- 
ner d'un  angle  i  dans  le  sens  direct  autour  de  Taxe  MZ  ;  on  aura 
alors  dans  les  formules  (A) 

• 

cos  X  =  cos  i,  cos  |i  =  sin  t,  cos  v  =  o  , 

d'où 

P'x  =  Ps.  cos  t  +  p^^  sin  t,  p\  =  p^^  cos  i  +  p^  sin  i , 

P\  =  Ps.  cos  t  +  p^,  sin  t . 

Soient  MX',  MY',  MZ'  les  positions  de  nouveaux  axes  qui 
auraient  accompagné  la  rotation  précédente,  etx'j  y\  ^  les  coor- 
données correspondantes.  Les  pressions  parallèles  à  ces  axes 
seraient  évidemment 

P\'  =  P'x  cos  i  +  p\  sin  i\    p\.  =  —  p^  sin  i  +  p\  cos  i,    p\.  =  p\  , 

OU  d'après  les  valeurs  précédentes  et  les  relations  (D), 


P'x-   ==  Psr   COS*  i  4-  p^^  sin*  t  +  2p^^   sin  t  cos  i, 
(0  [  PV  =  (Pyy  —  P«  )  sin  «  cos  i  +  p^   cos  2i , 

pV  =  Px,   cos  î  +  p^,  sin  t . 

D'autre  part  jp'a.. ,  p'y ,  j^'e»  sont  les  valeurs  de  ^ara-»  A^,,  i>;c»  rap- 
portées aux  nouveaux  axes,  auxquels  correspondent  X',  Y',  Z'  u\ 
v\  w\  a,  P',  /;  les  formules  (F)  et  les  valeurs  de  jp,a,,  Pxy  q^i  s'en 
déduisent  donnent  ainsi 

p^,  =  /i  +  AX'  +  BY'  +  CZ'  4  AV  +  B'p'  +  C'y', 

^11)        !  p\.  =  A"Z'  +  B"X'  H-  C'T  +  M"i  +  B"  a'  -*•  C'"p  , 

'  ^/^.  ==  A"Y'  +  B'Z'  +  C"X'  +  A'"p'  -+-  W'i  +  C'a  . 


-^  •■:(-,; 


525 
Les  formules  de  transformation  sont 


r  • 


.r  =  .r  cos  t  —  y  sin  t, 


y  =  ./  sin  i  4-  y'  cos  t. 


z  =z 


et  par  suite  q  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z^ 


dq         dq  [dq    .     .      dq 

-r-r  ==  j     cos  e  -f  ^ /-  sin  «,    —S 


dq  .  .  ,  dq  .  dq  dq 
/-sin  t  +  y^cosi,  .'7  =  ,- 
fir  ay  ai         rf:. 


En  outre 

u  =  M  COS  f  +  «^  sin  t. 

Il  en  résulte 


y'  ==  —  M  sin  i  -j^  t;  cos  i,    '   -  iv  ^  w  . 


•<i.-F 


du'  .  /  t/w 

^  -  =  cos  «  •  - 

dx  \  ax 

dv'  _  .       /  du 

dy'  \  dx 


dv 
dx 

dv 


cos  i  +  -fr  S'"  *  )  +  sin  i  (      /'    cos  i  -f-  j'   sin  ^  | 


du 

dy 


dv 

dy 

.     .   ,    u,u         A  .  I     du    .    ,    .     dv         .\ 

sm  t  -f-    ,  -  cos  M  +  ^'os  1   -   ,  -  sin  t  +    -  -  cos  m 
d.r  !  \     dy  dy  ' 


du 

dy' 

dv' 


•        • 


—  -  SHl  t 


d»         .        dv     .     \    ^  ./     d« 

—  -  cos  t  4-      -  sin  1 1  -|-  cos  t        ,     cos 
dx  dx         I  ^    \    dy 


du 


dv 


dv  » 

i  +  ---  cos  i 
dy  I 

dv 


Vt  =     cos  t  -  -     sin  i  4-  -z—  cos  1    +  sin  i    -  -  -  sin  e  4-  -p-  cos  i } 
«j"  \     àr  dx         )  \    dy  dy  I 


dw'        dw         .    ,    dw    . 
—  -  =  -  -  cos  i  +  --  sin  f, 
dx         dx  dy 

dv'        du    .    .   ,    dv 


-,-  =     -  cos  i  +    ,-  sin  t  , 


dt; 


(/u         du 
dz'        dz 

dw         div    .    .       dw 
-T~,=  -  -V—  sm  î  +  — -  cos  1  . 
dy        dx  dy 


En  remarquant  qu'on  a  X'  =  -7^,  etc  ,  7  =  tt  -+-  ^5  etc.,  on 
en  conclut,  en  ayant  égard  aux  relations  (E), 


(fil) 


X'  =  X  cos*  t  +  Y  sin^  i  4-  y  sin  t  cos  i, 
Y'  =  X  sin*  i  -f-  Y  cos*  i  —  7  sin  t  cos  t, 

a'  =  —  p  sin  i  4-  a  cos  i,  p'  =  ^  cos  i  +  a  sin  i , 

Y  =  2(Y —  X)  sin  i  cos  i  4-  y  cos  2t. 


En  substituant  ces  expressions  dans  les  valeurs  (II)  de  /)'a.., 
P'v'i  P'^'y  elles  devront  être  identiques  aux  valeurs  (I)  quels  que 
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soient  i,  X,  Y,  Z,  »,  (3,  y,  car  t'é| 

déformation    quelconque.    Avant  d'écrire    ces  conditions  d'une 
manière  générale,  il  convient  de  le  faire  poar  des  valeurs  parti- 
culières de  ),  pour  lesquelles  les  numéros  (I),  (II),  (III)  seront 
'  affectés  d'un  ou  deux  accents. 

I¥emier  cas  :  i  =  tt  ;  en  ayant  égard  aux  formules  (F) 

Oii)'     X'  =  X,      Y'  =  Y.     Z'  =  Z,    a'  =  — a,      p' =  -  p.      7' =  7  - 
p\.  .^  A  +  AX  +  BY  +  CZ  —  A'a  —  B'p  +  C'f  , 

01)'        j  p',.  =  A"z  -h  B"x  +  c'T  +  lr^  —  b"'  «  —  c'p , 

f  ),\,  ^  A"Y  +  B"Z  +  0"X  —  A"'p  -f-  B"'y  —  C'a  . 

I  p',.  =  p„   =  A  -h  AX  +  BY  +  CZ  +  AV  +  B'p  +  C; , 
1 1)'      j  p\.  =  p,,   =  A"Z  +  B"X  -(-  C"Y  +  A-T  +  B"a  +  C"p  , 

'  p;,  =  —  p^^  =  —  A"Y  —  B"Z  —  C"X  —  A-g  —  B-7  —  Ca . 

Les  conditions  de  l'identité  sont  : 

pour  )i' y.  A'  ^=  0,  B'  ^  0  ; 

pour  p'^.,  W  =0,  C'  =  o, 

pour  p',, ,  A"  ^=  0,  B"  =  0,  G"  =  0  - 

Seœnd  cas  :  i  =  ^.  En  supprimant  les  coefficients  nuls,  ou 
trouve 

{lliy       X'  =  Y,      Y'  =  X,      Z'  =  Z.      a'  =  -p,      ?'  =  «.      7'  =  -7- 
(  1  ir      p'^,  =  ft  +  AY  +  BX  -+-  CZ  —  C'y,      /,.  =  —  A'7,      p',.=  A-a. 
.  Py  =  p^^  =  h  4-  AY  +  BZ  +  ex  f  C'a, 
f  P,  =—  Pry  -^  —  A'ï.        P','  =  P..  =  A'"- 

Les  conditions  de  l'identité  sont  B  =  C,  G  =  0. 

Cas  général. —  Nous  substituerons  C  =  B,  A  =  (A — B)-f-  B; 
d'après  les  relations  (III)  qui  donnent  X'-|-Y'  =  X-(-Y,  les  for- 
mules (U)  deviendront 
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i  pV='i  +  (A  — B)(Xcos«t  +  Ysin«t  +  7sinicost)  +  B(X  f  Y  +  Z), 

f  p'^.  =  A*[2(Y  —  X)  sin  i  cos  i  +  y  cos  2i],      p',»  =  A''(p  cos  «  +  a  sin  i). 

Les  formates  (F  )  donnent 

;'„  =  M-  (A  -  BJX  +  B(X  +  Y  +  Z) , 
(K)  P„  =  fc  +  (A  -  B)Y  +  B(X  +  Y  +  Z)  , 

et  les  valeurs  (I)  deviennent  ainsi 

p\,  =  A  4-  (A     B)  {X  cos*  i  ^  Y  sin'  i)  +  B(X  +  Y  +  Z)  +  W-j  sin  i  cos  ». 
^1^    I  p'^,  =  (A  —  B)  (Y  —  X)  sin  t  cos  i  +  A'y  cos  ai , 


10.= 


p ,,  =  A^'O  cos  i  +  a  sin  i). 

La  condition  d'identité  se  réduit  à  A  —  B  =  2 A'".  Nous  verrons 
plus  loin  que  A  et  A'"  sont  négatifs  ;  aussi  est-il  préférable  de 
substituer  A'"  =  —  fc,  A  =  —  k\  d'où  B  =  2k  —  1(f  ;  en  em- 
ployant en  outre  l'abréviation  s  =  X  +  Y  +  Z,  et  remplaçant 
X,  Y,  Z,  a,  p,  y  par  leurs  valeurs  (E)  dans  les  formules  (F)  ci-des- 
sus, on  aura 

du  /  dv        dw  \ 

dv  /  dw        du  \ 

(G)    ( 

dw  .  /  du        dv  i 


du         dv        dw 
\  *  ""  dr  "*"  d^  "^  "d7  • 


Ce  sont  les  valeurs  des  pressions  qu'il  s'agissait  de  déterminer. 
Ces  formules  sont  exactes  pour  le  point  M,  qu'il  est  maintenant 
inutile  de  prendre  pour  origine,  et  le  seront  pour  tous  les  points^ 
sans  changer  k  et  k'y  si  le  corps  est  homogène,  constitué  d'une 
manière  uniforme,  et  isotrope  en  chaque  point.  Alors  A;  et  A:'  sont 
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des  constantes  propres  à  chaque  substance  ;  elles  peuvent  dépen- 
dre de  la  pression  générale  h  ;  toutefois  cette  influence  est  évidem- 
ment négligeable  si  cette  pression  est  du  même  ordre  de  grandeur 
que  celles  qui  résultent  de  la  déformation.  Quelques  expériences 
semblent  indiquer  qu'on  a  fc  ==  3A;  ;  on  ne  peut  toutefois  affirmer 
cette  relation  comme  une  loi  générale. 

Signe  de  k  et  k\  Prenons  pour  l'axe  des  ^  la  verticale  supé- 
rieure, et  considérons  en  particulier  les  forces  Ptxj  Pzy^  Pt%  agissant 
en  M  sur  un  plan  horizontal  et  s'exerçant  sur  la  portion  supérieure 
du  corps. 

Si  Ton  suppose  u  =  o,  v  =  o,  10  =  az,  a  étant  une  constante 
positive,  les  formules  (G)  donnent  p^z  =  h  —  k'a,  p^j^  =  0,  p^y  =  o  : 
d'ailleurs  la  déformation  consiste  uniquement  en  une  dilatation 
dans  le  sens  vertical,  qui  doit  entraîner  en  ce  sens  non  une  pres- 
sion mais  une  tension  ;  le  terme  de  pg^  qui  en  résulte  doit  donc 
jêtre  négatif  ;  par  conséquent  k'  est  positif. 

En  supposant  u  =  az,  v-^o,  w=o^  on  aurait  j^^^  =  A,  ^«j?  =  -Avf, 
p^y  =  o;  tout  plan  horizontal  éprouve  alors  une  translation  dans 
le  sens  de  l'axe  des  x,  de  sorte  que  la  déformation  consiste  en  un 
glissement  horizontal;  la  force  jhx  doit  évidemment  agir  dans  le 
sens  opposé  à  ce  déplacement  ou  être  négative  ;  par  suite  k  est  aussi 
positif. 

Conditions  d'équilibre  et  équations  du  mouvement.  —  La 
valeur  (B)  de  Ç  d'après  les  formules  (G)  peut  s'écrire 

,,^  ds     ,   ,    ds        ^,  rf'w       ,  /d*u        d*v         d*w    .    dhi\ 
^  dr    ^       d.r  d,r«  \dy'       dxdy       drdz   ^  dzy 

Par  conséquent,  en  désignant  par  a\  6'  les  constantes  posi- 

k'     k 

tives— ,  -,  et  substituant  les  valeurs  (G)  dans  les  formules  (C)  du 

?     ? 

numéro  précédent,  elles  deviendront 
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___Z  =  (a.-6.)^  +  6'(^T  +  -,,i+^). 

On  en  tirerait  les  conditions  d'équilibre  en  supposant  u,  v,  w 
indépendants  du  temps.  En  outre,  si  le  corps  n'est  pas  illimité,  les 
valeurs  des  pressions  à  la  surface  déduites  des  formules  (6)  doi- 
vent être  égales  aux  pressions  extérieures. 

119.  Principes  généraux  relatifs  aux  petits  mou- 
vements vibratoires.  — :  Nous  admettrons  d'abord  que  le 
système  en  mouvement  se  compose  de  points  matériels  libres,  en 
nombre  n  ;  que  les  forces  intérieures  et  extérieures  agissant  sur 
chacun  sont  fonctions  uniquement  des  positions  de  tous  les  points  ; 
et  enfin  qu'il  existe  pour  eux  un  ensemble  de  positions  telles  que 
tous  soient  en  équilibre. 

Désignons  par  x^  y  y  ^,  cd^  y\  y,  etc.,  leurs  coordonnées  dans  ces 

positions,  et  par  x  +  u,  y  4"^?  -s^  +  ^j  ^  +  ^'>  y'  +  ^j  Gte->  c^ 
qu'elles  deviennent  pendant  le  mouvement.  Si  X  est  la  projection 
d'une  des  forces  agissant  sur  le  premier  point,  c'est  une  fonction 
de  x-\-Uy  y-\-Vj  x'  -^  u\  etc.,  et  on  peut  la  supposer  développée 
suivant  les  puissances  de  w,  v,  tv,  u'  i/,  etc.,  accroissements  des 
coordonnées,  que  nous  supposons  très  petits  ;  il  en  est  de  même 
si  X  est  la  somme  des  projections  des  forces  agissant  sur  le  point  ; 
alors  le  terme  indépendant  de  u,  v,  etc.,  est  nul,  car  c'est  la  valeur 
de  X  quand  tous  ces  accroissements  sont  nuls,  ou  dans  la  position 
d'équilibre.  D'autre  part,  nous  regarderons  les  termes  de  degré 
supérieur  au  premier  comme  négligeables  ;  ainsi  X  sera  une  fonc- 
tion de  premier  degré  de  w,  v,  etc.  Il  en  sera  de  même  pour  les 
sommes  de  projections  des  forces  agissant  sur  chaque  point.  En 

34 
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les  supposant  divisées  par  les  masses,  et  remarquant  qne  x,  y^  z^  etc., 
restent  constantes,  les  équations  du  mouvement,  en  nombre  3;t, 
seront 


df 


=  Am  4  hv  +  Cw  -f-  Dtt'  4-  Ev'  +  etc. , 


-!^  =  A'u  +  B'w  +  Cw  +  Dtt'  +  etc. , 
-^  =  A"tt  +  Wv  +  etc. , 

et  d'autres  analogues,  les  coefficients  constants  A^  B,  C,  etc.,  chan- 
geant à  chaque  équation. 

Généralité  des  données,  —  Nous  avons  supposé  tous  les  points 
libres.  Mais  le  système  auquel  s'appliquent  les  équations  est  beau- 
coup plus  général.  Les  points  peuvent  être  les  centres  de  gravité 
de  divers  corps;  ceux-ci  peuvent  même  être  liés  de  diverses 
manières,  et  regardés  comme  libres,  en  remplaçant  les  liaisons 
par  des  forces  équivalentes. 

Tel  est  le  cas  du  pendule  simple  ;  c'est  aussi  celui  du  corps  con- 
sidéré au  numéro  précédent,  les  points  étant  alors  ses  éléments 
de  masse,  car  la  position  de  tous  ces  éléments  étant  donnée^  ton- 
tes les  forces  mutuelles  sont  entièrement  déterminées.  On  doit 
d'ailleurs  faire  la  même  restriction,  c'est-à-dire  admettre  que  les 
forces  dépendent  de  la  déformation,  mais  non  de  son  état  de  crois- 
sance ou  de  décroissance,  sans  quoi  elles  seraient  fonctions  non 
seulement  des  positions  mais  des  vitesses  ;  les  fluides  sont  aussi 
évidemment  exclus  comme  au  numéro  précédent,  mais  ils  ne  le  sont 
pas  des  résultats  qui  vont  suivre,  parce  que  leurs  petites  oscilla- 
tions de  part  et  d'autre  d'une  position  d'équilibre  sont  en  général 
représentées  par  des  équations  linéaires. 

Propriétés  des  intégrales.  —   On  suppose  données  les  valeurs 

initiales  de  UyV^  w,  w',  etc.,  et  de  leurs  dérivées  -^,  -^,  etc.,  ou 
des  vitesses.  Les  équations  du  mouvement  sont  linéaires  et  Ton 
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sait  que  leurs  intégrales  complètes  ou  les  valeurs  de  u,  v^  etc,  sont 
des  sommes  de  termes  proportionnels  à  des  cosinus,  sinus,  ou  des 
exponentielles  dépendant  du  temps  ;  s'il  s'y  rencontre  une  de  ces 
dernières  telle  que  p'*,  où  s  est  une  constante  positive,  eUe  croît 
sans  limite  avec  le  temps,  et  par  suite  Fhypothèse  d'un  mouve- 
ment toujoui's  très  petit  est  inadmissible,  c'est-à-dire  que  l'équili- 
bre est  instable.  Si  s  est  négatif,  l'exponentielle  est  toujours 
accompagnée  d'une  autre  pour  laquelle  il  est  positif.  On  doit  sup- 
poser le  mouvement  stable,  et  par  suite  les  intégrales  ne  doivent 
renfermer  que  des  termes  de  la  forme. 

f  cos  {si  +  /)  , 

OÙ  /*,  Sy  l  sont  des  constantes  réelles.  Cette  forme  n'a  pas  du 
reste  d'influence  sur  les  propriétés  suivantes  : 

Superposition  des  petits  mouvements.  —  Désignons  par  V,,  V, 
l'ensemble  des  valeurs  initiales  dans  deux  cas  différents,  et  soient 
n^=u,y  v=^v,y  etc.,  les  intégrales  ou  les  valeurs  de  u,  v,  etc., 
correspondant  à  V^,  tandis  que  pour  V,  elles  serojit  u^u^, 
V  zzzv^y  etc.  Si  dans  un  troisième  cas  les  valeurs  initiales  sont  la 
somme  algébrique  de  celles  que  représentent  V,,  V,,  c'est-à-dire 
résultent  de  leur  composition,  il  en  sera  ainsi  pendant  tout  le  mou- 
vement, c'est-à-dire  qu'on  aura  w  =  w^-f  w,,  v=v,-\'V^y  etc. 
En  effet,  ces  valeurs  de  u^  v, . ,  satisfont  les  conditions  initiales 
par  hjTpothèse,  et  il  en  est  de  même  des  équations  du  mouve- 
ment ;  pour  la  première,  par  exemple,  on  suppose 

-^  ==  Ati,  -f-  Bv,  +  etc.,  -^  =  Attj  +  Bvj  +  etc.  , 


e  t  il  en  résulte 


=  A(tt,  +  !*,)  +  B(t;,  +  V,)  +  etc. 


On  peut  dire  alors  que  le  troisième  mouvement  est  la  superposi- 


-Ti^F^r^^S^ 
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tion  des  deux  autres,  les  valeurs  de  w,  t;,  s'ajoutant  algébrique- 
ment. 

Si  par  exemple,  sur  la  surface  d'une  masse  d'eau  tranquille,  on 
produit  en  0  une  agitation  passagère,  il  se  forme  quelques  ondes 
circulaires  de  centre  0  qui  se  propagent  en  s'affaiblissant.  Si  un 
autre  point  0'  est  ébranlé  simultanément,  les  ondes  des  deux  sys- 
tèmes se  superposent  là  où  elles  se  rencontrent,  c'est-à-dire  que 
les  hauteurs  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  primitif  s'ajoutent  algé- 
briquement. 

Effets  d'une  force  foyidion  du  temps,  —  Supposons  qu'à  un 
instant  quelconque,  pendant  le  mouvement,  les  divers  points 
reçoivent  à  la  fois  des  impulsions  soudaines  produisant  un  change- 
ment brusque  de  vitesse,  et  nommons  mouvement  principal  celui 
qui  existerait  sans  elles.  Les  valeurs  de  u^  v  et  leurs  dérivées  qui 
correspondent  à  ce  mouvement  à  l'instant  où  les  impulsions  se  pro- 
duisent peuvent  être  regardées  comme  des  valeurs  initiales  qui,  si 
elles  étaient  seules,  produiraient  la  continuation  du  mouvement 
principal.  Ces  vitesses  initiales  se  composent  avec  celles  qui  résul- 
tent des  impulsions  au  même  instant,  et  par  suite  les  mouvements 
ultérieurs  dus  à  ces  deux  causes  se  superposent  ;  ainsi  le  mouve- 
ment que  produiraient  les  seules  impulsions  si  le  système  partait 
du  repos  se  superpose  au  mouvement  qui  existait  déjà. 

Il  en  est  de  même  pour  une  suite  d'impulsions,  ou  en  les  suppo- 
sant très  rapprochées  pour  une  force  fonction  du  temps  ;  les  vites- 
ses élémentaires  qu'elle  imprime  au  système  produiraient  isolément 
des  mouvements  élémentaires  et  tous  ceux-là  se  superposent. 

Cela  nous  amène  à  distinguer  deux  sortes  de  mouvements  oscil- 
latoires. Nous  avons  vu  au  numéro  1 15  un  exemple  où  le  mouve- 
ment se  composait  de  deux  ondes  se  propageant  au  loin  ;  celles 
qui  proviennent  de  l'ébranlement  d'un  point  d'une  surface  fluide 
sont  dans  le  même  cas,  et  il  en  est  ainsi  pour  les  corps  illimités,  où 
le  mouvement  se  propage  à  l'infini  et  disparaît.  On  ne  peut  point 
alors  l'assimiler  à  une  oscillation.  Si  au  contraire  le  corps  est 
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limité  de  toutes  parts,  la  suite  des  répercussions  qui  s'opèrent  à  la 
surface  donne  au  mouvement  une  forme  périodique,  mais  en  réalité 
il  s'éteint  au  bout  d'un  certain  temps^  soit  par  suite  du  défaut 
d'élasticité  et  des  frottements,  soit  par  sa  transmission  à  l'air  et 
aux  supports.  Ce  temps  peut  être  fort  long  si  le  corps  a  une 
dimension  très  faible  comme  une  plaque,  une  cloche,  etc.,  ou  s'il 
en  a  deux  comme  une  tige  élastique  ou  une  corde  vibrante.  L'ex- 
tinction est  presque  immédiate  s'il  n'y  a  aucune  petite  dimension, 
et  nous  jugeons  de  cette  faible  durée  par  le  bruit  que  l'air  nous 
transmet.  Quand  elle  est  longue,  le  mouvement  a  le  caractère 
d'une  oscillation  pendtdaire^  analogue  à  celle  du  pendule  ou  s'en- 
tretenant  elle-même. 

Mais  dans  d'autres  cas  le  caractère  oscillatoire  du  mouvement 
est  dû  à  la  répétition  de  la  cause  qui  lui  donne  naissance  ;  c'est 
ainsi  que  les  vibrations  d'une  corde  impriment  à  l'air  une  série 
d'impulsions  d'où  résulte  pour  son  mouvement  la  forme  périodique, 
tandis  qu'elle  ne  subsisterait  pas  d'elle-même  si  le  mouvement  de 
la  corde  cessait. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  toutes  les  ondulations  dues  aux 
diverses  impulsions  de  la  corde,  naissant  à  des  instants  différents, 
se  superposent,  et  il  en  est  de  même  s'il  existe  plusieurs  sources  de 
mouvement,  par  exemple  plusieurs  cordes  ;  c'est  ce  qu'on  nomme 
la  coexistence  des  petites  oscillations.  Dans  cet  exemple,  où  chaque 
corde  produit  un  son,  l'oreille  les  perçoit  même  distinctement; 
deux  ondulations  lumineuses  de  couleurs  différentes  produisent  au 
contraire  sur  l'œil,  en  se  superposant,  l'effet  d'une  couleur  simple. 

Remarqties  sur  ce  qui  précède.  -^  Il  n'y  a  pas  de  mouvements 
infiniment  petits  ;  les  lois  qut^  nous  avons  trouvées  sont  une  limite 
dont  s'approchent  les  lois  réelles  du  mouvement  oscillatoire,  quand 
il  est  faible,  et  c'est  par  l'observation  même  de  la  superposition 
des  mouvements  qu'on  peut  juger  de  leur  exactitude  plus  ou  moins 
grande.  Elle  est  suffisante  en  pratique  dans  les  exemples  que  nous 
avons  cités,  les  oscillations  des  corps  élastiques,  celles  des  ondes 
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acoastiqaes  et  Inmîneuses  ou  de  la  chaleur  rayonnante.  Il  n'en  est 
plus  ainsi  dans  d'autres  phénomènes  même  quand  ils  sont  faibles. 
Par  exemple,  on  démontre  en  physique  que  la  chaleur  rayonnante 
est  un  mouvement  de  la  matière  éthérée.  Cette  chaleur  s'absorbe 
en  partie  '  en  traversant  un  corps  transparent,  en  totalité  s'il  est 
opaque.  Le  mouvement  étant  ainsi  détruit  par  l'influence  des  par- 
ticules du  corps  doit  nécessairement  exercer  des  impulsions  sur 
elles,  n  se  transforme  donc  en  un  autre,  de  nature  mal  connue^ 
nommé  vibrations  thermiqties.  Il  n'en  résulte  aucune  vitesse  sensi- 
ble des  diverses  parties  du  corps,  mais  seulement  une  lente  dila- 
tation. Or  d'après  la  forme  des  équations  du  mouvement  que  noas 
avons  trouvées,  si  on  change  seulement  le  signe  des  valeurs  ini- 
tiales, celles  de  w,  t;,  etc.,  restent  les  mêmes  en  signe  contraire, 
car  après  ce  changement  elles  satisfont  les  conditions  initiales  et 
les  équations  du  mouvement.  Si  donc  on  changeait  le  signe  des 
vibrations  constituant  la  chaleur  rayonnante  incidente,  ce  sens 
serait  changé  pour  tous  les  déplacements  qui  en  résulteraient,  et 
la  dilatation  du  corps  deviendrait  une  condensation,  ce  qui  n'a  pas 
lieu.  Le  phénomène  de  la  dilatation  ne  rentre  donc  pas  dans  les 
lois  des  mouvemements  infiniment  petits,  ou  provient  des  termes 
négligés. 
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CHAPITRE  Vm 


MÉCANIQUE     DES    FI.UIf^ES 


120.  Formules  générales.  —  Pour  chaque  substance  la 
pression  tangentielle,  dont  les  composantes  ont  été  désignées  an 
numéro  117  par  jOj^,  p^^  p^y^  ne  peat  dépasser  une  certaine  limite, 
qui  est  la  résistance  à  la  rupture  par  glissement. 

Cette  limite  devient  faible  pour  les  corps  aisément  dé  forma  blés; 
elle  l'est  encore  plus  pour  ceux  qui  sont  dans  l'état  dit  visqueiuc^ 
et  on  nomme  fluides  les  corps  dans  lesquels  bi  résistance  au  glis- 
sement est  tout  à  fait  nulle,  de  sorte  que  la  pression  sur  tout  plan 
imaginé  à  l'intérieur  du  fluide  ne  peut  que  lui  être  normale. 

Alors,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  117,1a  pression  est  constante 
pour  un  même  point,  c'est-à-dire  reste  la  même  sur  une  très  petite 
surface,  passant  par  ce  point,  quelle  que  soit  sa  direction.  Ce  prin- 
cipe, nommé  égalité  de  pression  en  tous  sens,  est  toujours  exact, 
même  à  l'état  de  mouvement,  et  ne  doit  point  être  confondu  avec 
celui  de  la  transmission  des  pressions  que  nous  verrons  plus  tard, 
et  qui  existe  seulement  dans  un  fluide  immobile  sur  lequel  n'agit 
aucune  force  extérieure. 

La  pression  normale  unique,  valeur  commune  de  /?j»,  Pyyy  pny  est 
désignée  par  p  qui  est  ainsi  une  fonction  des  coordonnées  Xj  y,  z 
du  point  M,  et  en  outre  de  t  s'il  y  a  mouvement. 

En  un  point  d'une  paroi  c'est  encore  la  pression  du  fluide 
contre  la  paroi,  et  de  la  paroi  contré  le  fluide,  toutes  deux  étant 
normales;  en  effet,  les  propriétés  des  pressions  démontrées  au 
numéro  117,  et  entre  autres  la  continuité  de  leurs  valeurs,  s'éten- 
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dent  aa  cas  où  le  plan  sur  lequel  elles  s'exercent  serait  le  plan  de 
séparation  de  denx  corps. 

Si  x^^y^^  z^  sont  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'une 
masse  m^  V  son  volume,  les  sommes  des  projections  des  pressions 
agissant  sur  elle  et  provenant  des  parties  voisines  sont,  comme  on 
l'a  vu  au  numéro  117, — VÇ,  —  V>3,— VÇ,  et  comme jp^^^  =  o,  etc. 

les  formules  (B)  de  ce  numéro  donnent  Ç  =  (-~\ ,  etc.  En  dési- 
gnant par  mXy  mY,  wZ  les  sommes  de  projections  des  forces 
extérieures  à  la  masse  m  autres  que  les  pressions,  on  aura  pour  le 
mouvement  du  centre  de  gravité 

m  -^  =  mX  —  V5,  etc. 


OU  en  divisant  par  V  et  nommant  p  la  densité  moyenne  -r-i 

Les  dérivées  partielles  (^) ,  etc.,  correspondent  chacune  à  un 

certain  point  intérieur  à  la  masse.  En  supposant  celle-ci  infiniment 
petite,  les  équations  précédentes  deviennent  celles  du  mouvement, 
et  coïncident  avec  les  équations  (C)  du  numéro  1 17.  Si  en  outre  on 
suppose  x^^  ^,,  js^  indépendants  de  t,  elles  deviennent  les  condi- 
tions d'équilibre,  qui  sont  ainsi 

<">     (S-p»-   (!)-'•   (t)-p^- 

Celles-ci  doivent  être  satisfaites  pour  chaque  point;  p  étant  la 
pression,  p  la  densité,  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  exté- 
rieure, rapportée  à  l'unité  de  masse. 

Il  y  faut  joindre  une  i*elation  entre  i?  et  p  ;  si  le  fiuide  est  un 


ij 
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liquide,  il  suffit  en  général  de  le  regarder  comme  incompressible, 
de  sorte  que  p  est  constant,  on  s'il  y  a  plusieurs  liquides  superpo- 
sés p  a  pour  chacun  une  valeur  donnée. 

Si  le  fluide  est  un  gaz  partout  à  la  même  température,  on  a 
d'après  la  loi  de  Mariotte  p  =  koj  k  étant  une  constante. 

121.  Hydrostatique.  —  On  nomme  ainsi  la  théorie  de 
l'équilibre  des  fluides.  Nous  avons  trouvé  pour  les  conditions  de 
cet  équilibre  les  équations  (B)  du  numéro  précédent  ;  il  y  faut  join- 
dre la  relation  physique  qui  lie  Py  p  et  la  température  t  ;  si  celle-ci 
n'est  pas  uniforme,  il  faut  en  outre  admettre  pour  l'équilibre 
qu'elle  est  maintenue  invariable  en  chaque  point  par  Faction  de 
causes  extérieures  connues,  ce  qui  fournit  une  seconde  relation. 

Cet  ensemble  de  conditions  est  suffisant  ;  mais  nous  n'en  pour- 
rions tirer  une  solution  générale  en  laissant  les  forces  tout  à  fait 
arbitraires,  et  nous  admettrons  que  les  projections  X,  Y,  Z,  de  la 
force  rapportée  à  V unité  de  masse  sont  des  fonctions  de  x,  y^  z 
indépendantes  de  la  température  et  de  la  nature  du  fluide  sur 
lequel  elle  agit  II  en  est  ainsi  dans  toutes  les  applications  ;  cette 
hypothèse  est  d'ailleurs  superflue  dans  ce  que  nous  nommerons  le 
cas  simple^  savoir  celui  où  Ta  masse  se  réduit  à  un  fluide  unique  de 
température  uniforme,  toutes  ses  parties  étant  alors  dans  un  état 
identique. 

l^  B  est  nécessaire  pour  V équilibre  que  la  force  ait  la  forme 

potentielle.  —  En  effet,  dans  le  cas  simple  précédent  c  ou  —  est 
constant  ;  on  peut  donc  trouver  une  fonction  qà^  p  telle  qu'on  ait 
eîg  =  —  ;  la  première  des  conditions  d'équilibre  (B)  devient  ainsi 

r 

p    \dx)       \dx,/ 

et  Ton  aurait  de  même  Y  =  1^-] ,  Z  =  (-^  1 .  Si  donc  les  projec- 
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tions  données  X,  Y,  Z  n'avaient  pas  cette  forme  potentielle,  Péqai- 
libre  serait  impossible. 

Dans  le  cas  général,  si  la  masse  est  divisée  en  plusieurs  parties 
rentrant  dans  le  cas  simple^  ce  qui  précède  sera  applicable  à  cha- 
cune relies,  de  sorte  qu'on  devra  avoir  en  tout  point  de  son  inté- 
rieur 

iX_dY_  ^_^_  ^_^- 

dy        dx         '  di        dx         '  •       dz        dy 

D'ailleurs  X,  Y,  Z  n'étant  fonctions  que  de  a?,  y,  ^,  ces  rela- 
tions seront  satisfaites  dans  toute  la  masse. 

Il  en  est  encore  ainsi  en  supposant  les  parties  infiniment  petites, 
auquel  cas  la  répartition  de  la  température  et  du  mélange  de  plu- 
sieurs fluides  devient  quelconque. 

Il  faut  donc  admettre  comme  condition  d'équilibre  qu'on  a 

»=(è).    '=(!)•   -fê)- 

q  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y,  z. 

2^  Loi  des  pressions  et  des  densités.  —  Nous  nommerons  sur- 
faces de  niveau  celles  dont  l'équation  est  q  =  const.  Si  l'on  passe 
d'un  point  M  à  un  autre  M' très  voisin,  les  accroissements  de  q 
et  p  sont 

ou  d'après  les  équations  d'équilibre, 

dp  =  p(Xd^  +  \dy  +  7Az)  =  p  [(^j  dx- +  (^)  dy  +  (^)  rf. j  , 

qui  se  réduit  h.  dp—  çdq.  Si  M  et  M' sont  sur  une  même  surface  de 
niveau  on  a  e2g  =  o  et  par  suite  dp  =^o\  ainsi  p  ne  change  pas, 
ou  p  est  constant  sur  toute  surface  de  niveau.  Par  conséquent,  si 


\ 
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poar  an  point  la  valeur  de  q  est  donnée,  cela  suffît  pour  que,  celle 
de  p  soit  déterminée  ;  cela  signifie  que  p  peut  être  considéré  comme 
une  fonction  non  de  Xy  y^  z^  mais  de  q  seul.  On  a  ainsi 

P  =  M . 

f  désignant  une  fonction  inconnue,  dont  f{q)  sera  la  dérivée.  La 
relation  dp  =  odq  trouvée  ci-dessus  donne  ensuite 

Ainsi  p  comme  p  est  constant  sur  toute  surface  de  niveau;  par 
suite  il  en  est  de  même  de  la  température  si  elle  n'est  pas  uni- 
foime. 

Par  conséquent,  s'il  y  a  des  inégalités  de  densité,  le  fluide  en 
équilibre  s'établit  de  lui-même  de  façon  que  les  surfaces  limitant 
les  couches  d'égale  densité  soient  des  surfaces  de  niveau. 

Il  en  est  donc  ainsi  également  de  la  surface  de  séparation  de 
deux  fluides,  entre  autres  de  la  surface  libre  d'un  liquide  dans 
l'air  ou  dans  le  vide. 

En  outre,  la  pression  est  la  même  sur  toute  cette  surface  libre, 
ou  du  moins  sur  une  portion  de  surface  qui  soit  continue.  Entre 
autres  un  liquide  ne  peut  être  en  équilibre  à  moins  que  la  pres- 
sion atmosphérique  ne  soit  constante  sur  tonte  portion  continue 
de  la  surface  libre. 

Si  X,  Y,  Z  n'étaient  pas^  comme  on  l'a  supposé,  indépendants 
de  la  nature  di|;  fluide,  là  fonction  9  et  la  forme  des  surfaces  de 
niveau  différeraient  dans  deux  fluides  contigus^  et  tous  les  résul- 
tats précédents  seraient  inexacts. 

3^  Intégration.  —  Comme  q  est  supposé  connu  en  fonction  de 
Xy  y  y  Zy  elle  se  réduit  à  trouver  la  fonction  /Tpour  laquelle  on  a 

Considérons  d'abord  le  cas  simple  d'un  seul  fluide  à  tempéra- 
ture uniforme. 
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Si  c'est  nn  gaz  on  a  -^  =  -r- ,  A;  étant  constant.  D  en  résulte 

^  p  k    ^ 

^'  =  1".     '  vm  -  i  i-  w . 

a  étant  nne  constante  positive,  et  par  suite 

Si  le  fluide  est  un  liquide  p  est  une  constante  donnée,  d'où 

a  étant  une  constante,  qui  se  déterminera  par  la  valeur  de  la 
pression  à  la  surface  libre,  s'il  y  en  a  une. 

Si  plusieurs  liquides  sont  superposés  la  forme  précédente  de  p 
ne  convient  qu'à  un  seul,  et  pour  les  autres  on  aurait  des  relations 
analogues 

où  p ,  p\  etc.,  sont  donnés,  et  a,  a',  a",  etc.,  doivent  être  tels  quejp 
ait  sur  une  surface  de  séparation  de  deux  fluides  la  même  valeur 
pour  chacun  d'eux.  De  même  si  le  fluide  se  composait  de  plu- 
sieurs gaz  contigus,  mais  non  mélangés,  on  aurait  pour  chacun 

P  =  ae^^  p  =  ae^\  etc. , 

k^  kj  etc.,  étant  donnés  ;  les  constantes  a,  a\  etc.,  seraient  assu- 
jetties à  la  même  condition  que  ci-dessus.  Dans  les  deux  cas  la 
masse  de  chaque  partie  étant  donnée,  on  peut  en  conclure  son 
volume,  et  les  deux  surfaces  de  niveau  entre  lesquelles  elle  est 
comprise. 

Ces  données  manquent  si  divers  flaides  sont  mélangés,  et  on  ne 
pourrait  compléter  l'intégration  sans  tenir  compte  des  lois  phy- 
siques suivant  lesquelles,  sous  l'influence  de  la  force,  le  mélange 
devient  plus  ou  moins  complet. 
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S'il  y  avait  des  températures  variables,  elles  seraient  données 
en  fonction  de  g,  ^,  p  par  la  relation  additionnelle  mentionnée 
plus  haut,  ce  qui  modifierait  la  forme  des  intégrales  précédentes. 

122.  Propriétés  des  sarfaees  de  nivean.  —  Nous  ne 
supposons  point  ici  que  la  force  agit  sur  une  particule  fluide, 
mais  sur  un  point  matériel  quelconque.  Les  propriétés  suivantes 
rentrent  donc  dans  la  statique  générale,  et  si  nous  les  rattachons 
à  l'hydrostatique,  c'est  que  celle-ci  en  présente  la  principale  appli- 
cation. 

Les  projections  de  la  force  f  rapportée  à  l'unité  de  masse  sont 
encore  les  dérivées  d'une  fonction  g,  et  les  surfaces  de  niveau 
celles  qui  ont  pour  équation  q  =  const. 

Première  propriété.  —  Deux  surfaces  de  niveau  ne  peuvent 
avoir  aucun  point  commun;  en  effet,  on  aurait  à  la  fois  en  ce  point 
gf  =  c,  2  =  c',  c  et  c'  étant  deux  nombres  différents. 

Il  est  clair  en  outre  que  par  tout  point  on  peut  faire  passer  une 
surface  de  niveau,  en  prenant  la  valeur  correspondente  de  q  pour 
la  constante. 

Seconde  propriété.  —  Si  M,  M'  sont  deux  points  très  voisins 
pour  lesquels  on  ait  g  =  c,  q  =  c',  la  projection  f  de  la  force 
sur  MM'  est 

c  —  c 


r  = 


MM' 


En  effet,  d  —  c  est  l'accroissement  de  q  en  passant  de-  M  à  M'  ; 
par  conséquent,  en  désignant  par  dx,  dy^  dz.  ceux  des  coordonnées, 
on  a 

Par  suite  d  —  c  est  le  travail  élémentaire  de  la  force  f  sur  un 
point  ayant  pour  masse  l'unité,  qui  irait  de  M  en  M'  ;  ce  travail 
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est  aussi  le  produit  de  l'espace  parcouru  par  la  projection  /^de  la 
force  sur  l'espace,  d'où  résulte 

Troisième  propriété,  —  Une  surface  de  niveau  est  partout  per- 
pendiculaire à  la  farce.  En  effet,  en  prenant  dans  ce  qui  précède 
M  et  M'  sur  la  même  surface  de  niveau  on  a  c'  =  c,  d'où  /*  =  o. 
La  projection  de  la  force  sur  tonte  direction  tangente  à  la  surface 
est  donc  nulle. 

Par  conséquent,  les  surfaces  de  séparation  des  fluides  en  équi- 
libre et  leurs  surfaces  libres  sont  partout  perpendiculaires  à  la 
force. 
^.^J^IL.....^^.,^^^^  Quatrième  propriété.  —  Soient  q  =  c^q  =^  cf 

L -^M O^  ^^^  équations  de  deux  surfaces  de  niveau  très 

rapprochées  L,  L',  de  sorte  qu'on  puisse  avec 
une  grande  approximation  leur  mener  des  perpendiculaires  com- 
munes MM'.  En  supposant  c'  >  c  la  force  est  dirigée  de  M  vers  M', 
puisque  cf  —  cetf  sont  positifs  ;  de  plus  la  force  étant  perpendi- 
culaire aux  surfaces  on  a 

c'  —  c 


f  =  r 


ww 


Ainsi  aux  divers  points  de  la  surface  L  la  force  varie  en  raison 
inverse  de  MM. 

Surfaces  de  niveau  de  la  pesanteur.  —  Toutes  les  lois  de  la 

statique  pour  les  corps  situés  à  la  surface  de  la  terre  sont  les 

mêmes  que  si  elle  ne  tournait  pas,  en  joignant  aux  forces  réelles 

la  force  centrifuge.  La  pesanteur  est  la  résultante  de  celle-là  et  de 

l'attraction  terrestre. 

Supposons  que  l'origine  0  soit  le  centre  de  la  terre, 

OZ  l'axe  des  pôles,  MN  =  r  le  rayon  du  parallèle  du 

.Y    point  M,  de  coordonnées  rc,  y,  ^,  et  ML  le  prolongement 

de  NM.  Nous  savons  que  la  force  centrifuge  pour  l'unité 


N 
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de  masse  est  ?iV,  dirigée  saivant  ML,  n  étant  la  vitesse  angulaire 
terrestre.  Il  est  clair  que  les  projections  de  NM  sur  les  axes  sont 

Xy  y,  et  0  ;  ses  cosinus  ou  ceux  de  ML  sont  donc  — ,  —  et  o,  et  les 

r      f 

projections  de  la  force  centrifuge 

X 

nV  X  —  ou  w*«,  n^y,  o. 

Or  elles  sont   les   dérivées  partielles  d'une  même   fonction 

I  1  i 

â-  n*x'  +  -^  n'y/  ou  ^   wV.  La  force  centrifuge  a  donc  la  forme 

))Otentielle  et  il  en  est  ainsi  quels  que  soient  les  axes.  En  effet, 
nous  savons  que  si  une  force  a  cette  propriété  son  travail  total 
sur  un  point  allant  de  A  en  B  est  le  même  quel  que  soit  le  chemin 
suivi  ;  or  ce  résultat  est  indépendant  de  la  direction  des  axes. 

L'attraction  de  la  terre  sur  un  point  a  aussi  la  forme  potentielle 
comme  on  Ta  vu  au  numéro  81.  On  peut  donc  en  dire  autant  de 
la  résultante  des  deux  forces  ou  de  la  pesanteur.  Pour  celle-là  la 
fonction  q  se  réduit  presque  au  potentiel  de  l'attraction 


m         rn     .    w" 


V  = h     T  +  —r  +  etc., 

P  P  P 

trouvé  au  numéro  81;  m,  m\  ...,  sont  les  intensités  d'attraction 
des  diverses  particules  terrestres,  et  p,  p',  etc.,  leurs  distances  au 
point  attiré.  La  surface  des  océans,  prolongée  idéalement  au-des- 
sous des  terres,  est  une  surface  de  niveau,  la  pesanteur  agissant 
seule  à  l'intérieur  du  fluide.  Si  l'on  s'en  écarte  peu  au  dehors,  par 
exemple  jusqu'à  la  hauteur  des  montagnes  les  plus  élevées,  les 

distances  p,  p,  etc.,  augmentent,  V  diminue  et  il  est  clair  qu'il  en 

1  1 

est  de  même  de  g  ou  V  -j-  -q-  ^'^*>  ^^^^  Q^^  ïc  petit  terme  -    n*r* 

éprouve  une  faible  augmentation.  Les  surfaces  de  niveau  sui- 
vantes, représentées  par  q  =  const.  enveloppent  donc  de  toute 
part  la  première,  la  constante  diminuant  quand  on  s'élève. 


r— 
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La  pesanteur  étant  plus  grande  vers  les  pôles  les  surfaces  de 
niveau,  d'après  leur  quatrième  propriété,  doivent  y  être  plus  res- 
serrées, ou  s'aplatir  comme  celle  des  océans. 

Cette  forme  sphéroïdale  est  encore 
?  .<rJi    ^  ^rTTx  modifiée  par  les  accidents  du  sol.  Si 

une  surface  de  niveau  LL  tantôt  tra- 
verse en  A  des  montagnes  ou  massifs, 
tantôt  passe  en  B  au-dessus  d'une  val- 
lée, elle  a  une  courbure  plus  prononcée  en  A  qu'en  B.  En  effet,  si 
le  point  attiré  M  est  en  A,  il  existe  une  infinité  de  points  attirants 


m 


très  rapprochés  qui  augmentent  S  —  vu  la  petitesse  de  leurs  dis- 

9 
tances  au  point  M,  et  ces  termes  manquent  si  M  est  en  B.  Ainsi 

pour  que  q  reste  le  même  aux  deux  points  il  faut  qu'en  A  l'ensemble 

des  autres  termes  de  2        diminue,  ou  que  la  surface  s'éloigne 

davantage  du  centre  de  la  terre.  Elle  s'élève  donc  en  traversant 
un  massif  et  se  déprime  au-dessus  d'une  vallée.  De  cette  disposi- 
tion des  surfaces  résulte  que  les  verticales  C,  G  des  deux  côtéa 
d'une  montagne  divergent  plus  que  si  la  terre  était  sphérique;  cet 
efi^et  peut  aussi  se  calculer  comme  dû  à  l'attraction  de  la  montagne 
sur  le  fil  à  plomb  ;  toutefois  le  calcul  de  cette  divergence  et  l'ob- 
servation présentent  un  désaccord,  tenant  sans  doute  à  la  consti- 
tution du  sol  au-dessous  de  la  montagne,  et  dont  la  cause  est  mal 
connue. 

La  courbure  d'un  lac  est  moindre  que  celle  des  plaines  envi- 
ronnantes ;  en  effet,  la  surface  de  niveau  qui  forme  la  surface  libre 
peut  être  considérée  comme  passant  au-dessus  d'une  vallée  ;  il  n'y 
a  pas  le  vide  au-dessous  d'elle,  mais  ce  qui  revient  au  même  il  y 
a  un  milieu  moins  dense  que  le  sol. 

Lorsqu'on  marche  de  niveau  sur  la  surface  de  la  terre,  en  se 
réglant  sur  un  niveau  à  bulle  d'air  ou  de  toute  autre  manière,  on 
suit  un  chemin  perpendiculaire  à  la  pesanteur,  tel  que  la  surface 


: 
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d'une  eau  tranquUle.  On  reste  donc  toujours  sur  une  même  surfoce 
de  niveau.  A'____ .__  «,  s 


Supposons  que  dans  un  nivellement  on    ^  - — ----— ^  ,1 

marche  ainsi  de  A  en  B,  puis  qu'en  B      *  ^ 

on  monte  verticalement  de  BB'  =  h  ;  qu'ensuite  'on  aille  de  niveau 
de  B'  en  A'  au-dessus  de  A  ;  on  aura  suivi  une  autre  surface  de 
niveau  B'A.  Si  la  pesanteur  est  plus  grande  en  A  qu'en  B  on 
aura  AA'  <  BB'  et  en  redescendant  en  A  de  la  hauteur  h  dont 
on  est  monté  on  se  trouvera  au-dessous  du  point  de  départ  A. 
C'est  une  des  causes  qui  dans  les  nivellements  de  grande  étendue 
amènent  ce  qu'on  appelle  des  erreurs  de  dùtme  ;  celles-ci  d'ailleurs 
ne  sont  en  général  que  de  quelques  centimètres. 

Il  en  résulte  aussi  que  ce  qu'on  appelle  Ycdiitude  d'un  pcHot,  ou  sâ^ 
hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  est  susceptible  de  diverses 
valeurs  suivant  le  chemin  qu'on  suit  en  la  mesurant.  Mais  la  diffé- 
rence est  si  faible  que  cette  indétermination  n'a  aucun  inconvé- 
nient dans  la  pratique. 

123.  Formiile  baFométrlqne.  —  Dans  cette  question 
on  suppose  l'atmosphère  en  équilibre.  La  pression  p  et  la  tempé- 
rature t  deviennent^',  f  à  la  station  supérieure,  et  p''^  f  à  la  sta- 
tion inférieure.  On  peut  dans  la  portion  intermédiaire  de  l'atmos- 
phère supposer  constante  la  direction  de  la  pesanteur. 

Celle-ci  est  la  seule  force  extérieure,  et  par  suite  en  prenant 
l'axe  des  z  vertical  de  haut  en  bas,  on  aura  X  =  Y  =  o,  Z  =  ^, 
d'otl  dq  =  gdz'j  g  et  par  suite  q  sont  des  fonctions  de  a  seul.  Les 
surfaces  de  niveau  ont  pour  équation  q=  const.,  ou  ^  =  const. 
Elles  sont  ainsi  des  plans  horizontaux,  sur  chacun  desquels  Pyp^t 
restent  invariables. 

Ces  quantités  sont  liées  par  la  relation  physique 

P  =  cp(l  -f-  aO , 

où  a  =  0,00367  et  c  est  une  constante  absolue. 

35 
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On  a  pour  déterminer  p  en  fonction  de  z 

dp  =  pdq  =  pgd% , 

et  en  y  substituant  la  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  ci-dessus  on 
trouve 

^  =  — ?-—  dz. 
p        c(l  4-  «0 

La  température  est  variable,  et  la  relation  additionnelle  men- 
tionnée au  numéro  121  devrait  la  donner  en  fonction  de  js;  mais 
cette  loi  entre  les  deux  stations  est  mal  connue,  et  l'on  ne  peut 
qu'attribuer  à  t  une  valeur  constante  moyenne.  On  doit  faire  de 
même  pour  g  dont  les  variations  sont  plus  faibles,  et  d'ailleurs 
incertaines  dans  le  cas  ordinaire  où  les  stations  sont  sur  une  mon- 
tagne. Il  en  résulte  en  intégrant  entre  les  deux  stations 


(f)= 


'      z, 


c(i  +  «0 


Z  étant  leur  différence  de  niveau  ;  les  pressions  p\  p''  sont  connues 
au  moyen  des  hauteurs  barométriques,  qu'on  peut  réduire  à  la 
température  0^,  et  corriger  également  du  rapport  de  la  pesanteur 
aux  deux  stations  s'il  est  connu.  Soit  G  la  valeur  de  g  au  niveaa 
de  la  mer  ;  la  relation  ci-dessus  peut  s'écrire 


■|-Z  =  6(i+a/)/(-^y    où    6  = 


Pour  trouver  b  appliquons  Téquation  p~cp{l  -|-  at)  au  cas  où 
l'air  est  au  niveau  de  la  mer^  à  la  température  de  0^,  la  hauteur 
barométrique  étant  0°^,76.  En  désignant  par|>.,  p,  les  valeurs 
correspondantes  de  p  et  p  nous  aurons 

G        Gpo  ' 
p^  est  le  poids  d'une  colonne  de  mercure  haute  de  O'^yTG  ayant  un 
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mètre  carré  pour  base;  p^  est  la  masse  et  Gp^  le  poids  d'un  mètre 
cuhe  d'air  dans  les  mêmes  circonstances.  On  aura  donc 

Po  =  0,16. Dn,  Gj>,  =  D'n,  h  =  0,76  ^  , 

n  étant  le  poids  d'an  mètre  cube  d'ean,  et  D,  D' les  poids  spécifi- 
ques du  mercure  et  de  l'air  dans  les  conditions  normales.  En  sub- 
stituant D  =  13,6,  Jy  =  -fï¥^  ^°  trouve  b  =  7992,6.  Commu- 
nément  on  remplace  -^  P^r  Tunité,  *  par  la  moyenne    T"    ,  et 

^'{')  P^*^  —  ^^8«  (^)>  ^^  nouveau  logarithme  étant  tabulaire, 
de  sorte  que  fx  est  le  module.  On  trouve  ainsi 

Z  =  18404»  [i  +  0,00183  (f  +  o]  log.  (K)  • 

124.  Équilibre  des  fluides  pesants.  —  Nous  laissons 
de  côté  les  cas  où  la  masse  fluide  a  de  grandes  dimensions.  La 
seule  force  agissant  sur  elle  est  la  pesanteur,  constante  de  gran- 
deur et  de  direction.  Comme  au  numéro  précédent  les  surfaces  de 
niveau  sont  des  plans  horizontaux  ;  la  pression  et  la  densité  étant 
constantes  sur  chacun,  c'est  aussi  la  forme  des  surfaces  de  sépa- 
ration de  deux  fluides  différents  et  des  surfaces  libres  ;petp  sont 
fonctions  de  a  seul,  en  prenant  pour  OZ  la  verticale  inférieure,  et 
l'on  a 

dp  =  (jdq  =  pgdz,  p  =-  g  t  pdz  . 

Si  la  pression  est  p  au  point  M  et  p'  en  M',  et 
<]ue  toutes  deux  soient  exercées  sur  une  même 
petite  surface  $j  les  pressions  totales  seront  pSy 
jf/s,  et  pour  leur  différence  S  on  aura 


y^. 


--M 

C 

M" 


8  =  {p'  —  p)s  =  gs  I     pdz, 


>\-^^ 


s*v. 


V»;V 


k^^T  t.     i 


*>:■ . 


K:> 


Kfw. 
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A  et  A'  correspondant  à  M,  M'.  C'est  le  poids  d'une  colonne  C  du 
flaide,  de  base  horizontale  s,  allant  du  niveau  de  M  à  eelni  de  M'  ; 
en  effet,  en  la  partageant  en  tranches  de  hauteur  dz  le  volame  de 
l'une  d'elle  serait  sdz^  sa  masse  ^dz^  et  son  poids  gpsdz\  celui-ci 
ajouté  pour  toutes  les  tranches  redonne  bien  *î. 

Pour  un  gaz,  par  exemple  l'air,  on  néglige  en  général  les  varia- 
tions de  p  quand  il  ne  s'agit  pas  d'une  colonne  atmosphérique  con- 
sidérable ;  on  a  donc  pour  un  gaz  comme  pour  un  liquide />=^ô^-i-  a, 
a  étant  une  constante. 

Si  l'on  néglige  la  pesanteur  ou  qu'aucune  force  extérieure 
n'agisse  sur  le  fluide  on  a  dans  toute  la  masse  p  =  const.  ;  c'est  ce 
qu'on  appelle  le  principe  de  la  transmission  des  pressions^  dû  à 
Pascal,  et  que  nous  avons  mentionné  au  numéro  120.  Il  est  aisé 
de  le  démontrer  directement  ;  il  existe  aussi  des  appareils  ayant 
pour  but  de  le  vérifier  par  expérience  ;  mais  ce  ne  peut  être  qu'avec 
une  erreur  provenant  de  la  pesanteur,  celle-ci  ne  pouvant  être 
supprimée.  Il  y  a  toutefois  des  cas  où  son  effet  est  négligeable  ; 
dans  une  presse  hydraulique  par  exemple  le  principe  de  trans- 
mission peut  être  regardé  comme  exact.  De  même  quand  on  parle 
de  la  pression  d'un  gaz  contenu  dans  un  vase  on  néglige  la  diffé- 
rence de  ses  valeurs  au  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas. 

Il  résulte  de  la  relation  p  =  ogz  -}-  a  que  si  un  liquide  unique 
est  contenu  dans  plusieurs  vases  communiquant  entre  eux,  la 
pression  est  la  même  au  même  niveau  dans  chacun  d'eux.  Si  les 
pressions  extérieures  P,  P'  sur  deux  surfaces  libres  sont  inégales, 
une  colonne  du  fluide  ayant  pour  hauteur  la  différence  de  leurs 
niveaux  doit  être  la  mesure  de  P  —  P'. 

Si  plusieurs  liquides  sont  superposés  on  trouvera  toutes  les 
valeurs  des  pressions  à  leur  intérieur  en  remarquant  que  si  l'on 
s'abaisse  d'une  hauteur  verticale  h  dans  l'un  d'eux,  de  densité  p, 
la  pression  augmente  de  pgh. 

Principe  d' Archimède.  —  Si  dans  un  fluide  en  équilibre  on  con- 
sidère comme  solidifiée  une  portion  quelconque,  de  volume  V^ 
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l'équilibre  n'est  pas  troublé.  Les  forces  autres  que  les  pressions 
qui  agissent  sur  ce  volume  se  réduisent  alors  à  son  poids,  appli- 
qué à  son  centre  de  gravité.  Or  si  l'on  substitue  au  volume  V  du 
fluide  un  solide  quelconque  les  pressions  supei*ficielles  restent  les 
mêmes.  Par  conséquent,  les  pressions  exercées  par  un,  fluide  en 
équilibre  sur  un  solide  immergé  forment  un  système  de  forces  réduc- 
tible à  une  setde,  égale  et  directement  opposée  au  poids  du  fluide 
déplacé  et  appliquée  à  son  centre  de  gravité.  Cette  force  unique  se 
nomme  la  poussée. 

Par  exemple  les  poids  métalliques  employés  dans  les  balances 
doivent  être  supposés  placés  dans  le  vide  quand  on  les  considère 
comme  des  mesures  de  force  ;  dans  l'air  ils  sont  diminués  de  la 
poussée,  mais  l'erreur  est  presque  toujours  négligeable. 

Le  principe  reste  exact  si  le  solide  est  placé  sur  la  surface  libre 
et  partiellement  immergé  ;  la  poussée  est  alors  la  somme  des  poids 
du  liquide  et  de  l'air  déplacés,  mais  on  peut  en  général  négliger 
le  second. 

Poussée  sur  des  aires  planes  immergées  dans  un  liquide  uni- 
que. —  Plaçons  l'origine  sur  la  surface  libre  ;  dans  l'équation 
p  =  pgz  -j-  const.,  la  constante  représente  alors  la  pression  atmos- 
phérique, "correspondant  à  ^  =  o.  Mais  les  parois  auxquelles  la 
poussée  est  appliquée  sont  supposées  soutenues  de  l'autre  côté 
par  cette  même  pression  commune  ;  c'est  donc  seulement  l'excé- 
dent de  la  pression  que  nous  devons  prendre  pour  celle  qui  produit 
la  poussée,  oujp  =  cg^.  Soient  S  l'aire  immergée; 
G  son  centre  de  gravité  ;  prenons-le  pour  origine 
de  deux  axes  dans  le  plan  de  l'aire,  GX  étant 
horizontal,  et  GY  descendant,  faisant  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  aigu  i  qui  est  aussi  l'inclinai- 
son du  plan  de  l'aire  ;  enfin  soit  L  le  point  où  le  prolongement  de 
G  Y  rencontre  la  surface  libre  du  liquide,  et  GL  =  h.  Il  est  clair 
que  pour  le  point  G  la  valeur  de  ^  est  h  sin  i,  projection  de  h  sur 
la  verticale  ;  on  a  donc  pour  la  pression  P  en  ce  point  P  =  pgh  sin  i. 


I  r. 


550 

Partageons  l'aire  en  élément  a>  ;  pour  l'on  d'eux  l'excès  de  sa 
profondeur  sur  celle  du  centre  est  y  sin  i,  d'où 

Z  =  (A  +  î^)  sin  f ,  p  =  p^i  =  p  +  pgy  sin  t . 

Les  forces  ^co  appliquées  à  chaque  élément  sont  parallèles,  de 
même  sens,  et  se  composent  par  les  formules  qui  donnent  le  centre 
de  gravité  d'un  corps  ;  ainsi  en  nommant  R  leur  résultante,  ou  la 
poussée  totale,  et  x, ,  y,  les  coordonnées  de  son  point  d'applica- 
tion,  nommé  centre  depotissée,  on  aura 

R  =  )\p(ùy  Rx,  =  Eptox,  Rt/,  =  Ipiùy  . 

En  substituant  j?  =  P  -j-  ogy  sin  t  on  trouve 

R  =  PEo)  +  pflfSwy  sin  i , 
Rx^  =  Pl(ùX  -f-  pgl<ùxy  sin  i , 
Rj/i  =  PSwy  +  pfifï<«>y'  sin  t . 

L'origine  étant  au  centre  de  gravité  on  a  la^x  =  o,  Icoy  =  o  ; 
la  première  équation  se  réduit  ainsi  à  R  =  PSco  -=  PS  ;  ainsi  la 
poussée  totale  peut  s'évaluer  en  supposant  la  pression  partout  la 
même  qu'au  centre  de  gravité. 

Ensuite  en  substituant 

R  =  PS  =  Spgh  sin  t , 

les  autres  équations  se  réduisent  à 

Si  doue  on  déplace  Taire  de  façon  que  l'axe  GX  reste  dans  la 
même  position  par  rapport  à  la  surface,  x,  et  y,  varient  en  raison 
inverse  de  h. 

Si  l'axe  des  y  partage  l'aire  en  deux  parties  symétriques,  comme 
dans  les  exemples  qui  suivent,  il  est  clair  qu'on  a  la^uy  =  o^ 
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x^  =  0,  et  par  suite  le  centre  de  poussée  G'  se  trouve  sur  l'axe 
des  y.  On  aura  alors 

Vx  =  ^.    où    [{1  =  "Lfiù. 

On  peut  remarquer  que  f*  est  le  moment  d'inertie  de  l'aire  par 
rapport  à  GX, 

P  Si  l'aire  est  un  cercle  de  rayon  a,  on  a  en  coordonnées 
polaires 


ica*  „  ^  a* 


OU 

2^  Si  l'aire  est  un  rectangle  ayant  le  côté  a  horizontal,  l'autre 
étant  h  y 


^^   \      b       1      a  ^^^^^  ""  la  '         S  =  a6,         y,  = 


b' 


Dans  le  cas  où  le  côté  horizontal  serait  à  la  surface  libre  du 
liquide,  on  aurait  fe  =  — >  ^i  ~  "e"  '  ^'^®*  ^^  distance  G'G  ;  celle 
du  centre  de  poussée  au  bord  supérieur  serait  ainsi  "y+x^'^T' 


125.  Hydrodynamique.  —  On  nomme  ainsi  la  théorie 
générale  du  mouvement  des  fluides.  Nous  admettrons  que  la  tem- 
pérature est  uniforme,  sans  quoi  on  devrait  tenir  compte  des  lois 
de  sa  propagation. 

Les  équations  obtenues  au  numéro  120  ne  suffiraient  pas  pour 
déterminer  les  inconnues  x,  y  y  z^  py  p.  Pour  en  trouver  d'autres, 
désignons  par  a,  (3,  y  des  fonctions  inconnues  de  i,  x,  y,  ^,  repré- 
sentant pour  g'tout  point  (x,  y^  z)  du  fluide  les  projections  de  la 


»  , 
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vitesse  de  la  particule  qui  y  passe  à  l'instant  déterminé  par  la 
valeur  de  t. 

Soit  MABC  un  parallélîpipède  rectangle  mené 
flU^.-Tlt  !  \  par  un  point  quelconque  M,  et  ayant  ses  côtés 

MA,  MB,  MC  parallèles  aux  axes  et  de  même 
sens,  MC  étant  vertical  de  bas  en  haut.  Pour  com- 
parer les  masses  fluides  qui  entrent  dans  le  parallélipipède  ou  en 
sortent  pendant  un  petit  temps  9,  partageons  son  volume  en  petits 
prismes  verticaux  tels  que  ss'  et  cherchons  l'excès  de  la  masse  qui 
entre  sur  celle  qui  sort  à  travers  les  éléments  s,  s\  bases  du  prisme. 
Le  volume  passant  en  8  a  la  forme  d'un  prisme  oblique  de  base  s 
ayant  pour  longueur  l'espace  u9  parcouru  dans  le  temps  6,  u  étant 
la  vitesse  ;  son  volume  est  su9  cos  i,  i  étant  l'angle  de  la  vitesse 
avec  la  verticale  ;  or  7  =  ±  u  cost,  et  le  volume  sera  syO^  pourvu 
qu'on  le  considère  comme  positif  s'il  est  entrant,  négatif  s'il  est 
sortant,  car  alors  il  a  toujours  le  signe  de  y.  La  densité  variable 
étant  désignée  par  p  la  masse  entrant  est  psyO.  Pour  l'élément  s* 
on  aui-ait  p's'yO  pour  la  masse  le  traversant,  p  et  y  correspondant 
à  s'  ;  mais  ce  produit  est  une  masse  entrant  ou  sortant  suivant 
que  y  est  négatif  ou  positif,  et  par  suite  en  le  changeant  de 
signe  nous  aurons  en  tout  pour  la  masse  entrant  par  les  deux  élé- 
ments 

en  remarquant  que  s'  =  s. 

En  désignant  par  l  la  hauteur  du  prisme  et  par  v  son  volume  si, 
cette  expression  peut  s'écrire 

-  ••  Ft^)  »  -  *  (^)  • 

la  dérivée  partielle  ( -^)  correspondant  à  un  point  intermédiaire 
entre  s  et  s'.  En  ajoutant  ce  résultat  pour  tous  les  éléments  des 
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faces  horizontales  et  désignant  par  Y  le  volume  total  on  aara 


-ve 


dz 


la  dérivée  partielle  correspondant  à  un  point  intérieur  à  la  masse. 
Tel  est  l'excès  de  la  masse  entrant  dans  le  parallélipipède  sur 
celle  qui  en  sort  en  ne  comptant  que  les  passages  du  fluide  par  les 
faces  horizontales.  En  lui  joignant  les  excès  analogues  correspon- 
dant aux  autres  faces  leur  somme  sera  m'  —  m,  m  et  m'  étant  les 
masses  comprises  dans  le  parallélipipède  au  commencement  et  à 
la  fin  de  l'instant  6.  Il  en  résulte 


I»  —  m 


ve 


\   di  )       \  dx  )       \  dy  )' 


En  sapposant  6  infiniment  petit  le  premier  membre  devient 
-jj-(— 1,  et  en  supposant  aussi  la  masse  infiniment  petite  les  déri- 

vées  partielles  correspondront  au  seul  point  M,  et  -n-  sera  expri- 
mé par  p  ;  on  aura  ainsi 

Cette  relation  se  nomme  V équation  de  continuité.  Dans  un  liquide, 
p  étant  constant,  elle  se  réduit  à 

(ê)+(i)+(è)=- 

Transformons  de  même  en  fonction  de  a,  jS,  y  les  équations  (A) 
du  numéro  120,  appliquées  à  une  masse  infiniment  petite  ;  la  pre- 
mière, en  remplaçant  x^  par  x  devient 

di*  p   \dx 

Soit  MM'  l'espace  décrit  par  la  particule  dans  le  temps  df,  rr, 
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y^  z  s'accroissant  de  da^y  dy^  dz.  Si  ^,  ul  sont  les  projections  de  sa 
vitesse  sur  Taxe  des  a;  en  M  et  en  M'  on  a 


dt*  dt 

Nous  avons  désigné  par  a  pour  tout  point  (a:,  y,  z\  la  projection 
de  la  vitesse  de  la  particule  qui  y  passe  au  bout  du  temps  t  sur 
Taxe  des  x  ;  c'est  donc  la  valeur  de  u  ;  mais  u'  sera  ce  que  devient 
cette  même  fonction  ex  quand  x^  y^  z  ont  augmenté  de  dx^  dy^  dz 
et  t  de  dty  d'où  résulte 

«■--(ï)*+(s^+(i)*+(x)^- 

les  dérivées  étant  toutes  partielles.  En  outre  MM'  ayant  été  décrit 
dans  le  temps  dt  avec  la  vitesse  de  la  particule  on  a  (2^  =  oM^ 
dy  =  ^dty  dz  =  ydi,  et  par  suite 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  du  mou- 
vement, transformant  de  même  les  autres,  et  leur  joignant  l'équa- 
tion de  continuité,  on  trouve 


(Ti 


_i -4- «  ^ -1- fi  il  4- V  ''f  -  7  ——{È.\ 

dt         dx  dy  dz 


C'est  ce  qu'on  nomme  les  équations  générales  de  Vhydrodyna- 
miqtie.  Elles  sont  suffisantes  à  l'intérieur  soit  d'un  liquide  unique 

pour  lequel  p  =  const.,  soit  d'un  gaz  unique  pour  lequel -i-  =  const.  ; 

r 
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nous  laisserons  de  [côté  le  cas  où  plusieurs  fluides  seraient  mé- 
langés. 

On  doit  joindre  aux  équations  des  conditions  aux  limites^  cor- 
respondant à  la  surface  de  la  masse  fluide.  Là  où  elle  est  libre,  p 
a  une  valeur  donnée.  Là  où  elle  est  contiguS  à  une  paroi,  la 
vitesse  relative  du  fluide  doit  lui  être  tangente.    ' 

Les  formules  se  simplifient  quand  les  forces  ont  la  forme  poten- 
tielle, de  sorte  que 

--m-  -(!)■  -fë). 

q  étant  une  fonction  donnée  de  x^  y^  z^  t.  On  peut  alors  essayer 
de  satisfaire  toutes  les  équations  en  supposant 

*"    '-m-  ?=(!)•  -©• 

cp  étant  une  fonction  inconnue  de  x^  y^  z^  t.  Cela  suppose  toutefois 
que  les  valeurs  initiales  données  de  oc,  fi^y  ont  cette  forme  poten- 
tielle, auquel  cas  la  valeur;  initiale  de  cp  est  connue  à  une  cons- 
tante près. 

En  substituant  pour  a,  ^,  y  les  expressions  précédentes,  la  pre- 
mière équation  du  mouvement  devient 

d^(p        d^     (^       (kp      [d*f        d^      d^p  _  / dq\ i    /rfp\ 

dtdx  '^  dx  '  dx^       ly      dxdy       dz      dxdz  '^  \dx)        p   \dx)  * 

Pour  un  gaz  on  a 


p    \dxj         \dx  I 


Par  conséquent  si  Ton  pose 


K  =  q  —  —  pour  un  liquide, 
P 

R'  =s  q  —  kl{p)  pour  un  gaz. 
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et  en  outre 


l'équation  ci-dessus  prend  la  forme 

/dh\  _  /(fR'\ 

et  les  deux  autres  deviendraient  de  même 

dyJ^Xdyr  \dz)^\dz)' 

Pour  que  ces  trois  équations  aient  lieu  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ait  R  =  R'  +  T,  T  étant  une  fonction  de  t  seul.  Mais  on  peut  la 
supprimer  ;  soit,  en  effet,  T'  une  autre  fonction  de  t  seul  telle  qu'on 

ait  ^-  =  T.  D'après  la  valeur  de  R,  R  —  T  ou  R  —  -r-  est  ce 

al  ai 

que  devient  R  en  remplaçant  <p  par  ?'  =  <p  —  T'  ;  or  on  a 

H  est  donc  indifférent  de  prendre  pour  la  fonction  inconnue  <p'  au 
au  lieu  de  cp  ;  en  la  désignant  ensuite  [par  cp,  les  formules  seront 
exactement  les  mêmes,  sauf  que  T  sera  nul.  On  aura  alors  R=  R' 

et  en  outre  l'équation  (2)  où  l'on  devra  substituer  a  =  (-^j ,  etc. 

Pour  un  liquide,  où  p  =  const.,  les  équations  du  mouvement 
sont  ainsi 

I       m  -  (S)  ^-  m = »  ■ 
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126.  Applications.  —  P  Écoulement  d'un 
liquide.  —  ^J^^^ûd  un  liquide  contenu  dans  un  vase  ^\ 
s'écoule  par  l'ouverture  horizontale  AA'  on  observe 
que  les  particules  situées  dans  une  même  section  aUa* 
horizontale  descendent  sensiblement  avec  une  vitesse  verticale 
commune,  pourvu  que  les  sections  du  vase  ne  varient  pas  trop 
rapidement.  Ce  mode  de  mouvement  se  nomme  Vhypothèse  du  pa- 
rallélisme  des  tranches. 

En  supposant  OZ  vertical  dans  le  sens  de  la  pesanteur  on  doit 
alors  regarder  «  et  ^  comme  nuls,  et  y  comme  indépendant  de 
rc,  y,  de  sorte  que  les  équations  (1)  du  numéro  précédent  se  rédui- 
sent à 


EL  j^  ÉL^JL  ÈL^    — 

dt  '^'^  dz  '^  p     dz       ^       ^ 


Soient  ; 


MM'  la  section  horizontale  à  laquelle  correspondent  ^  et  y  ; 


(D  son  aire  ; 


/,  y,  a>'  ce  que  deviennent  -s?,  y,  œ  pour  la  section  du  niveau 
supérieur  NN'  ; 
A,  w,  b  les  valeurs  de  ^,  y,  a>  à  l'orifice  AA'. 

De  la  sorte  hetb  sont  des  constantes  données  et  u  est  une 
fonction  inconnue  du  temps  seul. 

La  pression  extérieure  est  supposée  la  même  en  AA'  et  NN'. 
Si  donc  on  multiplie  l'équation  ci-dessus  par  da  et  qu'on  l'intègre 
de  ^  =  ^  à  ^  =  h,  on  aura 


/!-«.  r>^^ 


i   «*--^f'-9(^-«')  =  ^. 


Les  volumes  liquides  s'écoulant  en  AA',  MM',  NN'  dans  l'ins- 
tant dt  sont  budty  y<odt,  yto'dtj  d'où 


6w  =  Y(û  —  7'tt) 


'•       'Vi 
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En  substituant  y  =  — ,  v'  =  —7  dans  l'équation  précédente,  on 


aura 


en  posant 


f  *  it, 


En  outre  ^  =  y  =s  — ^  ;  en  remplaçant  rf*  par  ^^  on  trouve 


(0 


'.  «+(.-4.)..+.,,.-»,-.. 


équation  donnant  t«*  en  fonction  de  ^  ;  ft,  a>',  et  par  suite  les  coef- 
ficients de  l'équation  sont  des  fonctions  connues  de  /. 

n  faut  remarquer  que  l'équation  (2)  du  numéro  précédent  se 

réduit  à  -JL  =  0,  et  n'est  pas  en  général  satisfaite  dans  l'hypo- 
thèse actuelle,  qui  n'est  ainsi  qu'approximative.  Du  reste,  l'inté- 
gration rigoureuse  des  formules  (1)  et  ^2)  est  en  général  impos- 
sible, même  dans  des  cas  fort  simples. 

2®  Mmvemmts  infimment  petits  d'tm  liquide  sur  lequel  n^agit  que 
la  pesanteur.  —  En  employant  les  formules  (3)  nous  admettrons  que 

a,  j3,  y,  ou  ^,  etc. ,  et  leurs  dérivées  sont  de  très  petites  quanti- 
tés, dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits. 
La  première  équation  (4)  se  réduit  alors  à 

en  remarquant  que  q  =  gz. 

On  a  vu  qu'il  était  indifférent  d'ajouter  au  premier  membre  une 
fonction  de  t  seul,  entre  autres  une  constante  ;  nous  pourrons  donc 
remplacer  jp  par  p  — P^JP^  étant  la  pression  atmosphérique. 

Cette  équation,  quand  on  a  trouvé  la  valeur  de  (p  donne  celle 
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depy  mais  ce  qu'on  cherche  est  plutôt  la  loi  des  ondulations  super- 
ficielles, ou  la  hauteur  variable  de  la  surface  libre  au-dessus  du 
niveau  naturel  ;  en  prenant  celui-ci  pour  le  plan  des  a^y  ce  sera 
l'ordonnée  £r  =  Z.  Or  à  cette  surface  on  a  p  =  jp, ,  d'où 

qui  donnera  Z  quand  <p  sera  connu.  Cette  fonction  est  déterminée 
par  l'équation  (4),  ou 


dy 

et  par  des  conditions  aux  limites. 

A  la  surface  libre  ^^^  *  "57  =  7  =  -£•  >  ^*  P^r  suite,  d'après 
l'équation  ci-dessus, 

^  dz       dt'  * 

où  l'on  peut  supposer  ^  =  0,  en  négligeant  le  second  ordre. 

Au  fond  de  la  masse  liquide  la  vitesse  normale  à  sa  surface  est 
nulle.  Si  elle  est  horizontale  il  en  résulte  y  =  0  ou 

Nous  ne  pouvons  reproduire  ici  l'intégration  de  ces  équations 
trouvée  par  Poisson,  et  dont  les  résultats  sont  d'ailleurs  conformes 
à  l'observation. 

Toutes  les  équations  ont  la  forme  linéaire.  Par  conséquent,  si 
elles  sont  satisfaites  en  prenant  pour  les  valeurs  de  Z  et  (p  soit 
Z'etcp',soit  Z"et  «p*',  elles  le  seront  encore  en  supposant  Z  =Z'-|-Z", 

Le  principe  de  la  superposition  des  petits  mouvements  est  donc 
exact  ^pour  les  ondulations  d'une  surface  liquide,  comme  nous 
l'avons  mentionné  au  numéro  119. 
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3^  Mouvements  infiniment  petits  d'un  gaz,  au  vibrations  acous- 
tiques.  —  Noos  supposerons  que  l'effet  de  la  pesanteur  est  négli- 
geable^ de  sorte  qne  dans  les  équations  (1)  on  aura  X  »  Y==  Z=^  o. 
Soit  en  outre  ^  la  densité  dans  Tétat  d'équilibre^  et  5  la  dilatation 

relative  du  volume,  d'où  p  =  .  Nous  admettrons  que  a,  p,  y,  s 

sont  très  petits  ;  en  négligeant  le  second  ordre  par  rapport  à  ces 
quantités,  on  aura 

p  =  g(i  —  i\  p  =  kS(\  —  s) , 

et  on  devra  remplacer  o  par  S  dans  l'équation  (2),  sauf  dans  le 
premier  terme,  ce  qui  donne 

dt  "  dx        dy         dz 

On  devra  aussi  réduire  —  ^"g"  dans  les  formules  (1)  qui  devien- 
dront 

^^k—        Ét^k^         -i-jfc* 

dt  Ar'  dt  ^     dy'  dt  "     dz' 

C'est  de  la  dilatation  s  qu'on  cherche  les  lois;  pour  cela  on 
substituera  les  valeurs  précédentes  dans 

dt^  "  didx  "^  dtdy  "^  dtdz  ' 
dérivée  de  l'autre  équation,  ce  qui  donne  la  relation  cherchée  • 

dt'  "■    W»  +  dy'  "*"  d?;  • 

Si  le  gaz  était  contenu  dans  un  tuyau  rectiligne  ayant  pour  axe 
OZ,  toutes  les  vitesses  étant  parallèles  à  l'axe,  on  aurait  a  =|S=o  ; 
il  en  résulterait 

(û«  ""     dt'  ' 


J 
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comme  noas  Tavons  déjà  trouvé  au  numéro  115,  où  les  ondes 
étaient  définies  par  les  valeurs  de  u  au  lieu  de  s. 

Dans  cette  question  on  ne  doit  pas  prendre  pour  le  rapport  A;=— 

celui  que  donne  la  loi  de  Mariette,  mais  celui  qui  existe  quand  la 
chaleur  développée  par  la  condensation  du  gaz  n'a  pas  le  temps  de 
se  dissiper,  comme  c'est  le  cas  dans  les  rapides  alternatives  qui 
constituent  les  vibrations  acoustiques. 

127.  Remarqnes  générales  mnr  le  mouTement  des 
fluides.  —  n  semble  que  tout  ce  qui  concerne  ce  mouvement 
devrait  rentrer  dans  Thydrodynamique.  Toutefois  on  désigne  plus 
spécialement  par  ce  terme  les  lois  du  mouvement  telles  qu'elles 
résultent  des  formules  du  numéro  125,  on  celles  qu'on  obtient  en 
prenant  pour  inconnues  les  vitesses  a,  /3,  y  en  un  point  quelconque. 
Nous  avons  vu  que  les  résultats  de  cette  méthode  étaient  fort  limités. 

On  nomme  Hydrauliqtie  la  théorie  des  mouvements  permanents 
des  fluides,  c'esta-dire  de  ceux  dans  lesquels  ^,  a,  |3,  y  pour  un 
même  point  sont  indépendants  du  temps,  ou  fonctions  de  a;,  ^,  j? 
seuls^  l'espace  total  occupé  par  le  fluide  restant  invariable. 

Les  applications  industrielles  de  la  théorie  des  fluides  rentrent 
généralement  dans  l'hydraulique,  dont  les  résultats  pratiques  sont 
nombreux,  et  les  lois  importantes,  même  au  point  de  vue  pure- 
ment scientifique  ;  mais  elles  sont  basées  sur  les  formules  (A)  du 
numéro  120,  et  sur  les  lois  générales  de  la  mécanique,  et  il  n'est 
plus  fait  aucun  usage  des  formules  du  numéro  125. 

Avant  de  nous  occuper  de  l'hydraulique  il  est  nécessaire  d'exa- 
miner quelques  propriétés  importantes  du  mouvement  des  fluides, 
applicables  soit  qu'il  soit  permanent  ou  varié,  et  qui  se  déduisent 
directement  des  formules  (A)  du  numéro  120. 

Première  propriété,  —  Nous  nommerons  force  accélératrice  la 

force  autre  que  les  pressions,  telle  que  la  pesanteur,  etc.,  en  la 

supposant  rapportée  à  l'unité  de  masse.  Dans  les  équations  (A)  du 

36 
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numéro  120  ses  projections  sont  X,  Y,  Z.  En  supposant  infiniment 
petite  la  masse  sur  laquelle  elle  agit,  et  remplaçant  x^,  y,,  z,  par 
Xy  y^  Zy  ces  équations  deviennent 

dt'  p    \dxr       dt'  p    \dyr      dt'  p    Wî  / 

Par  suite  si  dans  une  portion  de  la  masse  la  pression  est  partout 
la  même,  chaqzie  particide  fluide  se  msut  comme  un  point  matérid 
animé  de  la  seule  force  accélératrice. 

En  effet,  on  a  alors  (^^  =  o,  (^^  =  o,  (^)  =  o,  ce  qui  ré- 

duit  les  équations  ci-dessus  à 

d^x       ^     ^ 
-7T  =  A,  etc. 

OU  à  celles  du  mouvement  d'un  point  matériel  libre,  sans  influence 
des  pressions. 

Tel  est  le  cas  d'une  veine  liquide  mince  lancée  dans  l'air,  avant 
qu'elle  se  déforme  en  gouttelettes  ;  en  effet,  la  pression  atmosphé- 
rique agit  sur  le  contour  de  toute  section  normale,  et  à  l'intérieur 
la  pression  n'en  peut  différer  que  très  peu.  Aussi  la  veine  décrit 
une  parabole  fort  exacte,  n'étant  pas  modifiée  par  la  résistance  de 
l'air,  mais  seulement  par  son  frottement,  qui  est  une  force  beau- 
coup plus  faible. 

Seconde  propriété,  —  Considérons  une  petite  masse  déterminée 
m  à  un  instant  donné,  et  imaginons  que  Taxe  des  z  ait  été  pris 
parallèle  à  sa  vitesse  à  cet  instant,  et  qu'en  outre  OX  soit  paral- 
lèle au  rayon  de  courbure  R  de  sa  trajectoire,  et  de  même  sens. 

d^x    d^v     d^j^ 

Dans  les  équations  du  mouvement  ^,  ^^  --  sont  les  projections 

de  ^son  accélération  sur  les  axes  ;  d'autre  part,  nous  savons  que 
celle-ci  se  décompose  en  deux  autres  rectangulaires,  l'une  suivant 

la  vitesse  Vy  l'autre  suivant  le  rayon  de  courbure,  égale  à  -5-.  Par 

n 


i 
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conséquent,  la  première  est  ^,  l'autre  -tt^,  de  sorte  que  —  est 
nulle.  Les  équations  du  mouvement  donnent  ainsi 


p   \dx/*  ù    \dy)  ' 


R  0   \ax/  p 


En  outre,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  50,  on  nomme  force  cen- 
trifuge  la  force  -^-  ou  simplement  -^  en  la  rapportant  à  l'unité  de 
masse.  On  la  considère  comme  agissant  en  sens  contraire  du 
rayon  de  courbure  ;  en  la  désignant  par  <p  et  remplaçant  -^  par 


—  cp,  nous  aurons 

c'est-à-dire  deux  des  trois  équations  d'équilibre,  ou  des  équa- 
tions (B)  du  numéro  120,  sauf  que  X  est  augmenté  de  cp.  Nous 
avons  supposé  le  plan  des  xy  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  m, 
mais  il  le  sera  aussi  sensiblement  pour  d'autres  particules  voisines 
de  la  première,  et  OX  sera  à  très  peu  près  parallèle  à  leur  rayon 
de  courbure.  Ainsi  les  mômes  relations  auront  lieu  pour  des  par- 
ticules traversant  le  plan  au  même  instant  que  la  première,  et 
très  près  d'elle.  Or  si  Ton  passe  du  point  m  à  ces  dernières  l'ac- 
croissement de^  ne  dépend  que  de  (  /)?  (  /  )-^l  ^°  résulte  la 

propriété  suivante,  indépendante  du  choix  des  axes  : 

Dans  le  voisinage  d'un  point  m  quelconque  du  fluide,  dans  u/n 
plan  perpendiculaire  à  sa  vitesse,  la  pression  varie  suivant  les  lois 
de  rhydrosiatique,  en  admettant  qu'outre  la  force  accélératrice 
agisse  la  force  centrifuge. 

Si  par  exemple  une  rivière  fait  un  contour  on  pourra  prendre 
pour  le  plan  précédent  celui  qui  est  perpendiculaire  au  courant  ; 
et  la  propriété  aura  lieu  en  tous  ses  points  ;  en  particulier  à  la  sur- 
face libre,  la  force  OMxune  dans  le  cas  d'équilibre  devra  lui  être 
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perpendiculaire.  La  force  est  résaltante  de  la  pesanteur  et  de  la 
force  centrifuge,  et  on  en  conclura  comme  au  numéro  70  que  la 
section  de  la  surface  est  une  parabole. 

Troisième  propriété.  —  Principe  des  forces  vives.  Dans  les  corps 
déformables,  élastiques  ou  non,  l'accroissement  de  la  demi-force 
vive  n'est  point  égal  au  travail  des  forces  extérieures.  Ainsi  le 
principe  des  forces  vives,  démontré  pour  un  système  théorique, 
n'est  en  général  vrai  que  dans  ce  cas  ;  il  n'est  donc  pas  évident 
pour  les  fluides  ;  pour  les  gaz  il  est  inexact. 

Au  contraire,  la  formule  de  Bernouilli,  qui,  comme  on  le  verra, 
sert  de  base  à  l'hydraulique,  n'est  autre  que  le  principe  des  forces 
vives,  fort  aisé  à  démontrer  dans  le  mouvement  permanent.  Mais 
quand  il  s'agit  des  moteurs  hydrauliques  le  mouvement  n'est  plus 
permanent,  bien  que  d'ordinaire  on  leur  applique  par  induction  les 
lois  de  l'hydraulique.  Il  importe  donc  d'établir  le  principe  des 
forces  vives  pour  le  mouvement  quelconque  d'un  liquide. 

n  faut  remarquer  en  outre  que  si  le  mouvement  n'est  pas  per- 
manent, les  petites  masses  contiguês  se  mélangent  en  général 
pendant  leur  déplacement,  ce  qui  n'empêche  pas  le  centre  de 
gravité  de  chacune  de  rester  bien  déterminé  pendant  qu'elle  se 
disperse.  La  démonstration  qui  suit  est  indépendante  de  cette 
diif usion . 

128.  Démonstration  du  principe  des  forces  vives 

pour  an  liquide.  —  Nous  désignerons  par  y  à  chaque  instant 

la  somme 

y  =  Imp , 

étendue  à  tous  les  éléments  m  de  la  masse  ;  par  0  la  somme 


z 


=^"(i)' 


étendue  aux  mêmes  éléments  en  considérant  p  comme  une  fonc- 
tion de  t,  x^  y,  z^  ^^\lr)  étant  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  t  \ 
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dT  sera  la  somme  des  travaux  élémentaires  exercés  sur  tous  les 
éléments  pendant  l'instant  dt  par  les  forces  autres  que  les  pres- 
sions; 

dT  sera  la  somme  des  travaux  exercés  pendant  l'instant  dt  par 
la  pression  extérieure  sur  toute  la  surface  qui  limite  la  masse. 

P  Valeur  de  dT.  —  En  comparant  les  positions  de  la  masse 
liquide  au  commencement  et  à  la  fin  d'un  petit  instant  6,  soient  E 
la  portion  de  l'espace  occupée  par  la  masse  fluide  aux  deux  épo- 
ques à  la  fois  :  E,  celle  qui  n'était  occupée  qu'à  la  première 
époque  ;  E,  celle  qui  ne  l'est  qu'à  la  seconde. 

Le  volume  E,  est  une  sorte  de  lame  mince  comprise  entre  les 
surfaces  extérieures  LL  à  la  première  époque,  L'L'  à  l...-^ 
la  seconde.  ^^ 

H  est  clair  que  E,  peut  se  composer  aussi  de  plusieurs  sembla- 
bles lames  non  contiguês  :  partageons  LL  en  éléments  o>  et  par  le 
contour  de  chacun  d'eux  menons  des  normales  à  la  première 
surface,  qui  en  supposant  b  très  petit,  seront  aussi  normales  à  la 
seconde.  Tout  l'espace  E^  sera  ainsi  partagé  en  petits  prismes 
ayant  pour  base  chaque  élément  co  et  pour  volume  t;=coA,  \  étant 
la  longueur  de  la  normale  commune. 

Chaque  particule  de  co  s'est  transportée  pendant  l'instant  9  infi- 
niment petit  à  la  surface  L'L'  ;  \  est  la  projection  de  la  ligne  qu'elle 
a.  décrite  sur  la  direction  normale  de  la  force,  ou  de  la  pression 
extérieure  p  ;  /  étant  le  même  pour  tous  les  points  de  co,  le  travail 
de  la  force  pi*>  appliquée  à  l'élément  sera  pA  ou  pv  ;  par  suite  le 
travail  de  la  pressi(»n  extérieure  sur  la  portion  de  la  surface  exté- 
rieure de  la  masse  qui  sert  de  limite  à  l'espace  E^  sera  Ijpt;,  la 
43omme  s'étendant  aux  éléments  v  de  cet  espace. 

Le  reste  de  la  surface  extérieure  est  la  portion  qui  sert  de 
limite  à  l'espace  E,,  et  pour  celle-ci,  où  le  travail  est  évidemment 
négatif,  les  points  se  déplaçant  de  dedans  en  dehors,  on  trouve- 
rait de  même  que  le  travail  est  —  Ipv^  la  somme  s'étendant  aux 
éléments  t;  de  E, .  Ces  deux  sommes  sont  donc  les  deux  parties  de 
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dT'.  Nous  aurons  encore  à  faire  usage  plus  tard  de  cette  expres- 
sion du  travail,  employée  également  dans  la  thermodynamique. 

2®  Valeur  de  -J-.  —  En  définissant  comme  ci-dessus  0,  E,  E,  y 

E,,  sans  supposer  0  infiniment  petit,  soient  y,  y'  les  valeurs  de  y 
au  commencement  et  à  la  fin  de  Tinstant  6,  de  sorte  que 


^=, imite,  fc» 
dt  V     6 


)• 


Soient  aussi  S,,  S,,  S,  S' les  valeurs  de  la  somme  Imp,  semblables 
à  y,  mais  étendues  tour  à  tour  au  volume  E^,  à  E,,  à  E  à  la  pre- 
mière époque,  à  E  à  la  seconde.  Il  est  clair  que  le  volume  total 
est  E  -f-  E^  à  la  première,  E  -f-  E,  à  la  seconde,  et  par  consé- 
quent 

y  =  S  +  S,,     /  =  S'  4-  s,, 


dt 


=„».(»:--») =,..(^^)  + ,..(51^). 


V  étant  rélément  de  volume  et  p  la  densité  du  liquide,  on  a  m  =  vp; 

S      S 

-^,  — ^  ont  donc  une  même  forme  Ipv.  la  somme  s'étendant  à  E, 

P      P 

ou  E,  ;  leur  différence  quand  6  est  infiniment  petit  est  comme  on 

g  g 

l'a  vu  la  valeur  de  dT'  ;  en  ce  cas  rfT'  =  ~ \  et  par  suite  eu 

P 
général 

Remarquons  ensuite  que  S  et  S'  s'étendent  au  même  volume 
E  qui  peut  être  décomposé  en  éléments  de  volume  d'une  façon 
identique  aux  deux  époques  ;  les  éléments  de  masse  auront  donc 
la  même  forme,  la  même  valeur,  sans  être  composés  de  la  même 
matière  ;  on  aura  ainsi 

S' -S       ..     (P-P\ 
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p  et  p'  étant  pour  les  deux  époques  les  pressions  correspondant  à 
un  même  point  de  l'espace  ;  par  suite  si  0  devient  infiniment  petit 

^  7"^  se  réduira  à  la  dérivée  partielle  y-J-\  et  la  somme  précé- 
dente à  celle  qui  a  été  désignée  par  z.  Il  en  résulte 


di  \     e     /  (U 


3°  Démonstration  du  théorème.  —  La  première  équation  (A) 
du  numéro  120,  ou 

dt*  p    \dx 

concerne  le  centre  de  gravité  G  d'une  masse  m  que  nous  ne  con- 
sidérons pas  d'abord  comme  infiniment  petite  ;  il  faut  remarquer 
que  si  cette  masse  est  contiguë  à  la  surface  extérieure,  la  compo- 
sante de  la  pression  extérieure  est  déjà  contenue  dans  le  terme 

(^)  et  qu'on  ne  doit  point  la  comprendre  dans  la  valeur 

deX. 

dv 

En  ajoutant  les  équations  du  mouvement  multipliées  par     -, 
J[-,  ~y  et  désignant  par  v,  la  vitesse  du  centre  G  on  a 


en  posant 


%      dt    ~~  dt  0 


^(dp\dx^    ,    (dp\  ^    ,    /^\^ 
"       \dx)  dt  '^XdyJ   dt  "^Wz/  dt 


Considérons  d'abord  la  valeur  p^  de  la  pression  en  G,  variable 
pendant  le  mouvement  de  ce  point  ;  p  est  une  fonction  de  t,  a?,  y, 
-ar,  et  p^  est  la  même  fonction  de  t,  x,,y,,  z,\  en  outre  x,^y,^  z, 
sont  des  fonctions  de  f ,  dépendant  du  mouvement  de  G  ;  de  la  sorte 
la  dérivée  totale  de  p,  est 
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dt 


en  désignant  par  (?-),  (^)j  ^t^.,  des  dérivées  partielles. 
En  posant 

la  différence  e  converge  vers  o  quand  on  prend  la  masse  m  très 
petite.  En  effet  les  dérivées  partielles  (-^),  \-f-\  (  j  )  corres- 
pondent chacune  à  un  point  intérieur  à  la  masse,  et  du  reste 
inconnu.  Si  ce  point  était  G,  (.7]  serait  la  même  expression  que 

nous  venons  de  désigner  par  i-p-)}  P  étant  la  même  fonction  de 

tj  X,  y  y  z  que  jî, ,  de  i,  x,^y,^z,.  Cette  remarque  s'étend  à  \-t~\  (-/-)• 

Si  donc  la  masse  m  diminue  sans  limite,  les  points  intérieurs  sont 
infiniment  près  de  G,  et  la  différence  Q'  —  Q  infiniment  petite. 

Les  valeurs  de  -x-  -^.  -3  '  donnent 

2      dt   ^  dt 
^     dt    '^   p     dt  dt  "^   p    \dt}  "*"  p   ' 

En  multipliant  cette  équation  par  m  et  ajoutant  les  relations 
analogues  pour  toutes  les  petites  masses  dans  lesquelles  le  liquide 
est  partagé,  on  a 


(2f        2        '         p     d(        ^^         dt  p  \dt  J  p 

Où 

rfTi  =  mXdx,  4-  mYdy,  -|-  mZ(f2| . 

Si  maintenant  nous  réduisons  les  petites  masses  à  de  simples 
éléments,  chaque  valeur  de  t  converge  vers  0  et  par  suite  aussi 
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2mt;/  devient  la  force  vive  F,  car  par  définition  on  doit,  pour 
l'évaluer,  attribuer  à  chaque  élément  la  vitesse  de  son  centre  de 
gravité  ; 

Imp,  est  la  même  somme  que  y  ou  Imp,  p^  correspondant  au 
centre  de  gravité  de  m  ; 

IcTT^  devient  dT,  puisque  wX,  mY,  mZ  sont  les  projections  de 
la  force  agissant  sur  Télément  et  par  suite  cH!,  son  travail  : 

enfin  Im  l~]  est  le  même  que  im  (-J-]  ou  z.  Il  en  résulte 

dt  "^  "y  *  ""  rfi  "^  y  * 

où  -4-  est  une  dérivée  totale.  En  substituant  sa  valeur  z  -  ^,  on 

at  dt 


trouve 


-?—  =  -17+   J-'  d.Hr  F    =(fr  +  dT; 

dt  dt    ^  dt  \lt      J  ^       ' 


par  suite  r accroissement  de  la  demi-force  vive  d'une  masse  liquide 
pendant  un  temps  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  travaux 
effectués  pendant  ce  temps  su/r  chaque  élément  de  masse  par  les 
forces  autres  qute  les  pressions,  plm  le  travail  de  la  pression  eodê- 
rieure  sur  la  surface  qui  limite  la  masse. 

En  effet  l'égalité  ci-dessus  exprime  ce  principe  quand  l'accrois- 
sement correspond  à  un  instant  di^  et  on  peut  évidemment  l'en 
déduire  pour  une  durée  quelconque. 

129.  Principes   fondamentaux  de  l'hydranllque. 

—  Le  mouvement  permanent,  comme  nous  l'avons  dit,  est  tel  que 
la  surface  extérieure  de  la  masse  est  invariable,  et  que  p  a,  |3,  y 
sont  constants  pour  un  même  point  de  l'espace  ;  la  vitesse  des 
particules  qui  y  passent  est  donc  à  chaque  instant  la  même  en 
grandeur  et  en  direction.  Il  en  résulte  pour  le  mouvement  la  dis- 
position suivante,  nommée  mouvement  par  filets. 


B' 
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Si  une  particule  passant  en  A  parcourt  la 
trajectoire  A  A' ,  toutes  celles  qui  se  succéde- 
ront en  A  suivront  le  même  chemin.  Si  s  est 
une  portion  de  surface  quelconque,  les  trajectoires  AA',  BB',  etc. 
des  particules  passant  aux  divers  points  A,  B,  etc.,  de  son  contour 
formeront  une  sorte  de  canal  fermé,  nommé  filet  ;  tout  le  fluide 
traversant  s  passera  à  son  intérieur  comme  dans  un  tube  maté- 
riel. Si  on  imagine  que  s,  s'  soient  des  sections  normales  de  ce  filet 
supposé  très  petit,  les  vitesses  des  particules  dans  une  même  sec- 
tion seront  sensiblement  égales  ;  si  on  les  désigne  par  v  en  5, 
1/  en  s',  les  densités  étant  p  et  p',  l'espace  parcouru  dans  le  temps 
dt  sera  en  s  vdt^  le  volume  écoulé  svdt,  et  sa  masse  osvdt  :  en  s' 
elle  sera  p's'v'dt;  comme  elles  doivent  être  les  mêmes  on  aura 
psv  =  rJs'v'y  et  en  particulier  pour  un  liquide  sv  =  s'v\  de  sorte 
que  dans  un  filet  élémentaire  ou  infiniment  mince  la  vitesse  varie 
en  raison  inverse  de  la  section. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas  le  mouvement  affecte  cette  forme 
permanente.  Il  en  est  ainsi  communément  pour  le  mouvement  de 
l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite  et  les  canaux  découverts.  On  en 
peut  dire  autant  pour  l'eau  s'écoulant  d'un  réservoir  entretenu  à 
niveau  constant,  et  pour  des  mouvements  analogues  de  l'air  et  du 
gaz  d'éclairage. 

Résistances  passives,  —  Le  frottement  d'un  fluide  contre  ses 
parois  est  comme  celui  des  solides  un  phénomène  complexe,  con- 
sistant en  une  suite  de  petits  chocs  contre  les  rugosités  de  la 
surface;  comme  pour  les  solides  également  on  n'en  peut  tenir 
compte  en  mécanique  qu'en  l'assimilant  à  une  force  retardatrice, 
agissant  en  sens  contraire  du  mouvement,  et  produisant  exacte- 
ment le  même  effet.  Mais  il  en  existe  une  d'un  autre  genre. 

Nous  avons  vu  que  des  chocs  de  corps  même  parfaitement  élas- 
tiques causaient  une  perte  de  force  vive  s'ils  restaient  adhérents 
au  lieu  de  rebondir  ;  il  en  est  ainsi  pour  une  masse  d'eau  tombant 
sur  une  autre  dans  un  vase  où  la  seconde  est  empêchée  de  se 
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déplacer  ;  mais  il  en  est  ainsi  également  quand  an  filet  ou  un  cou- 
rant d'eau  est  forcé  de  se  dilater  pour  occuper  un  espace  plus 
grand,  sa  vitesse  diminuant  forcément  ;  il  se  produit  alors  en 
quelque  sorte  un  choc  progressif  et  prolongé,  et  même  si  le  courant 
arrive  dans  une  masse  considérable  d'eau  tranquille,  sa  vitesse  est 
entièrement  amortie.  En  général  il  en  résulte  une  perte  de  force 
vive,  pareille  à  un  travail  négatif,  et  tout  à  fait  aûalogue  à  celui 
des  résistances  passives  dans  les  machines.  On  le  connaît  par 
expérience,  et  ses  lois,  comme  nous  verrons,  sont  même  semblables 
à  celles  de  la  perte  de  force  vive  que  nous  avons  trouvée  au 
numéro  107  comme  résultant  des  chocs  à  contact  persistant.  Ces 
phénomènes  sont  fort  complexes,  et  comme  pour  le  frottement  on 
ne  peut  en  tenir  compte  en  mécanique  qu'en  les  considérant  comme 
dus  à  une  force  retardatrice  agissant  en  sens  contraire  du  mou- 
vement. Nous  verrons  même  que  le  frottement  peut  être  considéré 
comme  compris  dans  cette  force. 

Ces  résistances  agissent  également  dans  le  mouvement  varié, 
mais  c'est  en  hydraulique  qu'on  en  détermine  la  mesure  exacte, 
pour  toutes  les  circonstances  que  peut  présenter  le  mouvement 
d'un  fluide. 

En  outre,  comme  dans  le  principe  des  forces  vives  appliqué  aux 
machines,  on  assimile  les  frottements  à  des  forces  extérieures,  on 
devra  pour  les  fluides  classer  les  résistances  passives  parmi  les 
forces  autres  que  les  pressions. 

130.  Formule  de  BeriioailII.  —  Soit  m  un  élément  de 
masse  faisant  partie   d'un  filet  AA'  infiniment 
mince,  et  comprise  entre  deux  sections  normales 
infiniment  voisines. 

Pour  appliquer  à  son  mouvement  le  principe 
des  forces  vives,  il  est  plus  simple,  en  laissant  de  côté  l'énoncé  du 
'  numéro  précédent,  d'employer  ses  équations 
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d'x       ^        ^    (  dp 

P 

En  les  ajoutant  mnltipliées  par  dx,  dy,  dz  et  désignant  par  v  la 

vitesse,  on  aura 

6         dp 


•(l-)  = 


m 


OÙ 


6  =  mXAr  +  m\dy  +  mZd^  , 

Si  les  accroissements  tia;^  dy,  dz  correspondent  au  déplacement 
de  la  masse  iw  de  A  en  B,  dp  est  l'accroissement  de  p  de  l'un  à 
Tautre  de  ces  points,  puisqu'en  vertu  de  la  permanence  il  est  indé- 
pendant du  temps  en  chacun  d'eux  ;  d  est  le  travail  élémentaire 
des  forces  autres  que  les  pressions,  car  elles  sont  réductibles  à  une 
seule,  ayant  pour  projections  mX,  mY,  mZ. 

Nous  supposerons  toujours  dès  à  présent  que  Taxe  des  ^  est 
vertical  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  dont  le  travail  est  ainsi 
mgdz  ;  nous  admettrons  aussi  que  les  autres  forces  se  réduisent 
aux  résistances,  dont  le  travail  élémentaire  sur  la  masse  m,  tou- 
jours négatif,  sera  désigné  par  —  dT  et  le  travail  total  par  —  T 
quand  elle  se  déplace  de  A  en  A. 

Nous  pouvons,  intégrer  l'équation  ci-dessus  pour  ce  trajet,  en 
substituant  9  =  mgdz  —  dT.  En  supposant  que  v^  z^  p  correspon- 
dent au  point  kçX  v'  isf  p'  au  point  A,  nous  trouverons  pour  un 
liquide 

Pour  un  gaz  la  même  intégration  est  possible  eu  substituant 
p  =  -^  ;  mais  le  résultat  ne  représente  plus  le  principe  des  forces 
vives.  Il  est 

i  2  ^^  ^         m  \  p  J 
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Il  faut  remarquer  que  v,  p^  z  ont  en  A  des  valeurs  constantes, 
de  même  que  t?',  p\  s!  en  A',  et  les  relations  précédentes  lient 
entre  elles  ces  valeurs,  abstraction  faite  de  la  considération  de  la 
petite  masse  m. 

Nous  laisserons  de  côté  l'équation  relative  aux  gaz,  et  nous 
mettrons  l'autre,  divisée  par  g  y  sous  la  forme  suivante,  nommée 
formule  de  BernouiUi  : 


v'*  —  v« 


=  fc  — i^. 


en  posant 

(,)        /.=(.'_  il)  _  (;  _  A),     ^ =1 . 

\  g?/        \  fifp/  frig 

Signification  de  h.  —  Nous  désignerons  constamment  par  z 
l'ordonnée  de  tout  point  M  du  fluide,  comptée  verticalement  au- 
dessous  d'un  plan  horizontal  supérieur,  supposé  assez  élevé  pour 
que  z  soit  partout  positif.  Nous  n'avons  plus  à  lui  adjoindre  des 
axes  des  x  et  des  y  situés  dans  ce  plan. 

En  outre,  p  étant  la  pression  en  M,  nous  nommerons  ordonnée 

piézométrique  de  ce  point  l'expression  z —. 

Dans  une  masse  liquide  en  équilibre  on  a 

p 
p  =  pgz  +  const.,        z  —     -  =  const. 

Cette  ordonnée  est  alors  la  même  en  chaque  point.  On  l'exprime 
aussi  en  disant  que  le  niveau  piézométrique  est  constant. 

Dans  l'état  de  mouvement  on  nomme  charge  d'un  point  M  sur 
un  autre  M' l'excès  de  l'ordonnée  piézométrique  de  M'  sur  celle  de 
M.  Il  en  résulte  identiquement  que  si  H  est  la  charge  de  M  sur 
M',  et  H'  celle  de  M'  sur  un  autre  point  M",  H  +  H'  est  celle  de 
M  sur  M". 

D'après  cette  définition  et  l'équation  (2)  A  est  la  charge  du 
point  A  sur  A'. 
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Signification  de  4'.  —  Dans  cette  expression,  qu'on  nomme  la 
perte  de  charge,  T  est  le  travail  total  des  résistances  sur  une  petite 
masse  m  allant  de  A  en  A',  mais  on  peut  lui  donner  une  forme 
plus  simple. 

Partageons  le  filet  AA'en  n  parties  égales  par  un  grand  nombre 
de  sections  normales  B,  C,  D,  etc.,  de  sorte  qu'il 
se  trouve  une  même  masse  m  dans  chacun  des  ^>-rn  f   — -^' 


espaces  A'B,  BC,  CD,  etc  ,  et  soit  Ô  la  durée  de 
l'écoulement  d'une  masse  m  à  travers  la  section  A. 

Pendant  cette  durée  chaque  portion  m  viendra  prendre  la  place 
qui  était  occupée  par  la  suivante;  T  est  la  somme  des  travaux 
des  résistances  sur  la  première  masse  m  seule,  pendant  qu'elle  se 
transporte  successivement  de  AB  en  BC,  de  BC  en  CD,  etc.,  jas- 
qu'en  A'.  C'est  donc  aussi  le  travail  sur  la  masse  totale  nm  com- 
prise entre  A  et  A'  pendant  un  seul  de  ces  déplacements,  de 
durée  0,  sauf  une  irrégularité  correspondant  aux  positions  extrê- 
mes, et  qui  est  négligeable  en  prenant  n  très  grand. 

T 

Par  suite  la  perte  de  charge —  est  le  rapport  du  travail  des  résis- 
tances sur  la  masse  totale  contenue  entre  A  et  A  pendant  V écoule- 
rnoit  d'une  petite  7nasse  m.  au  poids  mg  de  cette  masse. 

Ce  rapport  ne  dépend  pas  de  m,  car  il  est  clair  que  T  et  m 
sont  tous  deux  proportionnels  à  la  durée  de  l'écoulement.  On  voit 
aussi  que  si  la  perte  de  charge  est  vp  de  A  en  A',  et  \|^'  de  A'  en  A", 
elle  est  vf  -f  4^'  de  A  en  A". 

La  formule  (1)  exprime  que  V accroissement  de  — de  A  en  A  est 

égal  à  la  charge  mmns  la  perte  de  charge. 

Mouvement  régidier.  —  Nous  dirons  que  le  mouvement  est 
régulier  sur  une  section  d'un  filet  ou  courant  de  dimensions  finies, 
si  en  chacun  de  ses  points  la  vitesse  est  perpendiculaire  au  plan 
de  la  section,  et  la  courbure  de  la  trajectoire  négligeable,  ou  son 
raj^on  très  grand. 

D'après  la  seconde  propriété  démontrée  au  numéro  127,  la 
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pression  varie  dans  toute  la  section  suivant  la  loi  hydrostatique, 
puisque  la  force  centrifuge  est  négligeable.  En  outre  les  résistan- 
ces sont  directement  opposées  aux  vitesses,  ou  perpendiculaires 
au  plan  de  la  section,  sur  lequel  par  suite  leurs  projections  sont 
nulles.  Ses  pressions  en  ses  divers  points  varient  donc  comme  dans 
Tétat  d'équilibre,  quand  la  pesanteur  est  la  seule  force.  Par  con- 
séquent, comme  on  l'a  vu,  Vordannée  piézométrique  est  constante 
sur  toute  la  section. 

m 

Extension  de  la  loi  de  Bernouilli  à  un  fUet  ou  courant  de  section 
finie.  —  Cette  extension  n'est  possible  que  si  le  mouvement  est 
régulier  sur  les  sections  normales  extrêmes  A,  A'  qui  limitent  la 
portion  du  courant  considérée. 

En  ce  cas  nous  nommerons  encore  h  la  charge  de  A  sur  A', 
c'est-à-dire  celle  d'un  point  quelconque  de  A  sur  un  quelconque  de 
A';  elle  est  indépendante  de  ce  point,  l'ordonnée  piézométrique 

étant  constante  sur  chaque  section. 

T 

La  perte  de  charge  vj/  signifiera  également  — ,  T  étant  la  som- 
me des  travaux  des  résistances  sur  tout  le  liquide  contenu  entre 
A  et. A'  pendant  Técoulement  d'une  petite  masse  m. 

Désignons  par  0  la  durée  de  cet  écoulement,  puis  partageons  le 
courant  en  filets  F  infiniment  minces,  pour  lesquels  la  masse  écou- 
lée dans  le  temps  0  soit  a,  a',  jji",  etc.,  de  sorte  que 

wi  =  |i  -f~  H'''  +  •  •  •  =  £|i  • 

Pour  chaque  filet  la  charge  est  la  même  fe,  et  la  formule  de 
Bernouilli  étant  démontrée  pour  un  filet  infiniment  mince,  il  en 
résulte  pour  la  perte  de  charge 

k . 

Son  produit  par  ^g  est  le  travail  des  résistances  sur  l'ensemble 
du  filet  F  pendant  l'écoulement  de  la  masse  fx  ou  le  temps  Ô.  En 
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rajoutant  pour  tous  les  filets  on  aura  pour  le  travail  sur  l'ensem- 
ble du  courant 


v'«  —  v« 


Par  suite 


eu  posant 


T  =  hï,^g  -  E      g^      V^g 


T  T  V'*  V* 


Soient  o),  a/  pour  un  quelconque  des  filets  F  ses  sections  nor- 
maies  extrêmes  en  A  et  A'  ;  on  aura  pour  la  masse  écoulée 

et  les  valeurs  précédentes  deviendront 


Iw'û)  ,„.        Iv 


v>=  7^-,      v'«  = 


a>,  o'  étant  des  éléments  des  sections  A,  A'  du  courant  et  v,  t/  les 
vitesses  en  chacun  d'eux. 

On  nomme  vitesse  moyenne  sur  une  section  celle  qui  en  la  sup- 
posant uniforme  produirait  le  même  écoulement  ou  le  même  débit. 
En  la  désignant  par  u  on  aurait  de  la  sorte 

En  posant  t;  =  z^  +  (î,  il  en  résulte  25  *>  =  o  ;  en  outre 

Le  second  terme  étant  nul,  on  voit  que  si  les  vitesses  v  sont  peu 
différentes,  ou  î' ,  «î'  négligeables,  on  pourra  remplacer  v  par  u 
dans  Iv^tùy  et  en  général  dans  toute  somme  de  la  forme  2t;"co.  Il 
en  résulte  V  =  u\  et  la  même  remarque  s'applique  à  V*.  En 
écrivant  v,  t/  au  lieu  de  V,  V  dans  la  relation  trouvée 

*  =  "-  27- 
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elle  devient 


v*  —  P« 


^9 


==/i  — ((., 


ou  l'équation  (1).  Par  conséquent,  la  fonmUe  de  BernouUli  est 
applicable  à  un  courant  de  section  finie,  pourvu  que  le  mouvement 
soit  régulier  aux  sections  extrêmes^  et  que  sm  chacune  d^ elles  les 
vitesses  soient  peu  différentes^  en  prenant  pour  Vj  tf  les  vitesses 
moyennes. 

On  définit  quelquefois  la  perte  de  charge  comme  étant  le  tra- 
vail des  résistances  par  unité  de  poids  écoulée.  En  ce  cas  ce  n'est 
pas  un  travail  total  ordinaire.  Il  faut  admettre  qu'il  s'exerce  tou- 
jours sur  la  masse  occupant  le  même  espace  AA'  et  sans  cesse 
renouvelée. 


L' 


131.  Effet  d'nn  élargissement  du  eonrant*  Kffet 
d'an  obfttaele.  —  Disposition  du  cou/rami.  —  Nous  supposons 
qu'un  tube  cylindrique  L  s'ouvre  brusquement  suivant  une  section 
normale  CC,  débouchant  dans  un  tube  cylindrique  L'  de  même 
axe  et  de  rayon  plus  grand.  Le  courant  permanent  arrivant  par 
le  tube  L  est  régulier  en  chaque  section  normale  jusqu'à  la  sec- 
tion d'ouverture  B,  les  vitesses 
étant  parallèles  à  l'axe.  On  observe 
qu'il  se  dilate  ensuite  progressi- 
vement jusqu'à  une  section  E  où 
il  occupe  tout  le  tube  L',  et  à  par- 
tir d'une  section  A  les  vitesses 
sont  devenues  toutes  parallèles  à  l'axe  et  le  mouvement  régulier. 
En  L  et  A'  on  suppose  les  vitesses  peu  différentes  entre  elles. 
Dans  les  régions  voisines  de  C,  non  traversées  par  le  courant,  le 
liquide  n'a  que  des  mouvements  de  remous  avec  de  très  faibles 
vitesses. 

Nous  aurons  aussi  à  examiner  le  cas  où  le  courant  parcourt  un 

37 
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tnbe  nniqae  L,  dans  lequel  est  placé  an  disqne  D 
infiniment  mince,  perpendiculaire  à  l'axe  ;  le  mou- 
vement est  alors  régulier  à  quelque  distance, 
entre  autres  sur  des  sections  B,  A'  employées 
aussi  dans  l'autre  figure.  Nous  avons  placé  dans  celle-ci  le  dis- 
que D ,  que  nous  supposons  exister  outre  l'élargisseDjent,  pour  ne 
pas  reconmxencer  des  calculs  qui  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
cas. 

Emploi  du  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  — 
Prenons  pour  l'axe  OX  celui  du  tube,  son  sens  étant  celui  du 
courant.  Soit  M  une  portion  de  la  masse  liquide,  et  x,  l'abscisse 
de  son  centre  de  gravité.  On  a 

M  ^  =  SX  , 

IX  étant  la  somme  des  projections  des  seules  forces  extérieures  à 
la  masse,  c'est-à-dire  des  pressions  extérieures  et  de  la  pesan- 
teur, mais  non  des  résistances,  le  frottement  des  parois  pouvant 
être  négligé,  vu  leur  peu  d'étendue.  Substituons  Mic^  =  inix,  la 
somme  s'étendant  aux  éléments  m  de  masse  ;  le  résultat  pourra 
s'écrire 

dS  dx 

^=IX,  où  S  =  Sm— . 
.  al  at 

JO 

Valeur  de  ^-.  La  section  normale  B  étant  à  l'ouverture  du 

at 

tube  L,  la  masse  fluide  située  au  delà  était  limitée  un  instant  Q 
auparavant  par  une  section  A,  très  voisine  de  B,  et  pouvant  être 

légèrement  courbe  à  cause  de  l'inégalité  des  vitesses. 

Prenons  pour  la  masse  M  celle  qui  au  commencement  du  temps  6 
était  comprise  entre  A  et  la  section  normale  A'.  Au  bout  de  cet 
instant  elle  le  sera  entre  B  et  une  section  B'  très  voisine  de  A,  et 
pouvant  être  légèrement  courbe. 

Désignons  par  S,,  S,,  S,,  S^  des  sommes  2w-^  étendues  : 
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pour  S,  à  la  masse  comprise  entre  A  et  B  à  la  première  époque  ; 

pour  S,  à  lia  masse  entre  A'  et  B'  à  la  seconde  ; 

pour  S,  à  la  masse  comprise  entre  B  et  A'  à  la  première  époque  ; 

pour  S,  à  la  masse  entre  B  et  A'  à  la  seconde  époque. 

Ces  deux  dernières  ne  sont  pas  composées  du  même  fluide, 
mais  on  peut  les  diviser  de  la  même  façon  en  éléments  et  les 
vitesses  de  chacun  sont  les  mêmes;  par  suite  83  =  8^.  Or  pour  la 
masse  M  tout  entière,  en  désignant  par  S'  ce  que  devient  S  à  la 
seconde  époque,  on  a  évidemment 

b    =    0|  -j-  bg  ,  b     =   bj    -f-  ^4  ï  ^    —    b   =   bj  —  bj  . 

Entre  A  et  B  la  projection  de  la  vitesse  lui  est  égale,  les  vitesses 
^tant  parallèles  à  l'axe,  et  il  en  est  de  même  entre  A'  et  B'. 

Par  suite  en  partageant  ces  deux  espaces  en  filets  infiniment 
minces,  fx  étant  la  masse  contenue  dans  l'un  quelconque  d'entre 
eux,  on  aura 

^  et  v'  étant  les  vitesses  correspondantes  en  B,  A'. 
En  supposant  que  6/  converge  vers  0  on  a 


ds      S'  —  S      S,  —  S 


dt  Q  6 

îjx  étant  le  même  en  B  et  A. 

D'ailleurs  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent,  en  négligeant 
le  carré  des  inégalités  de  vitesses  sur  les  sections  B  et  A',  on  peut 
dans  l'expression  ci-dessus  prendre  pour  v  et  v'  les  vitesses 
moyennes,  d'où 

dS  Sa 

^'  étant  la  vitesse  moyenne  en  A',  si  l'on  désigne  par  a  l'aire  de 
<;ette  section,  on  aura  pour  la  masse  écoulée 
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d'ailleurs  nous  avons  trouvé  -^  =  2X,  d'où 

at 
[3)  pav'(v'  —  v)  =  ÏX  ; 

V  et  v'  sont  les  mêmes  que  les  vitesses  moyennes  employées  plus- 
loin  dans  la  formule  (1). 

Dans  l'évaluation  de  ix  qui  nous  reste  à  faire,  nous  pouvons- 
admettre  que  la  section  A  coïncide  avec  B,  à  l'entrée  du  tube  L, 
et  que  A'  tombe  sur  B'. 

Projections  des  pressions  extérieures,  —  Suivant  les  parois  C 
perpendiculaires  à  l'axe  le  liquide  est  presque  immobile  avec  de 
faibles  remous  ;  ces  mouvements  sont  en  outre  symétriques  tout 
autour  du  courant.  On  peut  donc  admettre  que  la  pression  y  varie 
suivant  la  loi  hydrostatique.  Il  en  est  de  même  pour  la  section  A 
perpendiculaire  aux  vitesses,  et  sur  laquelle  le  mouvement  est 
régulier.  Comme  A  est  à  l'ouverture,  ou  dans  le  plan  des  parois  C, 
la  pression  totale  pour  ces  deux  portions  réunies  peut  s'évaluer, 
comme  on  l'a  vu  au  numéro  124,  en  la  supposant  partout  la  même 
qu'au  point  A,  centre  de  la  section  ;  la  pression  est  donc  pa^  p 
correspondant  au  centre  A,  et  a  étant  la  section  du  grand  cylindre. 
Sa  projection  est  aussi  pa. 

Pour  la  pression  sur  la  section  A',  la  projection  sur  l'axe  OX 
est  de  même  — p'a^  p'  correspondant  au  point  A'  centre  de  la 
section. 

Pour  la  paroi  convexe  du  grand  cylindre,  la  pression  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  et  sa  projection  nulle. 

Pour  le  disque  sa  pression  du  côté  de  A  est  plus  forte  que  sa 
contrepression  du  côté  de  A'  ;  nous  désignerons  par  Q  l'excès  de  la 
première  sur  la  seconde,  et  nous  l'appellerons  simplement  la  pres- 
sion. Sa  projection  sur  OX  est  —  Q. 

On  a  ainsi  en  tout  pour  les  projections  des  pressions 


_».i 
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Projection  du  poids.  —  On  suppose  A  iufiniment  près  de  l'ou- 
verture ;  par  suite  en  désignant  AA'  par  l,  le  volume  de  la  masse 
«st  Za,  son  poids  luf^j  et  sa  projection  sur  l'axe  lapg  cos  i,  i  étant 
l'angle  aigu  ou  obtus  que  fait  OX  avec  la  verticale  inférieure  ; 
mais  l  cos  i  projection  de  AA'  sur  cette  verticale  est  la  différence 
-de  niveau  /  —  ^  de  A  et  A.  La  projection  du  poids  est  donc 
pga(^  —  a). 

En  substituant  les  diverses  parties  de  ix  dans  la  formule  (3) 
€lle  devient 

pv'a(v  —  v)  =  (p  -  p)a  —  Q  +  pga{z'  —  z) . 

-     Valeurs  de  la  charge  et  de  la  perte  de  charge.  —  En  divisant 
l'égalité  précédente  par  pga,  on  trouve 

9  p^a        \  9p/        \  gp 

Le  second  membre  est  la  différence  des  ordonnées  piézomé- 
triciues  de  A  et  A,  ou  la  charge  A  de  A  sur  A;  on  a  donc 

h  == ^^ . 

pga         9 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  relation  (1)  du  numéro  pré- 
cédent, ou 

on  trouve    . 

.      ^  0         v\o  —  v')    ,   v«  —  t;'«  __  _Q_       {V  —  y  y 
*  ~  p^  y  "       "^g  ^  "^       ig 

Distinguons  le  cas  où  il  y  a  un  élargissement  du  courant  sans 
disque,  de  sorte  que  Q  =  o,  et  celui  où  il  n'y  a  que  le  disque  sans 
élargissement  ;  il  n'existe  alors  qu'un  tube  et  v'  =  v;  on  aura 
ainsi 
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tû  Pour  1  élargissement  seul,    h  = ^^ ,        tb  =  — ;r — -  ^ 

»!  n       ' 

2o  Pour  le  disque  seul,     h  =  à  =  —  . 

On  peut  remarquer  que  pour  l'élargissement  h  est  négatif,  tr 
étant  plus  grand  que  v  ;  en  outre 

^      mg  2      ^  ' 

T  est  le  travail  des  résistances  passives  sur  la  masse  m  et  équi- 
vaut par  suite  à  une  demi-force  vive  perdue  ;  elle  est  égale  à  la 
demi-force  vive  due  à  la  vitesse  perdue  v  —  v\  conformément  au 
principe  énoncé  à  la  fin  du  numéro  107  pour  le  cas  d'une  percus- 
sion à  contact  persistant. 


132.    Éeonlement    par    un    orlliee.    Térllieattoit 
expérimentale  des  formules  du  numéro  précédent» 

—  Écoulement  par  un  orifice  en  mince  paroi.  —  On  nomme-  ainsi 
ceux  où  le  liquide  sort  librement  sans  ajutage.  Nous  supposons 
qu'il  s'écoule  d'un  réservoir  dont  le  'niveau  N  est  entretenu  cons- 
tant. Alors,  0  étant  l'orifice,  on  observe  que  les  vites- 
ses n'y  sont  pas  parallèles  entre  elles  ;  elles  le  deviennent 
un  peu  plus  loin  dans  une  section  H,  nommée  section 
contractée,  et  cette  forme  du  mouvement  est  la  contrac- 
tion de  la  veine  fluide.  On  peut  mesurer  directement  l'aire  de  la 
section  H  en  l'entourant  d'un  cadre  garni  de  pointes  fine?,  qu'on 
enfonce  de  façon  à  rétrécir  l'espace  intermédiaire.  De  plus,  w  étant 
la  section  d'un  courant  régulier,  v  sa  vitesse  moyenne,  vcn  est  le 
volume  liquide  écoulé  par  seconde,  ou  le  débit,  aisé  à  mesurer. 
On  connaît  ainsi  exactement  la  vitesse  de  toute  veine  fluide. 
Pour  appliquer  Inéquation  (1)  du  numéro  130,  ou 

-— =  /i-(p, 
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nous  prendrons  pour  seconde  section  A'  [la  section  contractée, 
afin  que  les  vitesses  soient  parallèles,  où  le  mouvement  régulier. 
La  première  section  sera  la  surface  horizontale  du  niveau  N^ 
supposée  d'une  grande  étendue  ;  il  importe  peu  qu'on  y  considère 
les  vitesses  comme  parallèles,  car  elles  sont  tout  à  fait  insensibles. 
Si  l'on  négligeait  vL,  on  aurait  donc 

De  la  sorte  si  le  niveau  N  et  le  réservoir  étaient  tous  deux  à  la 
même  pression  atmosphérique,  la  charge  h  se  réduirait  à  /  —  z 
ou  à  leur  différence  de  niveau,  et  la  vitesse  de  sortie  v'  serait  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  tombant  dans  le  vide  à  partir  du 
niveau.  C'est  ce  qu'on  nomme  le  principe  de  Torricelli.  Mais  il 
n'en  est  pas  tout  à  fait  ainsi  ;  on  a  évalué  v'  d'après  l'expérience  à 
0,97  i^^gh  ou  0,98  v^2^,  et  nous  prendrons  pQur  sa  valeur  la 
moyenne 

V  =  0;975  /29Â  . 

Les  expériences  ont  été  faites  dans  toutes  sortes  de  conditions, 
avec  des  pressions  atmosphériques  égales  ou  inégales  sur  la  veine 
et  le  réservoir. 

La  section  contractée  de  la  veine,  pour  un  orifice  ne  s'écartant 

pas  trop  de  la  forme  circulaire,  est  environ  0,625  ou  '—  de  celle 

de  l'orifice  ;  c'est  ce  qu'on  nomme  le  coefficient  de  contraction.  Sa 
distance  à  l'orifice,  quand  il  est  circulaire,  est  environ  la  moitié 
du  rayon. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  perte  de  charge  est  très 
faible  quand  elle  provient  de  l'écoulement  par  un  orifice  en  mince 
paroi,  et  par  suite  en  général  d'un  rétrécis- 
sement du  courant. 

Écoulement  par  tm  ajtdage  cylindrique. — 
Cet  ajutage  est  un  cylindre  de  révolution,  ou 
tube  L,  ouvert  aux  deux  extrémités  suivant 
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les  sections  normales  0,  A'  ;  la  première  le  fait  communiquer  à  on 
réservoir  où  le  liquide  est  entretenu  à  un  niveau  constant  N  ;  sa 
sortie  à  l'air  libre  ne  s'effectue  ainsi  qu'à  la  section  A\  Après  le 
passage  par  l'orifice  0  la  veine  se  contracte  en  une  section  A,  et 
se  dilate  pour  occuper  toute  la  largeur  du  tube  ;  son  mouvement 
devient  ensuite  régulier,  et  nous  le  supposons  tel  en  A'  ;  il  se  con- 
serve au  delà  et  la  veine  ne  se  contracte  plus.  Le  liquide  situé 
près  des  points  C  autour  du  courant  n'a  que  de  faibles  vitesses. 

Désignons  par  A,  A'  les  centres  des  deux  sections  ;  par  v,  t/  les 
vitesses  moyennes  ;  par  h  la  charge  du  niveau  N  sur  le  point  A  ; 
par  h'  celle  de  A  sur  A'  ;  par  H  celle  du  niveau  N  sur  A  ;  on  aura 

H  =  h  +  h\ 

comme  on  l'a  vu  au  numéro  1 30  ;  d'ailleurs  H  est  une  quantité 
donnée. 

Nous  avons  trouvé  «/  =  0,975  ^f-igh  pour  la  vitesse  sur  la  sec- 
tion contractée  quand  l'orifice  est  en  mince  paroi,  h  étant  la  charge 
du  niveau  N  sur  cette  section  ;  cette  formule  est  applicable  au  cas 
actuel,  h  étant  déjà  la  charge  de  N  sur  la  section  contractée  A  ; 
mais  la  vitesse  est  désignée  par  v  au  lieu  de  ^  ;  il  en  résuite. 

D'autre  part,  le  mouvement  du  liquide  de  A  en  A'  est  le  même 
que  s'il  sortait  d'un  tube  de  section  A  pour  se  dilater  dans  un  plus 
grand.  Les  sections  A,  A'  sont  disposées  comme  au  numéro  précé- 
dent, et  le  mouvement  est  régulier  sur  chacune  ;  les  relations  (4^ 
sont  donc  applicables  et  donnent 

y  {y  — y') 

""  9 

V  et  v'  correspondant  à  A,  A'  ;  mais  la  charge  est  actuellement 
désignée  par  h'  au  lieu  de  A,  d'où 
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comme  on  a  2gE  =  2gh  -f  2gh\  les  valeurs  précédentes  donnent 


v» 


En  outre,  nous  savons  que  Taire,  de  la  section  contractée  est  les 
-^  de  celle  de  l'orifice  0  ou  de  la  section  A'  ;  les  vitesses  étant  en 

o 

raison  inverse  des  sections,  on  a  t;  ==  -^  v\  et  en  substituant  cette 


;:> 


valeur  dans  l'équation  précédente,  on  trouve 


2flfH  =  2,6930  v'« ^  v'*  =  1,4930v'«, 

5 


d'où  Ton  tire 


v' =  0,8184  y  2^H. 


Or  il  résulte  de  l'observation  qu'on  a  constamment  ^  =0,82  \^igH\ 
la  valeur  calculée  est  donc  complètement  exacte,  ce  qui  sert  de 
vérification  aux  formules  concernant  l'élargissement  des  courants. 
D'autres  expériences  concourent  au  même  résultat  ;  il  en  a  été 
fait  sur  des  courants  contenant  une  série  de  rétrécissements  et 
de  dilatations  ;  mais  une  autre  circonstance  est  à  remarquer  dans 
le  cas  de  l'ajutage  cylindrique.  La  charge  h'  de  A  sur  A'  a  une 

valeur  négative  —  — -,  où  ^  >  t/  ;  d'ailleurs  d'après  les  for- 

nmles  (2)  du  numéro  130 

or  A  et  A'  étant  très  rapprochés,  z'  —  ^  est  très  petit  et  d'ailleurs 
en  général  positif;  par  suite  p  <ip'  \  les  valeurs  de  v,  if^p'  étant 
connues  on  peut  en  déduire  celles  de  h'  et  p  ;  celle-ci  est  souvent 
très  faible  ;  c'est  la  pression  dans  la  section  A^  ou  au  ^;^ 
point  C  ;  on  a  pu  la  mesurer  directement  en  adaptant     c 

au  cylindre  au  point  G  un  tube  mince  en  forme  de     . 

siphon  qui  va  plonger  dans  un  vase  plein  d'eau  ;  la   ^^^^^^^ 


w 


•   ^     m 
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faiblesse  de  la  pression  en  C  produit  une  aspiration  par  suite  de 
laquelle  Teau  monte  dans  le  tube,  souvent  à  une  grande  hauteur  ; 
celle-ci  permet  de  mesurer  la  pression  p,  qui  a  été  trouvée  con- 
forme à  sa  valeur  calculée,  sans  erreur  sensible. 

133.  Kemarques  sur  lei|  pertes  de  eharge.  —  P  Si 

l'on  fait  varier  la  charge  sans  changer  la  disposition  du  courant 
la  vitesse  à  l'état  permanent  peut  prendre  des  valeurs  quelconques. 
Pour  l'écoulement  par  un  orifice  en  mince  paroi  nous  avons 
trouvé 


2(/ 

d'autre  part,  v  étant  nulle  au  niveau  du  réservoir,  on  a  d'après  la 
formule  de  Bernouilli 

/ o  ta  fa 

""     =  A  —  ^^        (0,975  .^4,  =  -^ ^  (0,975V  ; 


la  perte  de  charge,  et  en  général  celle  qui  provient  du  rétrécisse- 
ment du  courant,  est  donc  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 
Il  en  est  de  même  de  celle  qui  est  due  à  l'élargissement  du 

(D*  yY 

courant,  sa  valeur  étant  — ^ d'après  les  formules  (4)  du  nu- 

méro  131  et  le  rapport—  restant  constant. 

Quant  à  celle  qui  est  produite  par  l'interposition  du  disque,  ou 
en  général  d'un  obstacle  quelconque,  elle  résulte  de  ce  que  le  cou- 
rant se  rétrécit  avant  l'obstacle  et  se  dilate  après  ;  elle  est  donc 
aussi  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  Il  en  est  de  même  de 
la  pression  Q  du  disque,  d'après  la  formule  (4)  ou 

0  =  gpaf^ . 

C'est,  en  effet,  pour  un  corps  plongé  dans  un  fluide  en  mouvement 
une  loi  de  pression  connue,  bien  qu'approximative. 

2°  Considérons  un  filet  infiniment  mince,  de  section  uniforme  ft>; 
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si  le  fluide  avance  d'une  très  petite  longeur  >  le  poids  écoulé  est 
//fw),  et  par  suite  gor^y)^^  est  le  travail  des  résistances. 

Soit  q  en  un  point  quelconque  la  valeur  de  la  résistance  elle- 
même,  rapportée  à  l'unité  de  la  masse  sur  laquelle  elle  agit.  Pour 
un  élément  du  filet  de  longueur  ds  elle  sera  çpcorfs,  et  le  chemin 
parcouru  étant  partout  ),  on  aura 

la  so|pme  s'étendant  à  tous  les  éléments  ds  du  filet.  D'ailleurs  il 
en  est  ainsi  pour  un  filet  quelconque  où  la  section  a>  n'est  pas  cons- 
tante, car  on  peut  le  partager  en  d'autres  pour  chacun  desquels 
elle  Test*  sensiblement,  et  les  valeurs  de  \L  ne  font  que  s'ajouter. 

On  peut  en  conclure  que  la  valeur  moyenne  de  la  résistance  q 
est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

3^  Conséquence  remarquable  de  la  perte  de  charge  due  au  disque, 
—  D'après  la  formule  (4)  on  a  pour  ce  cas 

fL  =  -     -  . 

^      (jga 

Si  le  liquide  dans  le  tube  avance  de  1  le  poids  écoulé  est  pgaA  et 
par  suite  le  travail  des  résistances 

T  =  pgaXfJ^  =  QX . 

Sauf  dans  l'espace  compris  entre  deux  sections  normales  A,  A'  le 
mouvement  est  régulier,  et  nous  admettrons  que  les  vitesses  sont 
égales,  ce  qui  revient  comme  on  le  verra  à  supposer  négligeable  le 
frottement  des  parois. 

Considérons  ensuite  le  même  mouvement  regardé  comme  relatif 
à  un  système  invariable  qui  aurait  une  translation  rectiligne  et 
uniforme  avec  la  même  vitesse  v.  Il  sera  le  même  que  si  le  système 
était  en  repos.  Or  dans  ce  nouveau  mouvement  le  disque  rétro- 
grade avec  la  vitesse  t;,  en  exerçant  la  même  pression  Q.  Le  liquide 

m 

reste  en  repos,  sauf  dans  l'espace  AA'  ;  la  force  vive  n'existe  que 
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dans  cet  espace,  dont  la  position  se  déplace  uniformément,  et  par 
suite  elle  reste  constante.  La  formule  de  Bernouilli  n'est  plus 
applicable,  mais  bien  le  principe  général  des  forces  vives  du 
numéro  128,  et,  par  conséquent,  les  travaux  des  forces  extérieures 
ont  une  somme  nulle,  en  comprenant  parmi  ces  forces  les  résis- 
tances passives. 

Nous  pouvons  supposer  le  tube  terminé  de  part  et  d'autre  à 
une  grande  distance  ;  le  travail  des  pressions  extérieures  à  ces 
extrémités  est  nul.  Celui  du  disque  quand  il  avance  de  \  est  QX  ; 
celui  des  résistances  est  donc  —  QX  ou  le  même  que  dans  1?  mou- 
vement primitif,  bien  qu'il  ne  s'agisse  ici  que  du  travail  relatif. 

Tout  ce  qui  précède  est  indépendant  de  l'aire  de  la  section  et 
reste  exact  pour  une  masse  d'eau  indéfinie  en  tous  sens. 

Il  faut  remarquer  que  le  travail  T  du  disque  imprime  à  l'ean 
uue  force  vive  et  le  siège  des  résistances  qui  la  détruisent  est  der- 
rière le  disque  après  son  passage. 

4^  Outre  les  pertes  de  charge  mentionnées  jusqu'ici,  et  les  frot- 
tements qui  nous  occuperont  au  numéro  suivant,  on  tient  compte 
en  hydraulique  des  pertes  dues  aux  coudes  et  bifurcations  des 
conduites  d'eau,  lesquelles  sont  analogues  à  celles  qui  proviennent 
d'un  obstacle.  Il  en  est  d'autres  qui  échappent  à  tout  calcul,  savoir 
celles  qui  résultent  des  bouillonnements,  ou  de  la  rencontre 
brusque  de  masses  ayant  des  vitesses  différentes. 

134.  Frottements.  —  Considérons  un  courant,  partout 
régulier,  d«ns  lequel  les  vitesses  restent  parallèles  à  une  même 
droite  nommée  l'axe  ;  soient  A,  A'  deux  sections  normales  quel- 
conques, s  leur  aire,  l  leur  distance,  faisant  l'angle  i  avec  l'ho- 
rizon. 

La  portion  intermédiaire  sera  décomposable  en  filets  infiniment 
minces,  parallèles  à  Taxe,  ayant  chacun  une  section  constante  co, 
et  par  suite  une  vitesse  partout  la  même.  Voici  les  principaux 
résultats  de  cette  disposition. 
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l^  Emploi  de  la  formule  de  BernouiUi.  —  Au  numéro  130 
nous  avons  trouvé  pour  Tenserable  du  courant  la  formule  rigou- 
reuse 

les  sommes  i  s'étendant  aux  filets,  et  ^  étant  pour  Tun  d'eux  une 
petite  masse  écoulée.  Puisqu'on  a  pour  chacun  v'  =  t;,  il  en  résulte 
V  =  V'*,  d'où 

Il  en  est  ainsi  pour  le  courant  et  pour  chaque  filet,  la  charge  k 
restant  la  même. 

2°  Emploi  du  pnncipe  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  — 
En  prenant  pour  OX  l'axe  du  courant  on  a  trouvé  au  numéro  1 31 

-    =   SX,        ou       s   =   IW-r- 

at  at 

la  somme  S  s^étendant  aux  éléments  m  du  liquide  compris  entre 
A  et  A'.  Or  la  vitesse  de  chaque  élément  étant  uniforme,  on  a 

dS  d*x 

"37  =  Swi  -TT  =  0,     d'où     SX  =  0  . 
at  dr 

L'évaluation  de  2X,  déjà  faite  au  numéro  131,  doit  être  recom- 
mencée dans  le  cas  actuel,  où  elle  est  tout  à  fait  rigoureuse. 

Parmi  les  forces  extérieures  considérons  d'abord  la  pesanteur 
et  les  pressions  en  A,  A'.  Pour  un  filet  de  section  a>  supposons  que 
^,p  correspondent  à  A,  et  /,  p'  à  A'.  Son  poids  est  gptol^  et  pour 
sa  projection  sur  OX,  ou  le  terme  correspondant  de  2X,  on  a 

gpiùl  sin  î,     ou    gp(ù(z'  —  z)  . 

Les  pressions  en  A,  A'  sont  ^a>,  — p'oj^  et  l'ensemble  de  ce& 
termes 


\  99  99/ 
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ou  <7.ooi)^,  d'après  les  formules  (2)  du  numéro  130;  en  Tajoutant 
pour  tous  les  filets,  h  restaïkt  le  même,  on  trouve  pour  la  masse 
totale  gphs. 

Puisque  2X  est  nul  et  qu'on  n'y  doit  comprendre  aucune  force 
intérieure,  il  doit  agir  sur  la  surface  qui  limite  la  masse  une  autre 
force  F  de  sens  contraire  à  OX,  et  telle  qu'on  ait 

(5)  F  =  gphs. 

Celle-là  ne  peut  être  que  le  frottement  des  parois  mouillées. 

Comme  dans  une  autre  portion  du  courant,  pareille  à  la  précé- 
dente et  de  même  longueur,  les  vitesses  sont  les  mêmes,  il  en  est 
ainsi  pour  F  et  par  suite  pour  h  et  4^.  Par  conséquent  pour  chaque 
unité  de  longueur  du  courant,  comptée  sur  son  axe,  h  est  le  même 
et  se  nomme  la  charge  par  mètre  courant, 

3^  Si  nous  répétons  ce  qui  précède  pour  une  partie  seulement 
des  filets,  c'est-à-dire  pour  une  portion  du  courant,  formant  ainsi 
à  part  un  courant  régulier  de  section  S',  nous  aurons  de  même 

F'  =  pghs\ 

valeur  d'une  force  qui  s'exerce  nécessairement  sur  la  surface  con- 
vexe du  courant,  et  qu'on  nomme  le  frottement  du  liquide  sur  lui- 
même. 

Sans  l'existence  de  cette  force  le  nouveau  courant,  se  mouvant 
comme  dans  un  tube  sans  frottement  s'accélérerait  de  même  que 
tout  corps  pesant  ;  c'est  pour  cela  que  l'hypothèse  de  la  perma- 
nence du  mouvement  entraînerait  une  impossibilité. 

De  là  résulte  par  exemple  que  dans  un  courant  découvert  de 
large  section ,  si  l'on  partage  la  masse  en  tranches  minces  paral- 
lèles à  la  surface  libre,  chacune  est  frottée  en  sens  contraire  par 
celles  qui  la  touchent  au-dessus  et  au-dessous.  Le  premier  de  ces 
frottements,  à  la  surface  libre,  est  nul  ;  le  dernier  est  celui  du 
fond. 

Aussi  la  vitesse  décroît  comme  on  l'observe  à  partir  de  la  sur- 
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face  libre  ;  dans  quelques  cas  ce  décroisseraent  est  proportionnel 
au  carré  de  la  profondeur,  mais  ce  n'est  point  un  fait  général  ;  le 
décroissement  de  la  vitesse  dans  une  conduite  d'eau  du  milieu  du 
tube  jusqu'à  sa  paroi  est  aussi  mal  connu. 

Nature  du  frottement.  —  Le  frottement  du  liquide  contre  une 
paroi  provient  en  tout  ou  en  partie  des  rugosités  de  celle-ci.  Dans 
le  frottement  de  deux  solides,  si  la  vitesse  augmente,  la  pénétra- 
tion des  saillies  de  l'un  dans  les  rentrants  ou  cavités  de  l'autre 
diminue,  et  par  une  sorte  de  compensation,  comme  nous  l'avons 
vu,  le  frottement  n'augmente  pas  ;  il  en  est  autrement  pour  un 
liquide,  qui  remplit  constamment  toutes  les  cavités.  Le  frottement 
revient  donc  au  fond  à  la  résistance  de  petits  obstacles,  et  doit 
varier  à  peu  près  comme  le  carré  des  vitesses,  ce  que  l'expé- 
rience-vérifie. 

Quant  au  frottement  du  liquide  sur  lui-même,  il  faut  remarquer 
que  la  surface  de  séparation  de  deux  filets  ne  peut  être  rigoureu- 
sement invariable,  comme  le  suppose  la  théorie,  et  si  leurs  vitesses 
sont  différentes,  il  doit  se  produire  entre  eux  un  mélange  partiel, 
accélérant  le  mouvement  de  l'un  et  retardant  celui  de  l'autre.  Le 
contact  de  petites  masses  de  vitesses  différentes  entraine  en  même 
temps  une  perte  de  charge.  Telle  est  sans  doute  la  principale 
cause  du  frottement  dont  il  s'agit,  et  dont  la  loi  est  d'ailleurs  mal 
connue. 

Il  en  résulte,  en  outre,  que  le  parallélisme  des  vitesses  est  sou- 
vent imparfait. 

Par  suite  de  l'insuffisance  actuelle  de  la  théorie  et  de  l'obser- 
vation, la  seule  des  propriétés  mentionnées  plus  haut  dont  nous 
ayons  à  faire  usage  est  la  formule  (5),  basée  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  non  sur  la  permanence  rigoureuse. 

Il  est  évident,  en  effet,  d'après  sa  démonstration  que  malgré  les 
irrégularités  indiquées  ci-dessus  on  aura  toujours,  du  moins  en 
moyenne, 


•-^-.-1- 
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Le  frottement  F  doit  être  ane  fonction  de  la  vitesse  contre  les 
parois,  laquelle  est  inconnue;  mais  poar  les  applications  on  a 
plutôt  besoin  de  sa  relation  avec  la  vitesse  moyenne  u^  seule  ob- 
servable.  Celle-ci  correspond  au  débit  D,  c'est-à-dire  au  volume 
liquide  écoulé  par  seconde,  de  sorte  qu'on  a  D  =  e^.  L'expérience 
donne  u  pour  diverses  valeurs  de  la  charge  h  par  mètre  courant, 
et  l'on  en  conclut  celle  de  F,  et  du  frottement  cp  en  kilogrammes 
par  mètre  carré  de  surface  frottante. 

S'il  s'agit  du  mouvement  de  l'eau  dans  un  tuyau  cylindrique  on 
trouve  ainsi  pour  la  valeur  de  cp  en  fonction  de  u  des  expressions 
peu  concordantes  entre  elles,  même  pour  des  tuyaux  de  fonte 
vieille,  où  l'eau  a  déjà  fait  des  dépôts,  et  où  par  suite  ç  prend  en 
réalité  une  valeur  bien  déterminée  ;  toutefois  pour  ce  cas,  le  plus 
important  dans  la  pratique,  la  formule 

y  =  0,625  tt«  =  4*  "' 

paraît  représenter  l'expérience  d'une  manière  fort  approximative. 
Pour  des  canaux  découverts,  où  la  nature  du  fond  est  plus 
variable,  il  est  clair  que  l'indétermination  est  encore  plus  grande  ; 
toutefois  on  emploie  fréquemment  la  formule  approchée 

y  =  0,4  u\ 

u  étant  encore,  en  mètres  par  seconde,  la  vitesse  moyenne  cor- 
respondant au  débit,  et  <p  le  frottement  en  kilogrammes  par  mètre 
carré  de  surface  frottante. 

135.  Applications.  —  Bornons-nous  au  cas  examiné  au 
numéro  précédent,  celui  où  toutes  les  vitesses,  bien  qu'inégales, 
sont  parallèles  à  l'axe  du  courant,  et  la  section  s  de  celui-ci  cons- 
tante ;  ^  et  F  étant  la  charge  et  le  frottement  par  mètre  courant, 
nous  avons  vu  que  h  était  constante  et  qu'on  avait 

F  =  pghê . 
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Jusqu'ici  nous  avons  laissé  à  la  densité  o  sa  généralité^  même 
dans  des  cas  où  le  liqaide  ne  pouvait  être  que  de  Teau  ;  il  convient 
de  remplacer  à  présent  pg,  poids  de  l'unité  de  volume  ou  d'un  mètre 
cube,  par  1000  kilogrammes.  En  outre  soit  c  le  périmètre  mouillé, 
c'est-à-dire  la  portion  immergée  du  contour  de  la  section  s; 
c'est  aussi  la  surface  frottante  pour  un  mètre  de  long  et  par  suite 
F  =  Cep,  V  étant  le  frottement  par  mètre  carré  ;  on  trouve  ainsi 

Cf  =  1000  hs  , 

et  c'est  de  cette  relation  qu'on  a  pu  tirer  par  expérience  la  valeur 
de  a>  en  fonction  de  u. 

1®  Si  le  courant  est  dans  un  tuyau  cylindrique  de  rayon  r,  on  a 

5 

C  =  27rr,  s  =  irr*,  et  comme  on  l'a  vu  <p  =  -^  u*.  En  outre,  si  h 
doit  désigner  la  charge  pour  la  longueur  totale  l  du  courant,  et 

L 

non  plus  pour  1™,  on  doit  remplacer  h  par  -j-  ;  on  trouve  ainsi 

,      800  Ar 

l 

La  vitesse  u  et  le  débit  sont  ainsi  connus  si  la  charge  h  est 
donnée  ;  si  en  particulier  la  pression  est  la  même  aux  deux  extré- 
mités h  se  réduit  à  leur  différence  de  niveau  if  —  -sf,  et  il  est  clair 

que  —  =  sin  i,  i  étant  l'inclinaison  de  l'axe  du  tuyau  sur  l'horizon. 

Supposons  maintenant  que  l'eau  s'introduise  dans  le  tuyau  en 
sortant  d'un  réservoir  entretenu  à  un  niveau 
constant  N  ;  nous  avons  vu  au  numéro  132  que 
la  veine  se  contracte  en  A ,  et  que  le  mouve- 
ment devient  régulier  un  peu  après  sur  une 
section  A'.  En  outre,  en  tenant  compte  des  pertes  de  charge  du 
rétrécissement  du  courant  et  de  sa  dilatation,  nous  avons  trouvé 

2oH  =  1,4930  t;'^ 

38 


T,-.?!*?— ï- 


594 

H  étant  la  charge  du  niveau  N  sur  A',  et  t/  la  vitesse  en  A'  ;  nous 
pouvons  assimiler  celle-ci  à  u  ;  nous  aurons  ainsi 

igtt  =  1,4930  u\  H  =  ^^^  !«• . 

9 

D'autre  part,  A"  étant  l'extrémité  du  tuyau,  et  h  la  charge  de 
A'  sur  A",  nous  avons  trouvé 

800 /ir  ^        te* 

tt*  =   : — .  n  = 


/      •  800  r" 

On  a  H  +  A  =  H' 5  H'  étant  la  charge  du  niveau  N  sur  A", 
laquelle  est  donnée;  en  substituant  les  valeurs  de  %  et  H,  il  en 
résulte 

"^V     9     ^mr)     "' 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  u. 

2^  Supposons  que  le  courant  soit  dans  un  canal  découvert  ;  dans 

l'équation  ccp  =  1000  hs,  nous  devons,  comme  on  l'a  vu,  supposer 

(p  =  0,4  u\  d'oii 

CM»  =  2500  hs  . 

La  pression  varie  dans  chaque  section  normale  suivant  la  loi 
hydrostatique^  et  comme  elle  est  partout  la  même  à  la  surface, 
elle  sera  aussi  constante  à  une  même  profondeur  ou  sur  un  même 
filet  élémentaire  ;  la  charge  h  se  réduit  donc  à  jsf^ — ^,  et  comme 
elle  correspond  à  1  mètre  courant,  on  a  fe  =  sin  t,  i  étant  l'incli- 
naison de  l'axe  du  courant  sur  l'horizon.  On  connaît  ainsi  h,  mais 
non  c  et  5,  ce  qui  nécessite  une  nouvelle  relation.  Celle-là  provient 
de  ce  que  le  débit  D  doit  être  donné  ;  il  est  inutile,  du  reste,  de 
spécifier  de  quelle  manière  l'eau  est  amenée  dans  le  canal.  On  a 

ainsi  e^  =  D,  et  en  substituant  u  =  — ,  on  trouve 

s 
cD»  =  2500  hs^  ; 
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la  forme  du  canal  fournit  une  autre  relation  entre  c  et  s;  s  étant 

«onnu  on  en  déduira  u  =  —, 

s 

Si  par  exemple  la  section  du  courant  est  rectangulaire,  de 
largeur  a,  de  hauteur  inconnue  x,  on  aura  c  =  a  +  2Xj  s  =^  ax^ 
et  Ton  tirera  x  de  l'équation 

2500  ha^r^  —  (2:c  +  a)D»  =  o  . 

Le  premier  membre  ayant  des  signes  contraires  quand  x  est  nul 
ou  très  grand  le  nombre  des  racines  positivés  est  impair.  Il  n'y  en 
A  donc  qu'une  seule,  la  somme  des  racines  étant  nulle. 

La  même  équation  donne  le  débit  D  correspondant  à  un  cou- 
rant de  forme  donnée. 

Si  par  exemple  on  compare  ceux  qui  ont  la  même  pente  i  et  des 
sections  s  de  formes  semblables,  en  posant a  =  x ^T,  x~^  \/^T, 
on  aura 

2500  ^(3t«p»«'  —  (2p  +  aW  V~  =  «  ■ 

Il  est  clair  que  a,  jS  et  A  ou  sin  i  restent  invariables.  Par  suite  il 

DVT  V4 

€n  est  de  même  de  — j~ ;  D  est  donc  proportionnel  as    et  w  ou 


s 


136.  Application  du  principe  des  forces  vives  aux 
moteurs  hydrauliques.  —  Simplification  du  travail  des 
pressions,  —  Comme  on  l'a  vu  au  numéro  128  le  travail  des 
pressions  extérieures  sur  une  masse  quelconque,  pendant  un  très 
petit  instant,  a  pour  valeur  Ipv^  en  prenant  l'élément  v  du  volume 
avec  le  signe  +  pour  la  portion  de  ce  volume  qui  a  disparu,  avec 
le  signe  —  pour  celle  qui  l'a  remplacée.  La  somme  ne  s'étend 
qu'à  ces  deux  portions,  et  comme  elles  sont  égales  2i;  =  0  ;  par 
suite  si  la  pression  avait  une  valeur  constante  q  son  travail  "Lvq 
ou  qiv  serait  nul.  Il  sera  donc  indifférent  pour  l'évaluation  du  tra- 
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vail  ipv  de  le  remplacer  par  i(p  —  q)v,  ou  de  considérer  toutes 
les  pressions  extérieures  comme  diminuées  d'un  même  nombre  q  ; 
nous  prendrons  pour  celui-là  la  pression  atmosphérique,  et  par 
suite  nous  devons  la  supposer  soustraite  des  valeurs  de  toutes  les 
pressions,  car  dans  le  principe  du  numéro  128  il  n'en  est  pas  em- 
ployé d'autres  que  les  pressions  extérieures. 

Disposition  du  courant  et  de  la  masse  à  laquelle  le  principe 

s'applique,  —  Imaginons  un  courant  arri- 
vant en  L,  faisant  marcher  un  appareil  hy- 
draulique, et  s'écoulant  en  L'  ;  peu  importe 
pour  ce  qui  suit  que  L  et  L'  soient  des  veines 
fluides,  ou  que  l'eau  s'y  trouve  dans  des 
tuyaux  ou  des  canaux  découverts,  que  la 
section  dans  chacun  soit  constante  ou  variable.  Mais  nous  suppo- 
sons qu'il  existe  dans  ces  deux  courants  une  portion,  à  distance 
suffisante  de  l'appareil,  où  les  vitesses  soient  à  peu  près  parallèles. 
Menons  dans  chaque  portion  des  plans  E,  E'  à  peu  près  perpen- 
diculaires aux  vitesses,  et  dont  la  position  restera  invariable.  De 
la  sorte  la  pression  variera  sensiblement  suivant  la  loi  hydrosta- 
tique sur  chacune  de  ces  sections  ;  c'est  la  seule  condition  que 
nous  supposerons  satisfaite  dans  le  mouvement  varié  auquel  nons 
appliquons  le  principe  des  forces  vives. 

L'accroissement  de  la  force  vive  correspondra  à  deux  époques 
entre  lesquelles  s'est  écoulée  à  travers  le  plan  E  une  masse  a 
considérée  comme  infiniment  petite.  L'eau  du  courant  L  qui  est 
limitée  à  la  seconde  époque  par  le  plan  E  se  trouvait  limitée  à  la 
première  par  une  autre  surface  D^  antérieure,  en  général  courbe. 
De  même  l'eau  du  courant  L' qui  à  la  première  époque  était  limitée 
à  la  section  E'  le  sera  à  la  seconde  par  une  surface  D'  située  au 
delà  ;  par  suite  la  masse  totale  qui  à  la  première  époque  était 
comprise  entre  la  surface  D  et  le  plan  E'  le  sera  à  la  seconde 
entre  le  plan  E  et  la  surface  D  ;  c'est  à  cette  masse  et  à  ce  dépla- 
cement que  nous  appliquerons  le  principe  des  forces  vives. 
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Première  forme  de  V équation  des  forces  vives.  —  Nous  désigne- 
rons par  C  à  toute  époque  Tespàce  occupé  par  leau  entre  les 
plans  E  et  E'  : 

C^  sera  celui  qu'elle  occupe  à  la  première  époque  entre  D  et  E  ; 

C,  sera  celui  qu'elle  occupe  à  la  seconde  époque  entre  E'  et  D'. 

Le  premier  contient  par  hypothèse  la  masse  fji  ;  le  second  con- 
tient une  masse  jx  qui  peut  être  différente. 

Nous  devons  séparer  d'abord  les  termes  de  l'équation  qui  cor- 
respondent à  C,  C,,  C,. 

Soient  F,  la  force  vive  de  Teau  contenue  dans  C,,  à  la  première 
époque;  F,  celle  de  l'eau  contenue  dans  C,  à  la  seconde;  P  celle 
de  l'eau  contenue  dans  l'espace  C,à  la  première;  P  -f-  AP  la 
même  à  la  seconde,  où  l'eau  est  en  partie  renouvelée.  La  force 
vive  totale  de  la  masse,  désignée  en  général  par  F,  est  F^  +  P  à 
la  première  époque,  F,  -(-  F'  4-  aP  à  la  seconde,  d'où  résulte 


acer'(-i-F) 


1  i  1 


La  pression  est  réduite  à  son  excès  sur  la  pression  atmosphé- 
rique ;  sur  toute  portion  de  surface  exposée  à  l'air  libre  cet  excès 
est  nul,  de  même  que  le  travail.  La  pression  de  Tair  ne  peut  pro- 
duire de  travail  que  s'il  est  contenu  dans  un  espace  fermé,  ce  qui 
ne  peut  exister  que  dans  l'appareil  hydraulique  et  dans  la  région  C; 
nous  nommerons  aT^  ce  travail  entre  les  deux  époques. 

Sur  toute  portion  de  surface  limitée  par  une  paroi  immobile,  la 
pression  est  normale  et  par  suite  perpendiculaire  à  l'espace  par- 
couru et  son  travail  est  nul.  Si  des  parois  sont  mobiles,  elles  ne 
peuvent  être  que  des  surfaces  appartenant  à  l'appareil  hydrau- 
lique. Nous  désignerons  par  AT„  le  travail  de  l'eau  sur  elles  entre 
les  deux  époques,  parce  qu'en  considérant  l'eau  comme  une  ma- 
chine, il  constitue  le  travail  utile  ;  en  même  temps  le  travail  de  ces 
parois  sur  l'eau  sera  —  sT^ . 

Parmi  les  pressions  extérieures  il  ne  reste  à  compter  que  celle 
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de  l'eau  ;  il  n'en  peut  exister  dans  la  région  C,  la  masse  qu'elle 
contient  n'étant  en  contact  avec  l'eau  que  sur  les  pians  E,  E'.  La 
pression  s'exerce  donc  seulement  sur  la  surface  de  l'eau  qui  se 
déplace  de  D  en  E,  et  de  E'  en  D'.  Ce  déplacement  étant  infini- 
ment petit,  le  travail,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  128  est  égal  à 
2pt?,  en  prenant  l'élément  de  volume  v.  négatif  là  où  il  figure  un 
accroissement,  ou  dans  l'espace  C,. 

Désignons  donc  par  T^,  T,  la  somme  Y/pv  étendue  à  l'espace  C, 
pour  T,,  à  C,  pour  T,  ;  nous  aurons  ainsi 

pour  le  travail  des  pressions. 

Le  frottement  dans  les  régions  C,,  C,  s'exerce  sur  une  surface 
frottante  qui  est  infiniment  petite  en  même  temps  que  fx  ;  l'espace 
parcouru,  épaisseur  de  C,  ou  C,,  est  du  même  ordre.  Le  travail 
de  ce  frottement  est  donc  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  doit 
être  négligé.  Nous  désignerons  par  —  ATp  ,  entre  les  deux  épo- 
ques, le  travail  des  autres  résistances  passives,  exercé  seulement 
dans  la  région  C. 

Le  travail  de  la  pesanteur  sur  un  élément  de  masse  m  est 
l'accroissement  de  mgz  ;  pour  la  masse  entière  c'est  l'accroisse- 
ment de  imgz.  Soient  S,,  S,  cette  somme  étendue  soit  à  C^  à  la 
première  époque,  soit  à  C,  à  la  seconde  ;  si  on  la  désignait  pour 
la  région  C  par  S  à  la  première,  par  S  -f  AS  à  la  seconde,  l'ac- 
croissement total,  ou  le  travail  de  la  pesanteur,  serait 

aS,  4- S  +  AS)  -  (S.  +S), 

mais  il  est  préférable  de  désigner  par  M  la  masse  variable  con- 
tenue dans  la  région  C,  par  Z  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité; 
il  est  clair  qu'on  aura  ainsi  AS  =  A.^fMZ,  accroissement  d'une 
époque  à  l'autre.  Le  travail  des  forces  autres  que  les  pressions 

sera  ainsi 

Sa  — S,  f  (jfA.MZ  — ATp. 
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D'après  le  numéro  128,  ce  travail  augmenté  de  celui  des  pres- 
sions extérieures,  est  égal  à  l'accroissement  de  la  demi-force  vive 
trouvé  ci-dessus,  d'où  résulte  la  relation 

1  i  1 


-  -  .•  •  "-.  ' 


=  S,  —  S,  +  ff  A(MZ)  —  ATp  -f  T,  —  T,  -  AT„  +  AT„ .  '    "i^ 

que  noas  mettrons  sons  la  forme 

4-  Af"  =  ^T"-  -  (^T«  +  ATp) , 

OÙ 

AT,«  =  (s,  -  T,  -  -^  F,)  -  (s.  -  T,  -A_  F,)  +  g^MZ  +  ATa  . 

Évahiatian  des  termes  correspondant  à  G^,  C^.  —  Nous  dési- 
gnerons par  G,,  G,  les  centres  de  gravité  des  volumes  C,,  C,  :  par 
Pii  Pt  l^s  pressions  en  ces  points;  par  -s^,,  -sr,  leurs  ordonnées  ;  par 
y,,  y^  leurs  ordonnées  piézométriques. 

Comme  C^  est  une  tranche  infiniment  mince  la  pression  varie 
dans  toute  son  étendue  suivant  la  loi  hydrostatique,  puisqu'il  en 
est  ainsi  sur  le  plan  E  ;  on  a  par  suite 

P  =  Pi  -H  flfp(«  —  «i)  . 

Or  nous  avons  supposé  T^  =  ipv ,  la  somme  s'étendant  au 
volume  C,  ;  G,  étant  son  centre  de  gravité  on  a 

et  de  la  sorte  T,  se  réduit  à 

P 
IX  étant  la  masse  totale 

La  somme  S,  =  img^f  s'étend  au  même  volume  ;  on  a  donc 

S,  =  gïàmz  ==  g^z^ , 
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et  par  suite 

puisque  y,  est  l'ordonnée  piézométrique  du  point  G, . 

La  force  vive  F,  correspond  à  la  même  masse  p,  et  par  suite 
F^  =  fxV,  V*  étant  une  valeur  moyenne  des  carrés  des  vitesses 
sur  la  section  E.  H  en  résulte 


S.-T,~-^F.=t.(7(y.~^). 


^9 

En  remarquant  que  le  volume  C,  contient  la  masse  f*',  on  trouve- 
rait de  même 

18^        ,_/.      V'»\ 


S,-T,-^F,  =  p,v(y.- 


2(7/' 


V"  étant  une  valeur  moyenne  des  carrés  des  vitesses  sur  la  sec- 
tion E'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  relations  trouvées  elles 
prennent  la  forme 


^'(y)  =  ^^^  ~  ^^'^« + ^'^^^  ' 


(A)  (  ATm  =  (l'^P'  —  \isgP  +  9^MZ  +  ^^a , 

Ces  expressions  semblent  dépendre  de  la  position  du  plan  fixe 
d'où  l'on  compte  les  0,  mais  ce  n'est  qu'apparent.  Si  l'on  élève  ce 
plan  d'une  hauteur  h,  Z  augmente  de  h^  et  il  en  est  de  même  des 
ordonnées  piézométriques,  ou  de  P  et  P'.  De  la  sorte  aT,^  augmen- 
terait de 

or  d'une  époque  à  l'autre  la  masse  p  s'ajoute  à  M,  et  ix  s'en 
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retranche;  on  a  donc  aM  =  (ji — jx  et  par  suite  aT^  n'est  pas 
changé. 

Imaginons  qu'on  ajoute  les  valeurs  de  A  (-^  F)  et  de  aT^ cor- 
respondant à  plusieurs  instants  successifs  infiniment  petits,  pen- 
dant chacun  desquels  s'écoule  la  même  masse  p  à  travers  le 
plan  E. 

Les  accroissements  désignés  par  A,  qui  ne  correspondaient  qu'à 
l'un  de  ces  instants,  ne  feront  en  s'ajoutant  que  s'étendre  à  la  durée 
totale,  et  pourront  continuer  à  être  désignés  de  même.  On  n'au- 
rait donc  qu'à  remplacer  dans  les  formules  ix'gV  —  p^P  par 

mais  on  peut  dans  cette  expression  regarder  P,  F  comme  des 
constantes,  en  leur  attribuant  des  valeurs  moyennes  convenable- 
ment choisies  ;  elle  devient  ainsi 

Ensuite  nous  remplacerons  2a,  i/,  par  ,a,  a'  qui  représenteront 
les  masses  totales  d'eau  écoulées  simultanément  à  travers  les 
plans  E,  E',  pendant  une  durée  quelconque,  et  c'est  à  cette  durée 
que  s'étendront  les  accroissements  A  dans  les  formules  (A)  qui 
resteront  exactement  les  mêmts.  Quant  aux  points  G^,  G,  dont 
dépendent  P  et  P',  ce  sont  toujours  par  définition  les  centres  de 
gravité  de  la  masse  infiniment  petite  qui  va  s'écouler  à  la  fois  à 
travers  la  section  E,  ou  vient  de  s'écouler  à  travers  E'.  Mais  en 
réalité  ces  points  G^,  (?,  peuvent  être  choisis  à  volonté  sur  les  sec- 
tions E,  E'  ;  en  eflfet  ils  en  sont  infiniment  rapprochés,  et  par  suite 
on  peut  les  supposer  sur  ces  plans  eux-mêmes.  Or  comme  la  pres- 
sion y  varie  suivant  la  loi  hydrostatique,  les  ordonnées  piézomé- 
triques  y,,  y,  restent  les  mêmes  dans  toute  l'étendue  des  sections. 
En  particulier  si  le  courant  L  est  dans  un  canal  découvert,  en 
prenant  G, ,  à  sa  surface  libre,  la  pression  y  sera  nulle  et  y,  se 
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réduira  à  l'ordonnée  z  de  ce  point.  La  même  remarque  s'appli- 
que à  «/,. 

Conséquences  des  formules  (A).  —  Si  le  mouvement  est  varié, 
d'une  nature  quelconque,  la  valeur  de  aF  est  exacte,  mais  une 
seule  équation  ne  suffit  pas  pour  connaître  le  mouvement.  Bornons- 
nous  maintenant  au  cas  où  il  s'agit  réellement  d'un  moteur 
hydraulique,  dont  le  mouvement  régulier  a  une  forme  périodique. 
L'équation 

accr»  -L  F'  =  A.Tm  -  ^AT„  +  ATp) 

coïncide .  avec  la  relation  analogue  qui  exprime  le  principe  des 
forces  vives  pour  une  machine  ordinaire,  en  admettant  que  F  soit 
sa  force  vive,  A .  T,„  le  travail  moteur,  et  aT„,  ATp  les  deux  par- 
ties du  travail  résistant,  c'est-à-dire,  comme  dans  le  cas  actuel, 
le  travail  utile  et  celui  des  résistances  passives. 

Quand  il  s'agit  de  l'eau,  c'est  celle  que  contient  l'espace  C, 
constamment  renouvelée,  qui  est  assimilée  à  la  machine,  et  en 
attribuant  au  travail  moteur  la  valeur  de  aT^  il  en  résultera  le 
principe  de  la  transmission  du  travail  sous  la  même  foime  qu'au 
numéro  110,  le  mouvement  de  l'eau  étant  périodique  en  même 
temps  que  celui  de  l'appareil  hydraulique. 

Par  conséquent  si  aux  deux  époques  que  l'on  compare  la  masse 
d'eau  est  en  repos,  aF  =  o,  et  le  travail  moteur  se  convertit 
entièrement  en  travail  utile  et  en  travail  perdu  ;  il  en  est  de  même 
si  aux  deux  époques  F  reprend  la  même  valeur. 

Si  l'eau  est  en  repos  à  la  première  époque  et  à  l'état  de  mouve- 
ment régulier  à  la  seconde,  il  a  fallu  un  excédant  de  travail 
moteur  pour  lui  fournir  sa  force  vive  F,  et  celle-ci  joue  le  rôle 
de  travail  emmagasiné,  qui  lors  de  la  cessation  du  mouvement  se 
répartit  entre  T„  et  Tp. 

Il  faut  remarquer  que  le  travail  T^  étant  appliqué  à  l'appareil 
hydraulique  ou  au  récepteur^  devient  pour  lui  le  travail  moteur. 


j 
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auquel  correspond  de  nouveau  un  travail  utile  et  un  travail  perdu, 
différents  de  T„,  Tp  qui  concernent  la  masse  d'eau. 

Toute  la  question  est  réduite  à  l'évaluation  de  aT^.  On  n'en 
peut  rien  dire  de  général  si  la  durée  que  l'on  considère  est  celle 
où  commence  ou  finit  le  mouvement  ;  dans  le  premier  cas,  par 
exemple,  il  se  peut  que  l'espace  C  se  remplisse  partiellement,  que 
le  courant  L'  n'existe  pas,  etc.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas 
principal  où  les  deux  époques  que  Ton  compare  appartiennent  au 
mouvement  régulier. 

137.  Travail  moteur  pendant  le  mouvement  pé- 
riodique. —  Nous  avons  désigné  par  aT^  le  travail  de  la  pres- 
sion de  l'air  sur  Teau  dans  un  espace  fermé  :  si  2  est  l'ordonnée 
du  niveau  de  l'eau,  r^  son  aire,  le  travail  élémentaire  est  pj:>dz\ 
mais  o)  est  une  fonction  de  ^  ;  il  en  est  de  même  du  volume  occupé 
par  l'air,  et  par  suite  de  sa  pression  'p  ;  j>a;d^  a  donc  la  forme 
f{z)dz  ou  rf.F(^),  f{z)  et  F(^)  étant  des  fonctions  connues.  L'ac- 
croissement ATfl  est  donc  le  même  que  A .  F(^). 

Nous  admettrons  maintenant  que  l'on  compare  deux  époques 
comprenant  un  nombre  entier  de  périodes;  l'eau  et  l'appareil 
hydraulique  à  ces  époques  ont  alors  la  même  position  et  les  mêmes 
vitesses  ;  z  et  F(^)  dans  ce  qui  précède  et  en  outre  F,  M,  Z  repren- 
nent les  mêmes  valeurs  ;  on  a  donc 

A.Ta=o,  AF  =  0,  A.MZ  =  o. 

Puisque  M  n'a  pas  changé  les  masses  d'eau  qui  sont  entrées  et 
sorties  sont  égales,  ou  a  =  a.  Les  formules  (A)  en  remplaçant 
aT,^  par  sa  valeur  donnent  alors 

0  =  ^^{y  -  P)  —  L^u  —  AT;,  , 

V«  _  v'« 
P'-P  =  î^.-y,  +  — 2^. 

Bien  que  y,,  y,,  V,  V  représentent  des  valeurs  moyennes  pen- 
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dant  une  période,  nous  pouvons  assimiler  y,  —  y,  h  la  charge  de  h 
du  point  G,  sur  G,  ;  en  remplaçant  P'  —  P  par  sa  valeur  dans  la 
première  équation  et  la  divisant  par  ^,  poids  total  de  l'eau  écou- 
lée, nous  aurons 


en  remplaçant 


Y* V'* 

par  Ttt  ,  — -  par  (j>  . 


De  la  sorte  T„  et  \(^  représentent  actuellement  le  travail  utile  et 
celui  des  résistances  passives  par  kilogramme  d'eau  écoulé  :  X  est 
donc  la  perte  de  charge. 

La  forme  usuelle  de  l'équation  est  la  suivante  : 

(B)  T„  =  -X2_^,     où    H  =  ft+^; 

H  se  nomme  la  hauteur  de  la  chute.  Voici  d'où  provient  cette 
expression  :  supposons  le  courant  L  alimenté  par  un  réservoir  où 
l'eau  soit  entretenue  à  un  niveau  constant  N  ;  en  négligeant  l'iné- 
galité des  vitesses  sur  la  section  Ë,  appliquons  la  formule 


«'*  —  v^ 


=  h  —  ^ 


^9 

à  la  masse  contenue  entre  cette  section  et  le  niveau  N  ;  nous 
aurons  sensiblement  v  =  o  en  N  ;  en  remplaçant  v'  par  V  vitesse 
en  E,  et  A,  \(/  par  h\  \|^',  il  en  résulte 

h'  est  la  charge  de  N  sur  E  ou  sur  0^  ;  1'  est  la  perte  de  charge, 
qu'on  peut  rendre  insensible  en  évitant  toute  dilatation  du  courant, 
et  prenant  la  portion  L  assez  courte  pour  que  le  frottement  soit 
négligeable.  Alors  1'  le  sera  aussi  et  l'on  aura 
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Or  h  est  la  charge  du  point  G,  sur  G,  ;  par  suite  H  sera  celle 
de  N  sur  G,,  et  si  tous  deux  sont  à  Pair  libre,  ce  qui  arrive  com- 
munément, H  sera  la  différence  de  niveau  entre  le  point  où  Teau 
sort  de  l'appareil,  et  la  surface  du  bassin,  nommé  bief  d'aval,  dont 
elle  part  sans  vitesse. 

D'ailleurs  indépendamment  de  cette  signification  de  H,  qui  n'est 
pas  toujours  rigoureuse,  c'est  une  hauteur,  donnée  dans  chaque 
cas,  dont  dépend  uniquement  l'effet  qu'on  peut  faire  produire  à  la 
chute,  car  la  vitesse  de  sortie  V,  et  la  perte  de  charge  ^^  résultent 
de  la  disposition  de  l'appareil  hydraulique. 

D'après  l'équation  (B)  c'est  quand  V  et  -^  seront  négligeables 
que  T„  aura  sa  plus  grande  valeur  H.  Supposons  qu'un  appareil 
idéal  remplisse  cette  condition,  et  soit  n  en  kilogrammes  le  poids 
de  l'eau  écoulée  par  seconde  ;  T^  étant  le  travail  par  kilogramme 
écoulé,  le  travail  par  seconde  sera  nr^  ou  HH.  Ce  produit  se 
nomme  la,  puissance  de  la  chute j  ou  son  travail  disponible;  il  équi- 

riH 
vaut  en  chevaux  dynamiques  à  —  .  C'est  donc  pour  tout  moteur  la 

limite  du  travail  par  seconde  qu'il  peut  produire,  et  on  nomme 

T 

rendement  le  rapport  de  son  travail  à  celui-là,  c'est-à-dire  ~y 

n 

dont  la  différence  à  l'unité,  ou 

H       ' 

e3q)rime  la  proportion  de  travail  perdue. 

Application  de  la  formule  (B)  aux  rotœs  en  dessous.  —  Cet 
appareil,  d'un  emploi  fréquent  à  .  . 

cause  de  sa  simplicité,  se  compose     l  -^  .Z^7rrTr\\     l' 
d'une  roue  verticale,  dont  les  palet-  ' 

tes  planes  sont  mises  en  mouvement  par  un  courant  horizontal 
LL'.  Les  palettes  sont  contenues  dans  un  coursier^  canal  découvert 
qui  dirige  l'eau  contre  elles  ;  V  est  la  vitesse  du  courant  L,  V 
celle  de  L';  V  est  aussi  la  vitesse  moyenne  des  palettes. 


■  ,«",        ,  1     .«-v    _t 
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L'eau  éprouve  contre  Tune  d'elles  uoe  sorte  de  choc  réduisant 
sa  vitesse  V  à  V  ;  au  numéro  131  nous  avons  vu  que  dans  la  dila- 
tation d'un  courant,  où  cette  même  réduction  s'effectue,  il  en 

(V  —  V')* 
résulte  une  perte  de  charge  égale  à  ^^ — ^ — -,  valeur  conforme  à  la 

règle  générale  énoncée  à  la  fin  du  numéro  107.  Nous  admettrons 
encore,  sans  recourir  à  un  calcul  direct,  que  dans  le  cas  actuel  la 
même  règle  générale  soit  applicable  ;  on  aura  donc 

(V -^» 

comme  on  le  suppose  communément.  En  outre  h  =  o,  les  deux 

courants  étant  au  même  niveau  ;  par  suite  H  =  y-,  et  l'équation 
(B)  se  réduit  à 

y.  ^  Y^  ^  (V  ■-,  YY  ^  v'(V  —  V) 
""^Yg        2^  2(7  g         ' 

La  vitesse  V  est  donnée,  et  suivant  la  forme  et  les  dimensions 
de  la  roue  on  peut  faire  varier  Y'  à  volonté.  On  aurait  T^  =  o 
soit  si  Y'  =  0,  soit  si  V  =  V  ;  on  doit  choisir  V  de  façon  .que  T„ 

soit  le  plus  grand  possible  ;  or  V'(V  —  V)  devient  maximum 

i 
pour  V  =  -^  V,  ce  qui  donne 

V«        \ 
Tu  =  -.-  =  -^  H. 

Le  rendement  serait  ainsi  0,50.  Mais  on  a  constaté  par  expé- 
rience que  la  valeur  de  V'  donnant  le  rendement  maximum  est 

-"-  V,  et  que  ce  rendement  est  0,30.  Celui-ci  ne  résulte  pas 
t) 

d'ailleurs  de  la  formule 

,P    _  V'(V  -  V) 
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qui  pour  V  =  -^  V  donnerait 

T«=  0,24— =  (U8H. 
9 

On  voit  par  cet  exemple  qu'il  existe  dans  chaque  cas  une  cer- 
taine vitesse  à  donner  aux  pièces  mobiles  recevant  Faction  de 
Teau,  de  façon  à  avoir  le  rendement  maximum.  Celui-ci  et  la 
vitesse  peuvent  en  général  se  déduire  de  la  théorie,  mais  leur 
différence  avec  les  valeurs  qu'indique  la  pratique  sont  souvent 
notables,  vu  la  difficulté  d'évaluer  les  pertes  de  charge. 

La  faiblesse  du  rendement  dans  l'exemple  précédent  provient 
de  ce  que  Teau  aborde  les  palettes  par  un  choc,  et  que  la  vitesse 
de  sortie  n'est  pas  très  faible.  Par  diverses  modifications  on  peut 
améliorer  le  rendement,  qui  reste  toutefois  bien  inférieur  à  0,50 
tant  que  les  palettes  sont  planes.  Avec  des  palettes  courbes,  et 
d'autres  dispositions  assez  compliquées,  Poncelet  est  parvenu  à 
rélever  à  0,60. 

Atdres  appareils  hydrauUqiies.  —  Nous  nous  bornerons  à  une 
description  succincte  des  plus  usités. 

Dans  les  rôties  de  côté  l'eau  atteint  les  palettes  peu  au-dessous 
de  l'axe  de  la  roue,  et  parcourt  un  coursier  circulaire.  De  la  sorte 
elle  aborde  les  palettes  plus  ou  moins  tangentiellement  et  avec 
une  vitesse  faible  si  la  hauteur  de  chute  n'est  pas  considérable.  Le 
choc  est  ainsi  évité  ;  aussi  peut-on  atteindre  un  rendement  de  0,80, 
qui  paraît  même  avoir  été  dépassé. 

Dans  les  roues  en  dessus  il  n'y  a  pas  de  coursier  :  les  palettes 
sont  courbes,  et  l'intervalle  de  chacune  à  la  suivante  est  fermé 
latéralement  de  façon  à  former  une  sorte  de  vase  nommée  auget. 
L'eau  arrive  par  la  partie  supérieure  de  la  roue  avec  une  vitesse 
faible  et  remplit  les  augets  qui  font  ensuite  tourner  la  roue  par 
leur  poids.  Le  rendement  peut  aller  jusqu'à  0,80  pourvu  que  la 
roue  tourne  lentement,  sans  quoi  il  est  très  inférieur  ;  les  augets 
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se  vident  partiellement  avant  d'atteinâre  le  point  le  plus  bas,  ce 
qui  occasionne  une  déperdition  de  travail. 

Les  turbines  sont  des  roues  à  réaction, 
c'est-à-dire  que  l'eau  fait  marcher  les  aubes 
par  un  effet  de  recul,  et  sort  dans  une  direc- 
tion opposée  à  la  vitesse  de  Taube.  Voici 
leur  principe  : 

En  projection  horizontale  la  turbine  T  se  compose  de  deux 
plateaux  annulaires,  compris  encore  les  circonférences  C,  C  de 
centre  0.  Ils  sont  réunis  sur  tout  leur  pourtour  par  une  série  de 
cloisons  verticales  AB,  A'B',  etc.,  en  forme  de  spirale.  Chacun  de 
leurs  intervalles  forme  ainsi  un  canal  ouvert  aux  deux  extrémités 
AA',  BB'.  Cet  appareil  est  mobile  autour  d'un  axe  vertical  élevé 
sur  le  centre  0. 

Au  niveau  du  plateau  inférieur  se  trouve  un  autre  plateau 
annulaire  P,  compris  entre  les  circonférences  C,  C  de  centre  0. 
Il  est  fixe,  indépendant  de  l'autre,  et  sert  de  fond  à  une  cuve  où 
l'eau  arrive  du  bief  ou  bassin  supérieur.  Il  supporte  des  parois 
verticales  fixes  DE,  D'E',  etc.,  en  forme  de  spirale,  de  sens  con- 
traire à  celles  de  la  turbine,  et  formant  de  même  des  conduits 
ouverts  en  EE'  sur  la  circonférence  C.  Ceux-ci  dirigent  les  filets 
d'eau  dans  la  turbine,  et  sa  vitesse  doit  être  telle  que  la  trajec- 
toire des  particules  d'eau  dans  chaque  conduit  ABA'B'  soit  le  pro- 
longement de  celle  qu'elles  suivaient  dans  les  conduits  fixes 
DE  D'E'.  L'eau  pénètre  ainsi  sans  choc  dans  la  turbine  et  sort 
par  les  ouvertures  BB'  dans  le  bassin  inférieur  où  la  turbine  est 

immergée. 

■    ■     ■  Dans  un  autre  système  les  conduits  fixes  et 

//  /        mobiles  sont  placés  les   uns  sous  les  autres,  de 
^  ^  ^ façon  que  les  coupes  verticales  des  cloisons  sont 

encore  des  spirales  de  sens  contraire. 

Les  dispositions  précédentes  évitent  soit  le  changement  brusque 

de  vitesse  à  l'entrée  de  Peau  dans  le  récepteur,  soit  les  bouillon- 
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nementsqui  se  rencontrent  clans  les  roues  hydrauliques;  d'autre 
part  il  s'y  produit  des  pertes  de  charge  dues  aux  frottements,  aux 
dilatations  des  filets  et  à  leurs  changements  de  direction;  aussi 
le  rendement  est  seulement  de  0,70  à  0,75.  D'autre  part,  grâce  à 
l'excessive  rapidité  de  la  rotation^  elles  ont  l'avantage  de  pouvoir 
réaliser  une  grande  puissance  avec  des  dimensions  très  inférieures 
à  celles  des  roues  ;  en  outre  la  chute  peut  varier  entre  certaines 
limites  sans  que  leur  rendement  soit  fort  diminué. 


►o<^^>-o<- 
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